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Введение 
 

В социально-экономических системах (активных системах), 
функционирующих в условиях изменяющейся внутренней и внешней 
среды наряду с социально-экономическими факторами, действие которых 
учитывается управляющим органом (Центром), существуют факторы, 
предсказать возникновение и воздействие которых достаточно сложно для 
управляющего органа в силу ограниченности возможностей цента по 
сбору и переработке информации. Обычно, остальные участники 
активной системы (активные элекменты) осведомлены о неизвестных 
центру параметрах гораздо лучше центра. 

Для более обоснованного принятия решений логичным 
представляется организация обмена информацией между центром и 
активными элементами (АЭ) и использование при принятии решений 
информации, предоставляемой активными элементами. Однако при 
обмене информацией АЭ могут сообщать недостоверную информацию, 
которая влияет на качество (эффективность) принимаемых решений. 

Необходимость получения достоверной информации для 
принятия эффективных решений требует разработки методов создания 
механизмов функционирования систем с сообщением информации, 
поощряющих сообщение достоверной информации. 
 Исследование неманипулируемости механизмов 
функционирования систем с сообщением информации ведется в нашей 
стране и за рубежом в рамках различных научных направлений. К ним, в 
частности, относятся: теория игр с непротивоположными интересами, 
теория коллективного выбора (в т.ч. теория реализуемости), теория 
активных систем - см. ссылки ниже. Несмотря на большой интерес к 
манипулируемости механизмов функционирования систем с сообщением 
информации, следует отметить, что в работах, посвященных этой теме, 
конструктивные условия неманипулируемости получены лишь для 
достаточно частных случаев. Необходимость построения универсальных 
и удобных в использовании методов изучения неманипулируемости 
механизмов планирования определяет актуальность настоящего 
исследования. 
 Объектом настоящего исследования являются механизмы 
функционирования активных систем с сообщением информации. 
Предметом исследования является неманипулируемость механизмов 
планирования1 в активных системах с сообщением информации. 
                                                        
1)  Механизмы, в которых в качестве принимаемого ЛПР решения 
выступает набор скалярных величин, регламентирующих действия 
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 В случае, если сообщение достоверной информации является 
равновесием Нэша, механизм планирования называется 
неманипулируемым.  
 Целью работы является получение условий неманипулируемости 
механизмов планирования в активных системах с нетрансферабельной 
полезностью и однопиковыми и сепарабельными функциями полезности 
активных элементов. 
 Реализация указанной цели подразумевает решение следующих 
задач: 

- получение условий неманипулируемости прямых 
механизмов; 

- получение общих условий существования эквивалентных 
прямых механизмов; 

- получение конструктивных условий существований 
эквивалентных прямых механизмов для широкого класса практически 
значимых частных случаев механизмов планирования; 

- исследование влияния множества допустимых сообщений на 
существование эквивалентного прямого механизма. 
 В работе развивается метод анализа множеств диктаторства2), 
который основывается на применении аппарата теории активных систем, 
системного анализа и исследования операций. 

Ниже описан предложенный автором метод анализа множеств 
диктаторства в механизмах планирования. На основе предложенного 
метода получены: достаточные условия неманипулируемости прямых 
механизмов в терминах множеств диктаторства; необходимые и 
достаточные условия коалиционной неманипулируемости прямых 

                                                                                                                           
остальных участников системы, называются механизмами планирования. 
Если сообщение достоверной информации не является равновесием Нэша, 
для механизма планирования строится соответствующий прямой 
механизм следующим образом: для каждого возможного набора 
предпочтений участников активной системы определяется равновесие 
Нэша и в качестве информации от участников принимаются сообщения об 
их предпочтениях, по которым на основании известного равновесия Нэша 
определяют планы. При этом, если сообщение достоверной информации о 
предпочтениях является равновесием Нэша, соответствующий прямой 
механизм называется эквивалентным исходному прямым механизмом. 
2) Множество возможных предпочтений в механизмах планирования 
можно разбить на подмножества, в каждом из которых определенной 
группе АЭ будут назначаться оптимальные планы. Такие множества 
называются множествами диктаторства. 
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механизмов планирования общего вида; достаточные условия 
неманипулируемости механизмов планирования с векторными планами; 
достаточные условия существования эквивалентных прямых механизмов; 
конструктивные достаточные условия существования эквивалентных 
прямых механизмов для случаев дифференцируемых и линейных 
механизмов планирования в терминах свойств матрицы Якоби процедуры 
планирования; в рамках выбранного метода исследовано влияние 
множества возможных сообщений на существование эквивалентного 
прямого механизма. 
 Результаты работы позволяют значительно расширить множество 
прямых механизмов планирования, для которых доказана их 
неманипулируемость. Также расширен класс непрямых механизмов, для 
которых доказано существование эквивалентных прямых механизмов. 
Конструктивные условия существования эквивалентных прямых 
механизмов позволяют строить эффективные (с точки зрения критерия 
управления) неманипулируемые механизмы планирования, для активных 
систем, в которых существуют удовлетворительные (с той же точки 
зрения) непрямые механизмы планирования. 

Во введении обосновывается актуальность проблемы, 
формулируется цель и задачи работы, приводится краткое изложение 
основного содержания работы. 
 Изложение материала имеет следующую структуру. Первая глава 
посвящена общей постановке задачи и обзору результатов исследований 
активных систем с сообщением информации, полученных в 
отечественных и зарубежных работах. В §1 дается общая постановка 
задачи: определяются состав, информированность и порядок 
функционирования системы с сообщением информации, а также 
описываются предпочтения элементов системы, определяются механизм 
функционирования системы с сообщением информации и модели 
поведения элементов системы. В §§ 2-3 приводится обзор существующих 
на настоящий момент работ, посвященных неманипулируемости 
механизмов планирования и реализуемости соответствий группового 
выбора. В §4 приводится обзор результатов работ, посвященных условиям 
существования эквивалентных прямых механизмов для непрямых 
механизмов планирования. В §5 конкретизируется постановка задачи 
настоящего исследования. 
 Вторая и третья главы посвящены изложению оригинальных 
результатов3) по неманипулируемости и условиям существования 
                                                        
3)  Результаты исследований, выполненных отечественными и 
зарубежными авторами, приводятся со ссылками на соответствующую 
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эквивалентных прямых механизмов. Во второй главе приводятся условия 
неманипулируемости прямых механизмов, сформулированные в терминах 
множеств диктаторства. В §1 исследуется неманипулируемость 
механизмов в случае, когда элементы системы не могут вступать в 
коалиции. Параграф 2 посвящен исследованию условий 
неманипулируемости механизмов функционирования систем с 
сообщением информации, когда используемая модель поведения 
элементов системы допускает образование коалиций элементов (в рамках 
нетрансферабельной полезности). В §3 приводятся результаты 
исследования структуры множеств диктаторства механизмов 
планирования, неманипулируемость которых доказана ранее в работах 
других авторов, а так же исследуется реализуемость этих механизмов. 
 В §1 главы 3 формулируется задача поиска эквивалентного 
прямого механизма. В параграфе 2 доказывается существования 
равновесия Нэша для непрямых механизмов планирования и приводится 
ряд технических результатов, необходимых для доказательства теорем о 
существовании эквивалентных прямых механизмов. Параграф 3 посвящен  
условиям существования эквивалентных прямых механизмов для 
непрямых механизмов планирования общего вида. В §4 доказываются 
условия существования эквивалентных прямых механизмов для частных 
случаев дифференцируемых и линейных процедур обработки 
информации.  
В заключении формулируются выводы настоящей работы и обсуждаются 
перспективные направления дальнейших исследований 
неманипулируемости механизмов планирования в активных системах.  
На рис. 0.1 приведена схема результатов настоящей работы. Жирными 
линиями и затенением указаны результаты, полученные ранее другими 
авторами. Тонкими линиями указаны результаты, полученные автором 
настоящей работы и связи между ними. 

                                                                                                                           
литературу, доказательства оригинальных результатов вынесено в 
приложение. 
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Неманипулируемость 
прямого механизма 
активной экспертизы 
[87,89] (раздел 1.4) 

Неманипулируемость 
прямого механизма 
распределения ресурса 
[87,89] (раздел 1.4) 

Неманипулируемость 
прямого механизма, 
удовлетворяющего 
А.1.2.1, 1.2.2. [111,112] 
(раздел 1.2) 

Неманипулируемость 
CW – функции выбора 
[53] (раздел 1.2 
настоящей работы) 

Неманипулируемость 
механизмов вида 

mnm RRc →)(:  
[7] (раздел 1.2) 

Достаточные условия 
неманипулируемости 
прямого механизма 
(Т.2.1.1, раздел 2.1)  

Достаточные условия 
коалиционной 
неманипулируемости 
(Л.2.2.1, раздел 2.2) 

Необходимые условия 
коалиционной 
неманипулируемости 
(Л.2.2.2.,2.2.3 раздел 2.2) 

Существование 
равновесия Нэша 
(Т.3.2.1, раздел 3.2) 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
механизма (Т.3.3.1, 
раздел 3.3) 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
дифференцируемого 
многоэлементного 
механизма 
планирования (Т.3.4.3, 
раздел 3.4) 
 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
дифференцируемого 
двухэлементного 
механизма 
планирования (Т.3.4.2, 
раздел 3.4) 
 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
механизма для линейных 
процедур планирования 
(Т.3.4.1, раздел 3.4) 

Неманипулируемость 
механизмов 
планирования вида 

mnm RRc →)(:  

Рис. 0.1. Структура теоретических результатов настоящей работы 
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Глава 1. Механизмы функционирования активных систем с 
сообщением информации 
 
§1. Описание модели активной системы с сообщением информации 
 

Будем рассматривать организационные (активные) системы (АС) 
с двухуровневой структурой. Такая организация состоит из управляющего 
органа — центра и конечного числа подчиненных ему активных 
элементов (АЭ). Множество АЭ обозначим } ..., ,1{ nI = . Задачей центра 
является выбор некоторого множества альтернатив X  из заранее 
определенного множества возможных альтернатив A . Предпочтения 
элементов и центра [104,119,122] на множестве A  задаются бинарными 
отношениями, определяющими в общем случае нестрогий порядок над 
A . Элемент Ii ∈  характеризуется отношением предпочтения iR . 
Множество возможных предпочтений i - го элемента обозначим iℜ . 
Строгую компоненту отношения ℜ∈iR  будем обозначать iP . Вектор 
отношений предпочтения всех элементов ) ...,,( 1 nRRR =  называется 
профилем предпочтений. Множество всех возможных профилей 
предпочтений обозначим через ℜ , ∏

∈
ℜ=ℜ

Ii
i . Предпочтения центра 

также будем задавать бинарным отношением и обозначать 
)....,,( 1 nP RRR , отношение предпочтения центра является нестрогим 

порядком над A , который зависит от профиля предпочтения активных 
элементов (изучение конкретного вида этой зависимости, а также задач 
агрегирования предпочтений [3,22,108] выходит за рамки настоящей 
работы). 

Будем предполагать, что для каждого профиля предпочтений АЭ 
ℜ∈R  задана альтернатива ARz ∈)( , которая является наихудшей из 

допустимых для центра альтернатив. Определим верхний срез 
))(),(( RRRzH P  отношения )(RRP  по альтернативе )(Rz  следующим 

образом )}()({))(),(( RzRaRAaRRRzH PP ∈= . Множество допустимых 
для центра альтернатив определим как соответствие 

))(),(()( RRRzHRF P=  и будем называть это соответствие 
соответствием группового выбора (СГВ). 

Сделаем следующее предположение об информированности: 
центру неизвестен профиль предпочтения активных элементов, активные 
элементы имеют информацию о предпочтениях других элементов 
[28,29,43,44,49,113,121]. 
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Примем следующий порядок функционирования системы. 
Поскольку профиль предпочтений неизвестен центру, он запрашивает от 
элементов информацию, и те посылают в центр сообщения is . 
Множество возможных сообщений i - го участника обозначим iS . 
Совокупность сообщений участников назовем вектором сообщений и 
обозначим ) ..., ,( 1 nsss = . Множество всех возможных векторов 
сообщений обозначим через S , ∏

∈
=

Ii
iSS . Получив сообщения, центр по 

процедуре принятия решения ASg → :  выбирает единственную 
альтернативу Asg ∈)( , которая считается решением. Совокупность 
множества возможных сообщений S  и заданной на нем процедуры 
называется механизмом принятия решений, ) ,( gSG = . 

Моделью поведения активного элемента служит понятие 
равновесия [89,96,104,106,115]. В настоящей работе используются два 
типа равновесия: равновесие Нэша и равновесие в доминантных 
стратегиях.  

Допустим, задан профиль предпочтений элементов ℜ∈R  и 
механизм ) ,( gS . Вектор сообщений ∗s  называется равновесием Нэша 
при данном ℜ∈R , если для любого активного элемента Ii ∈  и любого 
его сообщения ii Ss ∈  выполняется  

) ,()( ∗
−

∗
iii ssgRsg , 

где is−  называется обстановкой для i  - го активного элемента и 
обозначает вектор размерности 1−n  с компонентами вектора s  за 
исключением i - ой компоненты: ) ..., , , ..., ,( 111 niii sssss +−− = . Таким 

образом, в равновесии Нэша ∗s  ни один из игроков не выигрывает, 
отклоняясь из равновесия в одиночку и посылая сообщение is , отличное 

от равновесного ∗
is . 

Сообщение элемента ∗
is  называется доминантной стратегией 

для элемента Ii ∈  при данном ℜ∈iR , если ii Ss ∈∀  и ii Ss −− ∈∀  
выполняется 

) ,() ,( iiiii ssgRssg −−
∗ . 

То есть, сообщение ∗
is  является для i - го элемента при данном iR  

оптимальным независимо от того, что сообщают остальные активные 
элементы. 
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 Вектор сообщений ∗s  называется равновесием в доминантных 
стратегиях при данном профиле предпочтений ℜ∈R , если 

iiii SsSsIi −− ∈∀∈∀∈∀  , ,  выполнено ) ,() ,( iiiii ssgRssg −−
∗ . Другими 

словами, у каждого элемента есть сообщение ∗
is , оптимальное при любых 

сообщениях остальных элементов s i− , и в равновесии s∗  каждый элемент 
посылает именно это сообщение. 
 Пусть задан механизм g) ,(SG =  и множество возможных 
профилей предпочтений ℜ . Для ℜ∈R  множество равновесных векторов 
сообщений обозначается через )(REN

G  при использовании определения 

равновесия Нэша и )(RED
G  при использовании определения равновесия в 

доминантных стратегиях. Когда ясно, какое из определений равновесия 
используется, либо утверждение верно для обоих определений, индекс 
равновесия указываться не будет: )(REG . 
 Легко показать, что для любого механизма ) ,( gSG =  при любом 

профиле предпочтений ℜ∈R  выполняется )()( RERE N
G

D
G ⊆ . 

В качестве иллюстрации введенных определений рассмотрим 
следующий пример.  
Пример 1.1.1. Пусть n  городам (активным элементам) необходимо 
пробурить артезианскую скважину в некоторой области - множестве 
возможных альтернатив A . Для простоты положим, что это - единичный 
квадрат 2]1 ,0[]1 ,0[ R⊆×=A . Координаты скважины обозначим 

) ,( 21 xxx =
r

. Будем считать, что для каждого города Ii ∈  есть 

оптимальная с экономических позиций точка 221 ]1 ,0[) ,( ∈= iii rrr
r

 
множества A , стоимость доставки воды из которой минимальна, 
например, центр этого города. Положим эту стоимость равной нулю. 
Далее предположим, что затраты на транспортировку пропорциональны 
квадрату расстояния от скважины до абсолютно оптимальной точки. 
Предпочтения элементов могут быть заданы функцией полезности, 
поскольку она порождает транзитивное бинарное отношение. Если 
предположить, что каждый город стремится минимизировать собственные 
затраты, получим, что предпочтения каждого города выражены некоторой 
функцией полезности 

])()[() ,( 222211
iiii rxrxrx −+−−=ϕ .  

В качестве центра в этом примере выступает комиссия по 
экологической безопасности, которая стремится минимизировать ущерб, 
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наносимый природе при транспортировке воды. Если считать, что этот 
ущерб пропорционален затратам на транспортировку, то целевая функция 
центра может быть представлена в виде ),(),...,,( 1 i

Ii
in rxxrr

rrrrr
∑
∈

=Φ ϕ . Чтобы 

минимизировать суммарные затраты всех городов на транспортировку 
воды, необходимо разместить скважину следующим образом 

∑
∈

=
Ii

irn
x

rr 1 . 

Центр, не зная истинных положений оптимальных точек 
элементов, готов допустить отклонение значения целевой функции от 
максимального значения на 50 %, то есть СГВ будет выглядеть 
следующим образом 

















≥∈= ∑ ∑∑

∈ ∈∈ Ii
i

Ii
ii

Ii
iin rr

n
rxxrrF rrrrrrr ,15,0),(]1,0[)...,,( 2

1 ϕϕ . 

В этом примере функции полезности ) ,( rxiϕ  представляют 
отношения предпочтения iR , поскольку все функции полезности 
параметризованы параметром r

r
 можно считать предпочтения заданными, 

когда задано значение r
r

. 
Поскольку скважина строится сообща, у администраций городов 

просят сообщить положения идеальных точек. Администрация каждого 
города направляет в комиссию по строительству скважины оценку 
положения идеальной точки )s ,( 21

iii ss =
r

, где ]1 ,0[]1 ,0[ ×∈is
r

. Координаты 
скважины находятся по этим оценкам следующим образом 

∑
∈

==
Ii

in s
n

ssgx
rrrr 1) ..., ,( 1 . 

Здесь в качестве сообщений выступают оценки положений 
идеальных точек is

r
, а множеством возможных векторов сообщений будет 

∏
∈

=
Ii

S 2]1 ,0[ . Процедурой принятия решения будет ∑
∈

=
Ii

in s
n

ssg
rrr 1) ..., ,( 1 . 

Пара ) ,( gS  составляет механизм принятия решений. 
Допустим 2=n  и идеальная точка первого города )4.0 ,8.0(1 =r

r
, 

а второго )2.0 ,9.0(2 =r
r

. Если города сообщат достоверную информацию, 
то скважина будет построена  в точке )3.0 ,85.0(=x

r
. Затраты городов iψ  

будут равны 0125.01 =ψ  и 0125.02 =ψ . Если первый город сообщит 
оценку 0.6) ,7.0(1 =s

r
, а второй город по-прежнему будет сообщать 

достоверную информацию, скважина будет пробурена в точке 
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)4.0 ,8.0(=x
r

 и затраты городов на транспортировку воды будут равны 
соответственно 0  и 0.05. Если комиссия поставит условия, что скважина 
будет пробурена только после того, как оценки стабилизируются, то 
получим многошаговый процесс, во время которого каждый город будет 
изменять свое сообщение, пытаясь максимизировать свою функцию 
полезности.  

Если администрации городов не обмениваются информацией, 
оценки стабилизируются только тогда, когда изменять своё сообщение 
каждому городу при неизменном сообщении другого города будет 
невыгодно. В нашем примере такими сообщениями будут )8,0 ;6,0(1 =∗s

r
 и 

)0 ;1(2 =∗s
r

. Затраты городов при этом будут равны соответственно 
)05.0 ,0( . Очевидно, меняя своё сообщение, второй город не может 

приблизить место бурения к своей оптимальной точке. Скважина будет 
пробурена точно в точке, оптимальной для первого города. 

Таким образом, ситуация, когда сообщение первого города ∗
1s
r

, а 

второго ∗
2s

r
 будет при заданных 1r

r
 и 2r

r
 равновесием Нэша (но не будет 

равновесием в доминантных стратегиях). 
Как видим, если комиссия не имеет информации о 

местоположении идеальных точек городов, место бурения, определенное 
при помощи механизма принятия решения ) ,( gS , не будет равным 

)3.0 ,85.0(=x
r

, т.е. не будет оптимальным с точки зрения минимизации 
экологической опасности проекта. Однако, суммарные затраты городов на 
транспортировку воды от места бурения, определенного при помощи 
механизма ) ,( gS , будут составлять 0,05, а от точки, оптимальной для 
центра – 0,025. Так как центр готов допустить отклонение значения 
целевой функции от максимального значения на 50%, построенный 
механизм можно считать удовлетворительным.●1) 

Рассмотренный пример в общих чертах качественно отражает 
введенные определения и проблемы, возникающие при исследовании 
механизмов функционирования систем с сообщением информации. 

Таким образом, при изучении системы с сообщением 
информации необходимо выделить элементы системы, определить их 
предпочтения, информированность и порядок функционирования 
системы, а также модели поведения АЭ. На основании предпочтений 
центра строится СГВ, отражающее представления центра об 
эффективности функционирования системы. В настоящей работе будем 
                                                        
1)  Знак “●” здесь и далее обозначает окончание примера 
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предполагать, что элементы системы, предпочтения, информированность 
и порядок функционирования системы определены и фиксированы. 

Допустимое для центра СГВ определяется из соображений 
оптимальности его для центра. Выбору оптимальных для центра 
альтернатив посвящено большое количество работ по исследованию 
операций [77,95,102,103,121]. Поскольку в круг наших интересов будет 
входить в основном анализ механизмов функционирования, мы будем 
полагать, что допустимое для центра СГВ определено. 

Как видно из примера 1.1.1, каждый из АЭ стремится 
максимизировать собственную полезность, вследствие чего может 
сообщать недостоверную информацию. В тоже время, сообщение 
недостоверной информации может быть нежелательным для центра. 
Таким образом, одной из задач центра может быть построение 
неманипулируемого механизма функционирования АС, в котором АЭ 
выгодно сообщать достоверную информацию. 

С другой точки зрения, манипулируемый механизм, построенный 
в примере 1.1.1, может считаться центром удовлетворительным (так как 
обеспечивает не более 50% потерь). Таким образом, в задачи центра также 
может входить построение удовлетворительных с его точки зрения 
механизмов функционирования АС, то есть механизма 
функционирования, реализующего заданное СГВ (см. раздел 1.2). 

Качественно, из литературы известно, что при достаточно 
богатых множествах возможных предпочтений АЭ механизмы с 
сообщением информации оказываются диктаторскими (в теоремах о 
невозможности [3,7,22,32] существует единственный АЭ – диктатор). В 
настоящей работе мы рассматриваем более “узкий” класс предпочтений 
(сепарабельные, обобщенно однопиковые), что приводит к появлению 
групп диктаторов, различных для разных подмножеств множества 
возможных предпочтений. 
В следующих двух параграфах приведем результаты работ, посвященных 
задачам построения неманипулируемых механизмов, а также 
реализуемости СГВ. 
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§2. Неманипулируемость механизмов планирования в активных 
системах с сообщением информации 
 

В этом параграфе рассмотрим результаты работ, посвященных 
исследованиям неманипулируемых механизмов функционирования 
систем с сообщением информации. Среди большого числа работ, 
посвященных этой проблеме, можно выделить несколько групп работ: 
работы, посвященные исследованию механизмов функционирования 
систем с сообщением информации, полезность элементов которых 
трансферабельна, как общего вида [23,30,31,32,33,34,35,37] так и 
механизмов частного вида [4,7,36,37,38,54,69,70,120]; работы, 
посвященные исследованию неманипулируемости прямых механизмов 
функционирования систем с сообщением информации, в которых в явном 
виде выделены условия неманипулируемости механизмов 
функционирования [7,9,10,22]. Эти работы и будут представлять для нас 
основной интерес. 

В настоящем параграфе будем рассматривать механизмы, в 
которых каждый элемент с номером Ii ∈  сообщает центру только своё 
отношение предпочтения iiR ℜ∈ . Тогда пространство возможных 
сообщений S  будет совпадать с ℜ , а процедура планирования h  будет 
отображением из ℜ  в A . Такие механизмы называются прямыми. 
Обычно прямые механизмы обозначаются ) ,( hH ℜ= . 

Прямые механизмы, в которых сообщение достоверной 
информации является равновесием в доминантных стратегиях 

)(RER D
H∈ , называются неманипулируемыми. Формальное определение 

неманипулируемого механизма следующее. Пусть ) ,( hH ℜ=  – прямой 
механизм. Механизм H  неманипулируем, если и только если 

)( , RERR D
H∈ℜ∈∀ , либо (что одно и тоже) 

iiiiii RRRIi −− ℜ∈∀ℜ∈′∀ℜ∈∀∈∀  , , ,  выполняется  

) ,() ,( iiiii RRhRRRh −− ′ . 
 Интересен тот факт, что определение неманипулируемого 
механизма можно строить, используя определение равновесия по Нэшу 

)(RE N
H , что устанавливается следующей теоремой. 

Теорема 1. 2.1 [22]. В прямом механизме ) ,( hH ℜ=   для любого ℜ∈R , 

)(RER N
H∈  тогда и только тогда, когда )( , RERR D

H∈ℜ∈∀ . 
 Парадоксальный на первый взгляд результат о том, что если 
сообщение достоверной информации является равновесием Нэша, то оно 
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удовлетворяет более сильным условиям равновесия в доминантных 
стратегиях объясняется тем, если сообщение достоверной информации 
является равновесием Нэша при любом профиле предпочтений, то 
сообщение достоверной информации является наилучшим сообщением 
для каждого АЭ при любых сообщениях других АЭ, поскольку множество 
возможных профилей сообщений совпадает с множеством возможных 
сообщений. 
 Одной из основных проблем в теории коллективного выбора 
является существование набора так называемых результатов о 
невозможности существования функций коллективного выбора, 
удовлетворяющих тем или иным условиям (impossibility results), и, в 
частности, теорема Эрроу [2,3]. 
 Рассмотрим активную систему с n  АЭ. Множество возможных 
альтернатив A  состоит не менее чем из трех альтернатив, 3≥A . 
Предпочтения каждого i  - го АЭ представляются упорядочением 
(полным, транзитивным, ассиметричным бинарным отношением) iP  
множества A . Обозначим )(AΣ  - класс всех допустимых упорядочений 
множества A , а )(AS  - класс всех упорядочений, которые допустимы в 
качестве коллективного выбора. 

Функцию коллективного агрегирования (ФКА) ℑ  определим как 
отображение из ( ) )()(: ASA n →Σℑ . Таким образом функция 
коллективного агрегирования каждому набору предпочтений активных 
элементов из множества ( )nA)(Σ  ставит в соответствие коллективное 
упорядочение из множества )(AS . 

Говорят, что ФКА ( ) )()(: ASA n →Σℑ  оптимальна Парето (ПО) 

[2,3], если для любых двух альтернатив Aaa ∈21,  и любого профиля 
)...,,( 1 nPPP =  такого, что 21 aPaIi i∈∀  выполняется 21 )( aPa ℑ . 

Говорят, что ФКА ( ) )()(: ASA n →Σℑ  удовлетворяет условию 
независимости от посторонних альтернатив по Арроу (НПАА) [2,3], 
если для любых двух альтернатив 21, aa  и любых двух профилей 

предпочтения PP ′,  таких, что 21 aPa i  тогда и только тогда, когда 21 aPa i′  
выполняется 21 )( aPa ℑ  тогда и только тогда, когда 21 )( aPa ′ℑ . 
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 Говорят, что ФКА ( ) )()(: ASA n →Σℑ  удовлетворяет условию 
универсальности множества возможных предпочтений (УМВП), если 

)(AΣ  является множеством всех упорядочений над A . 

 Говорят, что ФКА ( ) )()(: ASA n →Σℑ  является диктаторской, 

если существует АЭ Ii ∈  такой, что для любого ( )nAP )(Σ∈  выполняется 

iPP =ℑ )( . 
 Верна следующая 
Теорема 1.2.2 [2,3]. Любая ФКА удовлетворяющая ПО, НПАА, УМВП 
является диктаторской. 
 Механизм коллективного выбора ( ) AAg n →Σ )(:  назовем 
диктаторским, если существует АЭ Ii ∈  такой, что для любого профиля 
предпочтений ( )nn APPP )()...,,( 1 Σ∈=  и для любой альтернативы из 

множества значений механизма [ ]( )nAga )(Σ∈ , если )(Pga ≠ , то aPPg i)( . 
 Как и для функций коллективного агрегирования справедлив 
следующий результат о невозможности. 
Теорема 1.2.3 [26,65]. Если множество значений механизма 

( ) AAg n →Σ )(:  состоит не менее чем из трех альтернатив, ( )[ ] 3)( >Σ nAg , 
механизм g  неманипулируем и удовлетворяет УМВП, то он является 
диктаторским. 
 Последний результат показывает, что, если множество 
возможных предпочтений достаточно широко, в частности является 
множеством всех возможных порядков над множеством альтернатив A , 
не существует недиктаторского механизма планирования g , в котором 
сообщение достоверной информации является доминантной стратегией. 
Таким образом, для того, чтобы в некоторой активной системе 
существовал недиктаторский неманипулируемый механизм 
планирования, множество возможных предпочтений должно быть 
достаточно узким. В дальнейшем мы приведем основные результаты по 
неманипулируемости механизмов планирования в активных системах, в 
которых множество возможных предпочтений ограничены однопиковыми 
функциями полезности и результаты о возможном расширении множества 
возможных предпочтений. 
 Наиболее глубоко исследована неманипулируемость механизмов 
планирования [80,82,84,85,86,106,112] и их частных случаев – механизмов 
экспертизы и/или голосования [7,32,33,53,66]. В таких механизмах 
множество возможных альтернатив представляет собой подмножество 
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конечномерного Евклидова пространства. При этом, предпочтения АЭ 
задаются функциями полезности iϕ , Ii ∈ , которые ставят в соответствие 
каждой альтернативе действительное число, характеризующее полезность 
данной альтернативы для элемента. Предпочтения, выраженные функцией 
полезности можно считать частным случаем предпочтений, заданных 
бинарными отношениями в силу того, что любая функция полезности 
порождает бинарное отношение [109]. 
  Работы зарубежных авторов посвящены в основном изучению 
неманипулируемости механизмов функционирования систем с 
сообщением информации, которые являются моделями систем 
голосования [7,32,33,53,66], экспертиз и т.п. В таких механизмах 
компоненты вектора Евклидова пространства, которым является 
альтернатива, в явном виде присутствуют в функциях полезности всех 
АЭ. Такие системы с сообщением информации называются экономиками 
с общественными товарами (Economies with common (public) goods) 
[32,33,54]. Круг вопросов, возникающих при исследовании механизмов 
функционирования таких систем, не ограничивается только 
неманипулируемостью и включает в себя проблемы устойчивости 
равновесий, соответствия теории активных систем с теорией информации 
и др. [105,114], обсуждение которых выходит за рамки настоящей работы. 
 Наиболее простыми механизмами функционирования АС 
являются механизмы голосования, исследуемые в работе [53]. Множество 
возможных альтернатив в таких механизмах является подмножеством 
множества действительных чисел. 
 Пусть множество возможных альтернатив 1]1 ,0[ RA ⊂= . 
Обозначим через B , множество непустых, замкнутых подынтервалов 
[ , ]0 1 . 
 Функция полезности 1 : RAu →  называется однопиковой, если 
существует точка Ar ∈ , называемая точкой пика функции полезности u , 
такая, что )(xu  строго возрастает при rx <  и строго убывает при rx > , 
то есть  
 Ax ∈∀ , таких, что rx ≠  и для любых λ , таких, что 10 << λ  
выполняется 

)())1(()( rurxuxu <−+< λλ . 
 Множество всех однопиковых функций полезности обозначим 
через SP . Поскольку функция полезности задает на A  некоторое 
отношение предпочтения, в дальнейшем под профилем предпочтений 
будем понимать совокупность функций полезности всех элементов. 
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 Введем следующие ограничения на класс допустимых 
механизмов функционирования. Пусть задано множество активных 
элементов } ..., ,1{ nI = , однопиковой функцией выбора (в обзоре мы будем 
в основном придерживаться оригинальных названий и обозначений, 
введенных авторами в соответствующих работах, в наших определениях 
функция выбора соответствует механизму функционирования) назовем 
отображение ASPS n →× B : , ставящее в соответствие каждому профилю 
предпочтений n

n SPuuu ∈= ) ..., ,( 1  и любому подынтервалу B⊆B  
альтернативу ) ,( BuS  из B . В настоящем разделе будем предполагать, 
что выполнены следующие условия: 

i)  анонимность: S  симметрична по отношению к переменным 
nuu  ..., ,1 ; 

ii)  эффективность: для всех u , B  и для всех By ∈  таких, что 
) ,( BuSx =  и Ii ∈∀ , )()( yuxu ii ≤ ,  выполняется 

)()( , yuxuIi ii =∈∀ ; 
iii) непрерывность по отношению к подынтервалам: 

) ,( BuS  непрерывна по отношению к B∈B . 
 Однопиковая функция выбора S , определенная для множества 
элементов I , обладает свойством независимости от посторонних 
альтернатив по Нэшу (NIIA) [53], если для всех nSPu ∈  и для всех 

nBB B∈′ ,  выполняется: 
если BB ⊂′  и BBuS ′∈) ,(  то ) ,() ,( BuSBuS =′ . 

Если для всех nSPuu ∈′ ,  и для всех B∈B  выполняется: 
 для всех Ii ∈  и всех Byx ∈ ,  таких, что 

)()()()( yuxuyuxu iiii ′≤′⇔≤  верно 
) ,() ,( BuSBuS ′= , 

то однопиковая функция выбора обладает свойством независимости от 
посторонних альтернатив по Эрроу (AIIA) [3,53]. 
 Свяжем с каждым профилем предпочтений n

n SP∈= ) ..., ,( 1 ϕϕϕ  
профиль пиков ( r  - профиль) ) ..., ,( 1 nrrr = , где ir  - пик iu . Далее мы 
будем рассматривать только такие функции выбора, которые зависят 
только от профиля r . 
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 Пусть 121  ..., , −naa  – )12( −n  альтернативы из A  (не обязательно 
различные). Их медианой называется единственная альтернатива 

) ..., ,( med 121 −
∗ = naaa , такая, что 

{ } naaniIi i ≥≤−≤≤∈ ∗ ,121  и { } naaniIi i ≥≤−≤≤∈ ∗ ,121 . 

 Пусть задано множество активных элементов } ..., ,1{ nI =  и 
)1( −n  фиксированные альтернативы (не обязательно различные) 

An ∈−11  ..., , αα . Определим для произвольных Bu  ,   функцию выбора 
обобщенного победителя по Кондорсе (CW - функцию) 
   ) ..., , , ..., ,( medproj) ,( 111 −= nnB rrBuS ααα = 

     = ) ..., , , ..., ,( med 111
B
n

BB
n

B arr −α , 

где ) ..., ,( 1 nrr  – r - профиль u  и B
ip  ( B

iα ) обозначает проекцию ir , 
соответственно iα  на B . Здесь, под проекцией некоторого элемента на 
множество понимается ближайший к этому элементу элемент множества. 
Множество всех CW - функций 1}{ −∈ nRS α

α  обозначим через CW . 

Определенная таким образом функция выбора удовлетворяет 
анонимности, эффективности и непрерывности по отношению к 
подынтервалам. 
 Известны следующие свойства CW - функций. 
Теорема 1.2.4 [53]. CWS ∈∀ : 

i)  S  неманипулируема; 
ii)   S  определяется )1( −n  альтернативами ) ,( AuS k

k =α , 

11 −≤≤ nk , где ku  - профиль, такой, что kiri  ,1 ,1 ==  и 

nkiri  ,1 ,0 +== . 

iii)  S  - бескомпромиссные, то есть nSPu ∈∀ , ) ,( AuSx = , если 
Ii ∈∃  такой, что irx <  ( xri < ), то )(  : xrrxSPu iii ≤′′≤∈′∀  

выполняется ) ,( ii uuSx −′= . 
Теорема 1.2.5 [53]. Для любой однопиковой функции выбора S  в рамках 
рассматриваемой модели следующие утверждения эквивалентны: 

i)  S  неманипулируема и удовлетворяет NIIA; 
ii)  S  бескомпромиссна и NIIA; 
iii)  существует n

n A∈= ) ..., ,( 1 ααα  такой, что SS α= . 
 Класс CW - функций характеризуется следующими свойствами. 
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Теорема 1.2.6 [53]. Однопиковая функция выбора удовлетворяет NIIA и 
AIIA тогда и только тогда, когда она является CW - функцией. 
 Как оказалось, класс допустимых функций полезности, на 
которых функции из CW  неманипулируемы, можно расширить. 
 Через FP  обозначим класс одноплатовых функций, FPv ∈ , если 
существует пара ) ,( +−= rrfp , называемая плато функции v , такая, что  
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 В то время, как предпочтения элементов допускают несколько 
максимальных элементов, будем исследовать однозначные функции 
выбора, которые отображают профиль плато ( fp - профиль) в 
единственную альтернативу )( fpπ . Выбор на интервале будет 
определяться выражением )(proj) ,( fpBS B πϕ = . 
 Обобщенная CW - функция для одноплатовых функций 

полезности определяется 1
2

)1(
+

−nn  параметрами. Эти параметры для 

} ..., ,1{ nI =  выбираются следующим образом: )( λµαα = , где 

n≤≤ µλ  ,0  и n≤+ µλ ; при этом 10  , ≤≤ µλα  и 10 =λα  при n≤≤ λ1 , 

00 =µα  при n≤≤ µ1 . Предположим так же, что для λµα  выполнено 

следующее свойство монотонности: 
 µλλµ αα  ,1+≤ , когда 1−≤+ nµλ  и 1−≤ nλ ;           

 1 , +≥ µλλµ αα , когда 1−≤+ nµλ  и 1−≤ nµ . 

 Для заданного множества активных элементов и набора )( λµα , 

удовлетворяющего введенным выше условиям, поставим каждому 
профилю ϕ  из nFP  две конечные цепочки в ]1 ,0[ : 
 сигнатура u - строго возрастающая последовательность  
 1 ...  ... 0 110 =<<<<<<= +TTt qqqqq , 

 составленная из альтернатив +−
ii rr  , ,1 ,0 , Ii ∈ , где ) ,( +−= iii rrfp - 

плато iu . Таким образом nT 2≤  с равенством только тогда, когда все 
+−
ii rr  ,  различны и не равны 1 ,0 . 
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 α  - спектр профиля ϕ  - это не возрастающая 
последовательность 

TTtt Tt µλµλµλ αβαβαβ =≥=≥≥=  ... 
000 , 

где T  то же, что и в определении сигнатуры и 

{ }−
+ ≤≤≤= itt pqni 1 1λ  

{ }tit qpni ≤≤≤= + 1µ . 

Наконец α - обобщенную CW  функцию Sα  определим на nFP  как  

ϕ
ββπ

πϕ
α

αα
 профиль -  есть  где ,

) ..., , ..., ,( med)(

)(proj) ,(

01

fpfp
qfp

fpBS

T

B







=

=
. 

Параметры λµα  интерпретируются так же, как и для однопиковых 

функций полезности: 
 λµ

α απ =)( fp , если  λ  элементов имеют предпочтения 

)1 ,1(=ifp , 
  µ  элементов - ),0 ,0(=fp  
  )( µλ +−n  элементов - )1 ,0(=fp . 
 Для обобщенных CW  - функций верны следующие утверждения, 
эквивалентные бескомпромиссности для однопикового случая. 
Лемма 1.2.1 [53]. Зафиксируем nfpfpr  ..., , , 21

+  и для всех x  таких, что 
+≤≤ 10 rx  обозначим ) ..., , ),(()( 21 nfpfpxfpx ππ α= , где ) ,()( 11

+= rxxfp . 
Тогда могут возникнуть лишь два следующих случая: 
случай i)  )0(1 π≤+r  и )0()( ππ =x  для всех +≤≤ 10 : rxx ; 

случай ii)  ++ ≤≤ 11 )()0( rrππ  и )0()( ππ =x , если )0(0 π≤≤ x , 

  xx =)(π , если )()0( 1
+≤≤ rx ππ , 

  )()( 1
+= rx ππ , если ++ ≤≤ 11 )( rxrπ . 

Если меняется += 1py  при постоянных nfpfpr  ..., , , 21
− , то возможны лишь 

следующие случаи 
случай ′i )  −≤′ 1)1( rπ  и )1()( ππ ′=′ y  для всех 1 : 1 ≤≤− yry ; 

случай ii')  )1()( 11 ππ ′≤′≤ −− rr  и )0()( ππ ′=′ x , если )( 11
−− ′≤≤ ryr π , 

  xx =′ )(π , если )1()( 1 ππ ′≤≤′ − yp , 
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  )()( 1
+′=′ rx ππ , если 1)1( ≤≤′ yπ . 

Следствие 1 из Л.1.2.1 [53]. Для всех наборов α , удовлетворяющих 
ограничениям (1.6.1), (1.6.2), отображение πα  непрерывно по fp , не 

убывает и липшицево по каждой из переменных −+
ii pp  , , ni  ..., ,1= . Кроме 

этого πα  бескомпромиссно в следующем смысле. Возьмем произвольный 
fp - профиль и положим zfp =)(πα . Для всех i  и всех плато ipf

~
 в 

каждом из следующих случаев имеем ) ,
~

()( ii fppffp −= ππ αα : 

i)  { −− ≤< ii rzrz ~ и } 

ii)  }~ и { zpzp ii ≤< ++  

iii) }~~ и { +−+− ≤≤<< iiii pzppzp  

iv) } ,{  некоторого для ~{ −+∈== εεε
ii ppz . 

Характеристические свойства обобщенных CW  функций на множестве 
одноплатовых функций полезности определяет следующая 
Теорема 1.2.7 [53]. Пусть задано множество } ..., ,1{ nI = . Функция выбора 

на множестве одноплатовых профилей nFP  удовлетворяет NIIA и AIIA 
тогда и только тогда, когда она является обобщенной CW  функцией. 
Следствие 1 из Т.1.2.7 [53]. Обобщенная CW  - функция коалиционно 
неманипулируема. 
 Следующая теорема 1.2.8. показывает, что невозможно 
расширить определение класса обобщенных CW - функций на класс 
квазивогнутых функций полезности QC , то есть таких ϕ , что 

]1 ,0[ , , ∈∀ λyx  выполняется )}( ),({ inf))1(( yxyx ϕϕλλϕ ≥−+ . Другими 
словами, существует альтернатива r , не обязательно единственная, такая, 
что u  не убывает на ] ,0[ r  и не возрастает на ]1 ,[r . 
Теорема 1.2.9. [53] Для всех целых n  не существует функций выбора на 

nQC , удовлетворяющих NIIA и AIIA одновременно. 
 Итак, мы рассмотрели неманипулируемые механизмы в случае, 
когда функции полезности элементов являются однопиковыми либо 
одноплатовыми при множестве возможных альтернатив, состоящем из 
отрезка ]1,0[  действительной оси. Далее мы рассмотрим обобщения этих 
результатов на случай, когда множество возможных альтернатив 
представляет собой m - мерное пространство векторов. В частности, 
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следующая модель является обобщением предыдущей и допускает, что 
альтернатива является вектором в mR  [7]. 

Пусть множество альтернатив является m -мерным евклидовым 
пространством mR . Предпочтения на mR  задаются полными, 
рефлексивными, транзитивными бинарными отношениями. 
Антисимметричная часть отношения предпочтения G  обозначается Ĝ  и 
симметричная часть – G~ . Отношение предпочтения называется звездным 
(аналог однопиковой функции полезности над m -мерным евклидовым 
пространством mR ), если существует точка mRr ∈ , называемая 
идеальной точкой отношения предпочтения, такая, что для всякой точки 

rrRr m ≠′∈′ :   и для всех 10 << λ  выполняется rGrrGr ′−+′ ˆ])1([ˆ λλ . 
Такая точка единственна. )(GI  обозначает идеальную точку отношения 
предпочтения G . 

Отношение предпочтения G  называется сепарабельным, если для 
каждого } ..., ,1 ,0{ mj ∈  и jj xx ′∀  , , jk ≠∀ , kk xx ~ ,∀  выполняется  

 ⇔′ +−+− ) ..., , , , ..., ,() ..., , , , ..., ,( 111111 mjjjmjjj xxxxxGxxxxx  

 )~ ..., ,~ , ,~ ..., ,~()~ ..., ,~ , ,~ ..., ,~( 111111 mjjjmjjj xxxxxGxxxxx +−+− ′⇔ . 

Обозначим множество всех звездных сепарабельных отношений 
предпочтения на mR  через mS . Отношение предпочтения называется 
квадратичным, если оно может быть представлено функцией полезности 
вида 

∑
=

−−−
n

ji
jjiiij pxpxa

1 ,
))(( , 

где ija  - симметричная положительно определенная матрица. 

Квадратичное отношение предпочтения является звездным, с точкой пика 
) ..., ,( 1 nrrr = . Квадратичное отношение предпочтения  является 

сепарабельным тогда и только тогда, когда 0=ija  для всех ji ≠ . В этом 

случае функция полезности принимает вид 

∑
=

−−
n

i
iiii rxa

1

2)( . 

Обозначим множество всех сепарабельных квадратичных 
предпочтений над mR  через mQ . Очевидно, множество mQ  

параметризуется парой параметров mm RRr ×∈ ++) ,(α . 
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 Профиль предпочтений АЭ будем обозначать >< iG . Для любого 

mSD ⊂  функция выбора будет отображением  mn RDC → : . 

Функция выбора mn RDC → :  называется единогласной (respects 
unanimity) если для любого профиля предпочтений такого, что 

rGIi i =∀ )( ,  выполняется rGC i =>< )( . 
 Пусть функция выбора C  задана на множестве профилей 
предпочтений nQ  и является отображением RQC n → : . Если можно 

определить функцию RRc n → :  (поскольку разным профилям 
предпочтений может соответствовать одна точка пика) так, что 

)()( ><=>< ii GCrc , где для всех i  и QGi ∈ , )( ii GIr = , то такую 
функцию назовем механизмом голосования, соответствующим C . 
 Механизм голосования RRc n → :  называется бескомпромисным 
если nRr ∈∀ , )(rcx = , если Ii ∈∃  такой, что irx <  ( xri < ), то 

)(  :1 xrrxRr iii ≤′′≤∈′∀  выполняется ) ,( ii rrSx −′= . 
 Результаты работы [7] по неманипулируемости механизмов 
голосования вида mnm RRc →)( :  базируются на свойствах механизмов 

1 : RRc n → , поэтому рассмотрим некоторые их свойства. 
Лемма 1.2.2 [7]. Пусть СГВ 1 : RQC n →  соответствует механизм 

голосования 1 : RRc n → . Если механизм голосования c  является 
бескомпромиссным, то СГВ C  неманипулируема. 
Лемма 1.2.3 [7]. Предположим, что СГВ 1 : RQC n →  неманипулируемо и 
допускает единогласие. Тогда соответствующий C  механизм голосования 
бескомпромиссный. 
 Пусть задан механизм голосования c . Точка 1Rr ∈  называется 
фантомным голосом, если существует профиль идеальных точек >< ip  

такой, что ppc i =>< )(  и ipp ≠  для всех i . Обозначим через P  
множество фантомных голосов. Если множество P  конечно, то p  будет 
так же обозначать мощность P . Будем считать, что множество элементов 

} ..., ,1{ nI = , а множество фантомных голосов } ..., ,1{ rnnP ++= . 

Определим соответствие голосования PIRe n U→ :  

 })( :{})( :{)( jnikii rrcPjnrrcIkre +=><∈+=><∈=>< U . 
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Таким образом, e  ставит в соответствие каждому профилю множество 
элементов и фантомных голосов, идеальные точки которых выбираются 
при этом профиле. Говорят, что график e  замкнут, если для каждого 

PIk U∈ ,  множество профилей предпочтений, соответствующих этому 

k  - )}( :{ ><∈>∈< ini rekRr  замкнуто. 
Лемма 1.2.4 [7]. Механизм голосования бескомпромиссен тогда и только 
тогда, когда  

(i) число фантомных голосов не больше n2  и  
(ii) график e  замкнут. 

Лемма 1.2.5 [7]. Механизм голосования c  бескомпромиссен тогда и 
только тогда, когда для каждого подмножества IS ⊂  существуют 
константы SC , удовлетворяющие ∞≤≤−∞ SC  для всех S  и 

−∞>∞<∅ ICC  ,  и для всех ITS ⊂ , , TS CCTS ≤⇒⊂  такие, что 

}}{{minmax)( S
i

SiIS
i Crpc ∧=>< ∈⊂ . 

 Для многомерного случая верны следующие теоремы. 
Теорема 1.2.10 [7]. Функция выбора mn

m RQC →)( :  неманипулируема и 
единогласна тогда и только тогда, когда существуют механизмы 
голосования RRcc n

m → : ..., ,1 , которые неманипулируемы и допускают 
единогласие и такие, что 

)))(( ..., ),)((()( m11 ><><=>< i
m

ii GIcGIcGC , 

где )( i
j GI  обозначает j  - ю координату идеальной точки i  - го 

активного элемента. 
Теорема 1.2.11 [7]. Функция выбора mn

m RSC →)( :  неманипулируема и 
единогласна тогда и только тогда, когда существуют механизмы 
голосования RRcc n

m →∗∗  : ..., ,1 , которые неманипулируемы и допускают 
единогласие и такие, что 

)))(( ..., ),)((()( 1 ><><=>< ∗∗ i
mm

i
j

i GIcGIcGC , 

для всех n
m

i SG )(>∈< . 
Попытка распространить этот результат на более широкий класс 

квадратичных предпочтений, не обязательно сепарабельных, приводит к 
следующему результату. 

Обозначим через mQ  множество всех квадратичных 
предпочтений. Для каждого 0>ε  обозначим 
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} если , :) ,{( jiaaQpAQ iiijm ≠<∈= εε , 

где ) ,( pA  соответствует функции полезности )()( rxArx T −−− . 

Теорема 1.2.12 [7]. Пусть 0>ε  и предположим, что mn RQC →ε : , m ≥ 2  
неманипулируема и единогласна. Тогда C  диктаторская. 
 Таким образом, мы рассмотрели механизмы планирования для 
случая, когда выбираемая альтернатива является вектором Евклидова 
пространства и привели достаточные условия (Т.1.2.10-1.2.12) для 
неманипулируемости таких механизмов. 
 Теорема 1.2.11 дает результат о невозможности построения 
неманипулируемого механизма для предпочтений для более широкого 
класса предпочтений, чем сепарабельные предпочтения. 
 В отечественных работах авторы сосредоточили внимание на 
способах организации деятельности отдельных элементов системы. В 
[10,11,83-92] исследуются механизмы функционирования систем, в 
которых альтернатива представляет собой вектор Евклидова 
пространства, причем в функции полезности каждого активного элемента 
явно участвует только одна компонента этого вектора, обычно 
содержательно интерпретируемая как план, назначаемый данному 
элементу. Такие системы в зарубежных работах получили название 
экономик с частными товарами (Economies with private goods) 
[4,35,37,53,55,110]. 
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Следует отметить, что механизмы экспертизы, обсуждавшиеся 
выше, являются частными случаями механизмов планирования. 
Действительно, в механизмах экспертизы можно считать, что всем АЭ 
назначаются одинаковые планы. 

Рассмотрим систему, состоящую из центра и n  активных 
элементов.  Интересы элементов и центра выражаются их целевыми 
функциями ) , ,( iiii ryxf , ni  ,1=  и ) ,( yxΦ  где iir Ω∈  - параметр, 
параметризующий класс допустимых целевых функций i - го элемента, 

) ..., ,( 1 nxxx =  - вектор планов, назначаемых элементам, а ) ..., ,( 1 nyyy =  - 
вектор действий, выбираемых элементами. Порядок функционирования 
системы следующий: 
1.  Этап сбора информации. Элементы сообщают центру оценки 

) ..., ,( 1 nss  параметров ) ..., ,( 1 nrr ; 
2.  Этап планирования. На основе полученных оценок центр, используя 

процедуру планирования XS → :π , где ∏
∈

Ω=
Ii

iS , ∏
∈

=
Ii

iXX - 

множество допустимых планов, назначает планы )(sx ii π=  

элементам, ni  ,1= . 
3.  Этап выбора состояния. Получив плановые задания, элементы 

выбирают свои состояния ii Ay ∈  - множества допустимых состояний. 
 В предположении рационального поведения элементов, при 
фиксированных планах выбираемые действия ∗

iy  будут максимизировать 
соответствующие целевые функции, то есть: 

) , ,( Argmax) ,( iiii
iAiy

iiii ryxfrxPy
∈

∗ =∈ . 

 Как и ранее, при сообщении оценок на этапе 2, будет иметь место 
эффект манипулирования информацией. Задачей центра является выбор 
такой процедуры планирования, чтобы в точке равновесия значение его 
целевой функции было максимально. Введем эффективность механизма 

) ,( πℜ=Σ  

) ),(( minmin)( *

)(*
rsK

rEsr N
π

π

Ψ=Σ
∈ℜ∈

, 

где )) ,( ,() ,( rxyxrx ∗Φ=Ψ . 
 При заданных значениях параметра iir Ω∈  и плане ii Xx ∈  

элемент выбирает действие ) , ,( Argmax) ,() ,( iiii
iAiy

iiiiii ryxfrxPrxy
∈

∗ =∈ . 
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Таким образом, можно говорить о функции предпочтения (полезности) 
элемента ) ), ,( ,() ,( iiiiiiiii rrxyxfrx ∗=ϕ . 
 Зададим для каждого элемента множества iii XsX ⊆− )(  и 
рассмотрим следующую процедуру планирования: 

 







=

→Ψ

−∈

∈

). ,(max) ,(

max) ,(

)(
ii

sXz
iii

Xx
szsx

sx

ii

ϕϕ
   

)2.21.(
)1.2.1(

 

 Условие (1.2.2) обеспечивает назначение элементу плана, 
максимизирующего его функцию полезности и называется условием 
совершенного согласования (УСС). Как оказалось, условие совершенного 
согласования эквивалентно условию независимой субъективной 
монотонности для транзитивных бинарных отношений предпочтения. 
Условие (1.2.1) в неявном виде задает процедуру планирования 
максимизирующую целевую функцию центра. Механизм, 
удовлетворяющий (1.2.1), (1.2.2) называется механизмом открытого 
управления (ОУ). 
Теорема 1.2.13 [82]. Необходимым и достаточным условием сообщения 
достоверной информации как доминантной стратегии при любых Ω∈r  
является существование множеств )( ii sX − , для которых выполнено 
условие совершенного согласования. 
 Рассмотрим механизм с сильными штрафами за отклонение от 
плана [80, 82]. Для такого механизма выполнено 

)( , , iiiii rAIir ∈∀∈∀Ω∈∀ π , ) ,() ,( iiiiii rf πϕππ = . Пусть множество 
допустимых планов представимо в виде: 

∅≠= −− )()()( iiiiii sDsAsX I .  (1.2.3) 
Условие (1.2.3) является утверждением того факта, что план, назначаемый 
элементу при данном is− , выполним, то есть принадлежит )( ii sA . Для 
механизмов с сильными штрафами верна следующая  
Теорема 1.2.14 [82]. Для того, чтобы механизм с сильными штрафами 
обеспечивал сообщение достоверной информации как доминантной 
стратегии при любых Ω∈r , необходимо и достаточно, чтобы: 
1)  Ii ∈∀  существовали множества )( ii sD − , удовлетворяющие (1.7.3); 
2)  выполнялось условие совершенного согласования (1.7.2), где 

множества допустимых планов имеют вид (1.7.3). 
 Рассмотрим механизм, в котором часть компонент плана λ  
является общей для всех элементов, то есть план имеет вид ) ,( xλ . В 
системах с большим числом элементов влияние оценки отдельного 
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элемента на общее управление мало. Если при сообщении своей оценки 
is  каждый активный элемент не учитывает ее влияния на )(sλ , то 
считается выполненной гипотеза слабого влияния. При выполнении 
гипотезы слабого влияния справедлива следующая  
Теорема 1.2.15 [82].  Если выполнена гипотеза слабого влияния и 
компоненты )(sx  плана удовлетворяют условию совершенного 
согласования, то сообщение достоверной информации является 
доминантной стратегией. 
 В работе [107,112] получены более конструктивные условия 
неманипулируемости механизмов планирования. 

Будем считать, что функции полезности элементов однопиковые. 
Вектор точек пиков обозначим через ) ..., ,( 1 nrrr =  [111]. 
 Через PS ′  обозначим класс действительных функций )(xq , 

определенных на R1  и удовлетворяющих следующим свойствам: 
1.  )(xq  - полунепрерывна сверху; 

2.  Существуют точки 1 , Rrr ∈+−  (возможно rrr == +− , −∞=−r  или 

+∞=+r ), такие, что )(xq  не убывает при −≤ rx , постоянна при 

] ,[ +−∈ rrx  и не возрастает при +≥ rx . 

3.  +∞<± )( pq . 
 Функции, принадлежащие классу PS ′  назовем 
квазиоднопиковыми. Для функций полезности из класса PS ′ , множество 

∏
∈

+−=
Ii

ii rrP ] ,[  назовем идеальным множеством. 

Введем следующие предположения (утверждения для 
квазиоднопиковых функций будут обозначаться "  " ′ , а результаты для 
них - приводиться в круглых скобках). 
Теорема 1.2.16. [111,112] Пусть множество АЭ системы I , функции 
полезности АЭ однопиковые и для прямого механизма nn RRh →:  
выполнены следующие условия: 
A.1.2.1. Для любого nRr ∈  ( nRr ⊆ ), для любого Ii ∈  

1.  Если ii rrh <)( , то )(~ rhr ii ≥∀ , )() ,~( rhrrh iiii =− ; 
2.  Если ii rrh >)( , то )(~ rhr ii ≤∀ , )() ,~( rhrrh iiii =− . 

A.1.2.2. Для любого nRr ∈  ( nRp ⊆ ), для любого Ii ∈  
1.  Если ii rrh <)( , то )(~ rhr ii <∀ , )() ,~( rhrrh iiii ≤− ; 



 31

2.  Если ii pph >)( , то )(~ rhr ii >∀ , )() ,~( rhrrh iiii ≥− . 
Тогда механизм )(rh  неманипулируем. 
 Таким образом, для достаточно широкого класса механизмов 
голосования в активных системах, предпочтения активных элементов 
которых заданы однопиковыми функциями полезности, теорема 1.2.3 и 
лемма 1.2.5 позволяют утверждать, что любой неманипулируемый 
механизм принадлежит классу CW  функций. Аналогично теорема 1.2.10. 
позволяет утверждать, что для активных систем, в которых множество 
возможных альтернатив является многомерным евклидовым 
пространством, а функций полезности являются звездными (аналог 
однопиковых функций полезности в многомерном случае) любой 
неманипулируемый механизм представляется в виде комбинации CW 
функций. 

Попытка расширить множество возможных предпочтений 
ограничения, наложенные на функции полезности приводят к тому, что 
все возможные неманипулируемые механизмы голосования являются 
диктаторскими, то есть зависящими от предпочтений единственного АЭ. 

В тоже время, класс неманипулируемых механизмов 
планирования общего вида в активных системах с однопиковыми 
функциями полезнсти достаточно широк и пока не удалось конструктивно 
определить общий вид неманипулируемого механизма планирования. 
 В следующем параграфе мы рассмотрим основные результаты 
исследований механизмов функционирования АС с применением 
формализма бинарных отношений. 



 32

§ 3. Реализуемость соответствий группового выбора 
 
Теория реализуемости представляет собой раздел теории 

управления социально-экономическими системами с сообщением 
информации. Наиболее полный обзор существующих результатов теории 
реализуемости можно найти в [3,50,51,58,67,68,101]. В теории 
реализуемости исследуется реализуемость соответствий группового 
выбора, свойства реализующих механизмов [47,49,50,67], модели 
поведения АЭ в детерминированном случае, и в случае наличия 
вероятностной неопределенности [27,39,42,43,44,57,61,74] и их влияние 
на реализуемость СГВ. 

В настоящем параграфе мы приедем известные условия 
реализуемости соответствий группового выбора и различные виды 
реализующих механизмов [22,26,50,52,64], а также некоторые 
детерминированные модели поведения и опишем их влияние на 
реализуемость [42,43,48,59,65]. 
 Говорят, что механизм G  (полностью) реализует СГВ f  [22], 
если для всех ℜ∈R : 

1)  )(REG  не пусто; 
2)  )()())(( RfREg G =⊆ . 

Другими словами, при всех ℜ∈R  равновесие существует и в любом из 
возможных при данном R  равновесии )()( RERs G∈∗  принимаемое 

решение ))(( Rsg ∗  лежит в )(Rf  . 
Говорят, что прямой механизм ) ,( hH ℜ=  реализует СГВ 
Af →ℜ :  достоверно, если ℜ∈∀R выполнены: 

1)  )(RER D
H∈ ; 

2)  )()( RfRh ∈ . 
Достоверная реализуемость означает, что сообщение достоверной 

информации в механизме H  является доминантной стратегией, и при 
сообщении достоверной информации выбирается допустимая для центра 
альтернатива. 

Рассмотрим некоторые свойства соответствий группового 
выбора, необходимые для исследования реализуемости СГВ. 
 Рассмотрим бинарное отношение AR  над множеством A  и 
некоторую альтернативу Aa∈ . Нижним срезом ) ,( ARaL  отношения AR  
по a  называется множество AX ⊆ , определяемое следующим образом: 

} :{ baRAbX A∈= . Верхним срезом ) ,( ARaH  отношения AR  по a  
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называется множество AX ⊆ , определяемое следующим образом: 
}:{ abRAbX A∈= .  

Говорят, что СГВ Af →ℜ :  удовлетворяет условию 
монотонности Маскина (ММ) если )( ,} ,{ RRR fa ∈ℜ⊆′∀  таких, что 

)(Rfa ∈  и ) ,() ,( , ii RaLRaLIi ′⊆∈∀  выполняется )(R′∈ fa . 
Содержательно, ММ означает, что, если при некотором профиле 

предпочтений ℜ∈R  одной из альтернатив, выбираемых по СГВ будет 
альтернатива )(Rfa ∈ , и профиль предпочтений элементов изменятся на 

ℜ∈′R  таким образом, что в новом профиле позиция альтернативы a  по 
отношению к другим альтернативам для всех элементов не ухудшается, т. 
е. ) ,() ,( , ii RaLRaLIi ′⊆∈∀ , то альтернатива a  будет выбираться и при 
новом профиле предпочтений )(Rfa ′∈ . 

Для однозначных соответствий группового выбора (ОСГВ), то 
есть таких, что 1)( =→ℜ∈∀ RfR , определяется следующее свойство 

ОСГВ Af →ℜ :  удовлетворяет независимой слабой 
монотонности (НСМ) тогда и только тогда, когда ℜ∈∀∈∀ RIi  ,  

) ), ,(()( i
R

ii RRRfHRf I
ℜ∈′

−′∈ . 

 Содержательно, НСМ означает, что при сообщении достоверной 
информации, для всех элементов назначается наилучшая альтернатива, 
что является аналогом УСС, рассмотренного в разделе 1.2. 

Говорят, что СГВ удовлетворяет свойству отсутствия права вето 
(ОПВ), если baRAbjiRIiAa j , , : , , ∈∀≠∀ℜ∈∃∈∀∈∀  выполнено 

)(Rfa ∈ . То есть, если есть альтернатива a  наилучшая с точки зрения 
всех активных элементов кроме некоторого j , то )(Rfa ∈ . 

СГВ ARf → :  называется диктаторской, если Ii ∈∃  такой, что 
)( , , RfaAaR ∈∈∀ℜ∈∀  тогда и только тогда, когда baRAb i ,∈∀ . Это 

означает, что среди элементов I  найдется элемент j  такой, что 
альтернатива a  выбирается по СГВ тогда и только тогда, когда для j - го 
элемента нет никакой другой альтернативы, строго лучшей её. 

СГВ Af →ℜ :  называется Парето - оптимальной, если 
AbaR ⊆∀ℜ∈∀ } ,{ , если baPIi i ,∈∀ , то )(Rfb ∉ . Парето -  

оптимальность означает, что если какая - то альтернатива b  для всех 
элементов строго хуже альтернативы a , то альтернатива b  не может 
быть выбрана по этой СГВ. 
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Еще одним важным свойством СГВ является существенная 
монотонность [21,107]. 

Альтернатива AXa ⊂∈  называется существенной для активного 
элемента Ii ∈  во множестве X  если существует профиль предпочтений 

ℜ∈R  такой, что )(Rfa ∈  и XRaL i ⊂),( . 
Множество всех существенных для элемента Ii ∈  во множестве 

AX ⊂  обозначим ),( XiEss . 
СГВ Af →ℜ:  называется существенно монотонным если 
ℜ∈′∀ RR,  и )(Rfa ∈∀  таких, что Ii ∈∀  

выполняется )(),()),(,( RfaRxLRxLiEss ii ′∈→′⊂ . 
 Приведем далее результаты, дающие необходимые и достаточные 
условия реализуемости СГВ при использовании понятий равновесия 
Нэша и равновесия в доминантных стратегиях. Теоремы 1.3.1-1.3.4 
представляют условия реализуемости при использовании определения 
равновесия в доминантных стратегиях, теоремы 1.3.5-1.3.9 являются 
условиями реализуемости при использовании определения равновесия 
Нэша. 
Теорема 1.3.1 [22]. Для того, чтобы ОСГВ Af →ℜ :  было достоверно 
реализуемо в доминантных стратегиях, необходимо и достаточно, чтобы 
оно удовлетворяло НСМ. 
Теорема 1.3.2 [22]. СГВ Af →ℜ :  достоверно реализуема в 
доминантных стратегиях тогда и только тогда, когда существует ОСГВ 

∗f , удовлетворяющая НСМ, такая, что для всех ℜ∈R , )()( RR ff ⊆∗ . 
Теорема 1.3.3 [22]. Пусть ℜ  содержит только строгие порядки, СГВ 

Af →ℜ :  достоверно реализуема в доминантных стратегиях тогда и 
только тогда, когда f является ОСГВ и удовлетворяет НСМ. 
Теорема 1.3.4 [22,26,65]. Предположим, что ℜ  включает все возможные 
строгие предпочтения над A . Тогда не существует ОСГВ f , множество 
значений которой содержит не менее трех различных альтернатив, 
которая достоверно реализуема в доминантных стратегиях. 
 Вместе с теоремой 1.3.2, последний результат утверждает, что ни 
одно достаточно сложное СГВ не может быть реализовано в доминантных 
стратегиях, если на множество возможных профилей предпочтений не 
наложены дополнительные ограничения. 
 Гораздо более обширен класс СГВ, реализуемых по Нэшу. 
Необходимое условие реализуемости СГВ по Нэшу устанавливает 
следующая  
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Теорема 1.3.5 [22]. Если СГВ Af →ℜ :  реализуема по Нэшу, то она 
удовлетворяет монотонности Маскина. 
 Для получения достаточных условий реализуемости используют 
следующий подход. Для исследуемой СГВ определяют в явном виде 
механизм и доказывают, что он реализует данную СГВ, поэтому одни и те 
же условия будут фигурировать в различных теоремах, доказывающих 
реализуемость различными механизмами. 
 Следующий механизм, реализующий СГВ, удовлетворяющую 
условиям ММ и ОПВ, был получен Е.Маскиным (E.Maskin). Пусть I  - 
множество активных элементов, профили предпочтений которых 
принимают значения из множества ℜ . Задано СГВ Af →ℜ : . Каждый 
активный элемент сообщает в центр профиль предпочтений всех 
элементов из ℜ , альтернативу из A  и натуральное число. Таким образом 
для каждого элемента NASi ×ℜ×=  и множество возможных сообщений 

∏
∈

=
Ii

iSS . Назовем множеством согласованных сообщений множество 

)}0 , ,( , :)( , , { ∗∗∗∗∗ =≠∀∈∃ℜ∈∃∈∃∈= RasjiRfaRIjSsS ia . 
Множество несогласованных сообщений определим как дополнение к 
множеству aS : 
 } { ad SsSsS ∉∈= . 
Таким образом определенные множества aS  и dS  являются разбиением 
S . 
 Процедура принятия решения ASg → :  определяется двумя 
правилами.  
Правило 1.3.1. Если aSs ∈ , то по определению существуют 

)( , , ∗∗∗ ∈ℜ∈∈ RfaRIj  такие, что )0 , ,( , ∗∗=≠∀ Rasji i . Пусть j  - ый 
активный элемент сообщает альтернативу ja . В этом случае выбираемая 

альтернатива 







=
∗∗

∗∗∗

. при ,

; при  ,
)(

jjj

jj

aRaa

aPaa
sg  

Правило 1.3.2. Если dSs ∈ , то )()( skasg = , где 

} , max{)( IjzzIisk ji ∈∀≥∈= . 

Введенный таким образом механизм назовем механизмом 
Маскина. Первое правило определяет действие механизма в случае, когда 
все активные элементы, кроме быть может одного, сообщают одинаковые 
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профили предпочтений ∗R , одинаковые альтернативы )( ∗∗ ∈ Rfa  и не  
желают принять участие в лотерее, то есть 0 , =≠∀ izji . В этом случае 
считается, что все кроме j - го элемента сообщают достоверный профиль 

предпочтений ∗R , соответствующий действительному профилю 
предпочтений  всех элементов, и большинство голосует за альтернативу 

∗a . При этом из согласованных сообщений остальных АЭ делается 
однозначное предположение ∗

jR  о предпочтениях j -го элемента и 
выбирается альтернатива, наихудшая для j -го АЭ. Второе правило 
определяет так называемую целочисленную игру. Если сообщения 
элементов не согласованны, то любой элемент выбором 
соответствующего натурального числа может добиться выбора 
наилучшей для себя альтернативы. Имеет место следующая 
Теорема 1.3.6 [22]. Если 3≥I  и Af →ℜ :  монотонная по Маскину 
СГВ, удовлетворяющая ОПВ, то механизм Маскина реализует эту СГВ по 
Нэшу. 
 Как видно из определения, в механизме Мавскина каждый 
активный элемент сообщает профиль предпочтений всех элементов, 
точное знание которого не всегда возможно. Множество возможных 
сообщений было значительно сужено в работах Сайжо (Saijo) [64] и 
МакКельви (McCelvey) [50]. Перейдем к описанию введенного ими 
механизма. 
 Определим механизм МакКельви следующим образом. 
Обозначим множество элементов через } ..., ,1{ nI = . Будем считать, что 
элементы нумеруются по n mod , то есть номер Zk ∈  соответствует 
элементу с номером ) (mod nk . Каждый элемент } ..., ,1{ nIi =∈  посылает 
в центр сообщение следующей структуры: 

) , , ,( iiiii nBAas = , где Aai ∈ , и ℜ∈∃R  такое, что либо A L a Ri i= ( , )  
и ) ,( 1+= ii RaLB , либо ) ,( ii RaLA =  и ∅=iB . Таким образом 

NAS AA
i ×××= 22  и ∏

∈
=

Ii
iSS . 

Для любых Ss ∈  и Ij ∈ , обстановка js−  называется f - 

согласованной, если Aa ∈∃ ∗  и ℜ∈∃ ∗R  такие, что 
1)  )( ∗∗ ∈ Rfa ; 

2)  }{\ , jIiaai ∈∀= ∗ ; 

3)  ) ,( , ∗∗=≠∀ ii RaLAji  и ) ,( 1
∗
+

∗= ii RaLB . 
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Процедура принятия решения механизма МакКельви определяется 
следующими правилами. 
Правило 1.3.3. Пусть число элементов 3≥I , тогда для любого s S∈  
если Ij ∈∃  такой, что 1−≠ jj aa  и обстановка js−  является f - 

согласованной, то 

 






∉

∈
=

−−

−

. ,
; ,

)(
11

1

jjj

jjj

Baa
Baa

sg  

Правило 1.3.4. В противном случае, )()( skasg = , где ) (mod )( nnsk
Ii

i∑
∈

= . 

Как оказалось, для любой СГВ с количеством активных 
элементов больше трех верна следующая 
Лемма 1.3.1 [50]. Пусть 3≥I , тогда для любой СГВ Af →ℜ :  и 
определенного для неё механизма МакКельви верно 

))(()( , REgRfR N
G⊆ℜ∈∀ . 

Таким образом, любая СГВ, удовлетворяющая условиям леммы 
1.3.1, может оказаться нереализуемой лишь в том случае, когда имеются 
дополнительные равновесия ∗s  такие, что )()( Rfsg ∉∗ . 
Теорема 1.3.7 [50]. Пусть 3≥I  и пусть Af →ℜ :  монотонное по 
Маскину СГВ, удовлетворяющее ОПВ, тогда механизм МакКельви 
реализует по Нэшу СГВ f . 
 Дальнейшее уменьшение множества возможных сообщений 
произведено только для СГВ специального вида. Допустим, что 
существует альтернатива AaH ∈ , называемая "истребление" (holocaust), 
такая, что, )(ℜ∉ faH  и ℜ∈∀R  

) ,(  и ) ,( },{\ iHiHH RaLaRaLaaAa ∈∉∈∀  при всех Ii ∈ . 
 Множество возможных сообщений механизма с истреблением 
определяется следующим образом: 

)} ,( : Џ , , ) , ,{( 1+=ℜ∈∃∈∈= iiiiiiiii RaLARNnAanAaS , ∏
∈

=
Ii

iSS . 

 Таким образом, предполагается, что элементы сообщают 
альтернативу Aa∈ , целое число и профиль предпочтения своего соседа. 
Пусть 3≥I , для всех Ss ∈  определим процедуру принятия решения 

ASg → :  механизма с истреблением тремя правилами: 

Правило 1.3.5. Если Aa ∈∃ ∗  такое, что Ii ∈∀ , ∗= aai , то  
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(i) Если ℜ∈∃ ∗R , такое, что ) ,( , и )( 1
∗
+

∗∗∗ =∈∀∈ iii RaLAIiRfa , 

то ∗= asg )( . 
(ii) в противном случае, Hasg =)( . 

Правило 1.3.6. Если IjAa ∈∃∈∃ ∗  и  такой, что }{\ jIi ∈∀ , ji aaa ≠= ∗ , 

то 

 




 =∈

=
∗

∗
−

.

; или }{\ ,
)( 1

a

aaaAaa
sg HHjjj  

Правило 1.3.7. Если не выполнены условия предыдущих правил, 
)()( skasg = . 

Теорема 1.3.8 [50]. Пусть 3≥I , A  содержит истребление и Af →ℜ :  
произвольное монотонное по Маскину СГВ, удовлетворяющее ОПВ, 
тогда механизм с истреблением реализует )(Rf  по Нэшу. 
 Другой важной задачей является поиск необходимых и 
достаточных условий реализуемости по Нэшу. В случае, когда множество 
возможных отношений всех элементов универсально, то есть содержит все 
возможные отношения на A , удается найти необходимое и достаточное 
условие реализуемости СГВ [21,101]. 
Теорема 1.3.9 [21]. Если множество возможных профилей предпочтения 
универсально, и 3≥I , тогда для того, чтобы СГВ Af →ℜ :  было 
реализуемо по Нэшу, необходимо и достаточно, чтобы )(Rf  была 
существенно монотонна. 
 Приведенные теоремы позволяют сделать вывод о реализуемости 
СГВ при использовании определений равновесия Нэша и равновесия в 
доминантных стратегиях. 
 Как оказалось, класс реализуемых механизмами Маскина и 
МакКельви СГВ является достаточно бедным, поэтому в ряде работ были 
сделаны попытки расширить этот класс. Сделать это оказалось 
возможным несколькими путями: первый путь состоит в усилении 
определения равновесия Нэша таким образом, чтобы исключить лишние 
равновесия и оставить только те, на которых механизм дает результаты из 
СГВ (недоминируемое равновесие Нэша (Undominated Nash Equilibrium) 
[42,59] и недоминируемые стратегии (undominated strategies) [48], хотя 
последние являются альтернативным определением равновесия, а не 
усилением); второй путь заключается в том, чтобы расширить класс 
используемых для реализации механизмов (совершенная пошаговая 
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реализуемость (Subgame Perfect Implementation))[1,55]. Обсуждение 
результатов работ [1,48,55] выходит за рамки настоящей работы. 

Приведем результаты работ [42,59] по реализуемости ФКВ при 
использовании определения недоминируемого равновесие Нэша. 

Рассмотрим механизм ) ,( gSG = . Профиль сообщений Ss ∈∗  
называется недоминируемым равновесием Нэша [42,59] механизма G  при 
профиле предпочтений ℜ∈R , если Ii ∈∀  и для всех ii Ss ∈  

) ,()( ∗
−

∗
iii ssgRsg  

и для всех Ii ∈  и всех ii Ss ∈ , существует такой профиль ii Ss −− ∈ , что 

) ,() ,( iiiii ssgPssg −−
∗ , 

где через iP  обозначается строгая компонента отношения iR . 
Как видно, первая часть определения является определением 

равновесия Нэша, а вторая часть отбрасывает слабо доминируемые 
сообщения. Сообщение Ss ∈∗  является слабо доминируемым, если 
найдется активный элемент Ii ∈  и сообщение ii Ss ∈  такое, что при всех 
обстановках ii Ss −− ∈  для i -го активного элемента 

) ,() ,( iiiii ssgRssg −
∗

− . 
Верна следующая 
Теорема 1.3.10 [42,59]. Пусть ℜ  не содержит профиля, в котором 
некоторый активный элемент безразличен между всеми альтернативами 
из A , то есть baPAbaIiR i :} ,{ , , ⊆∃∈∀ℜ∈∀ . Если 3≥I  и СГВ 

Af →ℜ :  удовлетворяет ОПВ, то f  реализуема при использовании 
определения недоминируемого равновесия Нэша. 
 Таким образом, результаты теории реализуемости позволяют 
гарантировать реализуемость некоторых функций коллективного выбора, 
однако в механизмах, реализующих ФКВ, удовлетворяющие условиям 
теорем 1.3.7 - 1.3.9, либо достаточно сложно множество возможных 
сообщений АЭ: правила 1-4 вынуждают каждый АЭ сообщать не только 
свои предпочтения, но и предпочтения остальных АЭ, либо ограничения 
налагаются на предпочтения АЭ, что не позволяется напрямую применить 
результаты теории реализуемости для исследования манипулируемости 
механизмов планирования. 
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§4. Достоверная реализуемость соответствий группового выбора 
 
 В параграфах 2, 3 были рассмотрены две задачи, возникающие 
при исследовании механизмов функционирования систем с сообщением 
информации: построение неманипулируемого механизма и построение 
реализующего заданное СГВ механизма. При этом центр может быть 
заинтересован в том, чтобы прямой механизм ),( hH ℜ=  реализовывал 
заданное СГВ AF →ℜ: , и чтобы при этом сообщение достоверной 
информации было равновесием. 

Таким образом, в интересы центра может входить построение 
механизма функционирования АС, реализующего заданную СГВ F  
достоверно. При этом, хотя теоремы 1.3.1, 1.3.2 дают необходимые и 
достаточные условия достоверной реализуемости, условие НСМ является 
недостаточно конструктивным и проверка его трудоемка [113] (см. раздел 
2.3). 

Другим способом построения механизма, достоверно 
реализующего заданную СГВ, является построение эквивалентного 
прямого механизма. Рассмотрим следующую процедуру: допустим, что 
задан механизм ) ,( gSG = . При этом G  может не быть прямым. Для 
каждого профиля предпочтений ℜ∈R  механизм G  порождает 
множество равновесных сообщений )(REG . Определим функцию отбора 

равновесия определив некоторое равновесное сообщение )()( RERs G∈∗  
для каждого ℜ∈R . Определим H  как механизм, в котором пространство 
возможных сообщений совпадает с ℜ , а сама процедура принятия 
решения ))(()( RsgRh ∗= .  

Однако, в определенном таким образом прямом механизме H  
элементы в равновесии не обязательно сообщают достоверную 
информацию, поэтому, во избежание путаницы, процедуру h  для прямых 
механизмов будем записывать как )~(Rh  где ℜ∈R~ . Эта запись отражает 
тот факт, что, хотя в прямом механизме пространство сообщений S  и 
совпадает со множеством возможных профилей предпочтений ℜ , 
сообщение и истинный профиль предпочтения следует различать. 
 Механизм H , построенный по приведенной выше схеме 
называется соответствующим G  прямым механизмом. Если 
оказывается, что в соответствующем прямом механизме сообщение 
достоверной информации является равновесием в доминантных 
стратегиях, т. е. )( , RERR D

H∈ℜ∈∀ , то соответствующий G  прямой 
механизм H  называется эквивалентным G  прямым механизмом [22]. 
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 Таким образом, одним из способов построения достоверно 
реализующего заданное СГВ механизма является поиск реализующего это 
СГВ механизма G  и построение эквивалентного ему прямого механизма 
H . Возникает необходимость определить условия на механизм G , 
являющиеся достаточными для существования эквивалентного прямого 
механизма. 

Поскольку поиску достаточных условий существования 
эквивалентных прямых механизмов в данной работе уделено большое 
внимание, рассмотрим существующие результаты исследования этого 
вопроса подробнее. 
Теорема 1.4.1 [22]. Пусть ),( gSG =  - механизм, в котором для каждого 
профиля предпочтений существует равновесие в доминантных стратегиях 

)(* Rs . Тогда для механизма G  существует эквивалентный прямой 

механизм ),( hH ℜ= , где ))(( Rsgh ∗= . 
Для систем с одним активным элементом доказана следующая  
Теорема 1.4.2 [89]. В активной системе с одним элементом для любого 
механизма функционирования существует эквивалентный прямой 
механизм. 

Эта теорема, фактически, отражает тот факт, что в системе с 
одним элементом определения равновесия по Нэшу и равновесия в 
доминантных стратегиях совпадают. 

Далее мы переходим к изучению конкретных механизмов 
функционирования АС, для которых в теории активных систем доказана 
оптимальность принципа ОУ, в соответствии центр выбирает 
оптимальный план среди наилучших для всех АЭ планов. 

Рассмотрим задачу активной экспертизы [80,89] (механизм 
активной экспертизы (МАЭ)). Под задачей активной экспертизы 
понимается задача оценки некоторой величины группой экспертов. Для 
простоты рассмотрим оценивание скалярной величины группой 
экспертов. Пусть niri  ,1 , =  - истинное мнение i  - го эксперта, ] ,[ Ddri ∈  
и пусть эксперты упорядочены по возрастанию их мнений nrrr ≤≤≤ ...21 . 
Известна процедура принятия экспертного решения )(sx π= . В качестве 
функции полезности i  - го эксперта возьмем обобщенно однопиковые 
функции полезности (каждый эксперт стремится минимизировать 
отклонение итоговой оценки от его истинного мнения). В такой 
постановке задача активной экспертизы аналогична механизмам 
функционирования в системах с общим товаром (см. раздел 1.2). 
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 Пусть существует базовая процедура )(0 sπ , которую будем 
считать оптимальной при условии, что все элементы сообщают 
достоверную информацию. Требуется построить некоторую процедуру 

)(sπ , наиболее близкую к оптимальной в некоторой метрике: 

min)())((max 0

] ,[
→−∗

∈
rrs

nDdr
ππ , 

где ∗s  - равновесие Нэша. 
 На процедуру )(sπ  накладываются следующие требования: 
искомая процедура должна быть непрерывна, монотонна по сообщениям 
экспертов и aaaDda =∈∀ ) ..., ,( ], ,[ π . Равновесие в таком механизме 
имеет следующую структуру: 
Лемма 1.4.1 [80,89]. Для каждого вектора точек пика одно из положений 
равновесия имеет следующую структуру 
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] ,[ Ddsi ∈ , если ii rx = . 
Если все ir  различны, то только одна из оценок может находиться не на 
границе отрезка ] ,[ Dd . Обозначим: 
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 . сообщаяют–  АЭ )(
, сообщаяют–  АЭ 

)(
Dkn

dk
ks nk  ,0= . 

 Введем ))(( ksWk π= , dWDW n ==  ,0 . 
Теорема 1.4.3 [80,89]. Решение в равновесии имеет вид: 
        ) ,(min  max 1−

∗ = kkk
Wrx .     (1.4.1) 

Теорема 1.4.4 [80,89]. Для любой процедуры активной экспертизы 
существует эквивалентная процедура ОУ вида (1.4.1). 
 Следует отметить, что для механизма вида 1.4.1 
неманипулируемость была доказана в работах [80,89] для случая, когда 
точки пика АЭ упорядочены. В связи с этим, в разделе 2.3 мы приводим 
доказательство результата неманипулируемости этого механизма для 
общего случая. 

Рассмотрим механизм распределения ресурса (МРР) [80,89]. 
Пусть центр обладает R  единицами ресурса, потребителями которого 
являются элементы. Ценность ресурса для i - го элемента определяется 
функцией полезности ) ,( iii rxϕ , ] ,[ Ddri ∈ . Задачей центра является 
распределение ресурса с целью максимизации суммарной полезности: 
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 Функции полезности элементов являются однопиковыми, с 
точками пиков ir . Элементы сообщают оценки niDds iii  ,1 ], ,[ =∈  и 
получают ресурс в количестве )(sx ii π= . Будем считать, что )(siπ  - 
непрерывная и монотонная функция is . 
Пусть механизм удовлетворяет следующим условиям: 
А.1.4.1. Весь ресурс распределяется полностью. 
А.1.4.2. Каждый активный элемент, изменяя только свою заявку, имеет 
возможность получить любое количество ресурса, меньшее того, которое 
он уже получил. 
А.1.4.3. Если количество ресурса у центра увеличивается, то элементы 
получают не меньшее количество ресурса. 
 Распределение ресурса в равновесии определяет следующий 
результат. 
Лемма 1.4.2 [80,89]. Пустьπ i s( )  - монотонна по si , тогда равновесие 
имеет следующую структуру: 
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Алгоритм 1.4.1 [80,89]. Сначала предполагается, что все элементы 
заинтересованы в максимизации ix . В этом случае )(Dgxi

r
=∗ , где 

) ..., ,( DDD =
r

. Если ii rx ≤∗ , то i  - ый элемент не может увеличить 
количество получаемого ресурса. Если на j -ом шаге ( ... ,2 ,1=j ) не пусто 

следующее множество: } :{ iij rxIiQ >∈= ∗ , то все элементы jQi ∈  начнут 

уменьшать свои заявки и получат в силу гипотезы 2 требуемое количество 
ресурса. Это приведет к переходу от jQ  к новому множеству 

«приоритетных потребителей» 1+jQ , соответствующему )1( +j  шагу и т. 

д. Такая процедура сойдется к тому, что элементы будут либо получать 

ii rx =∗ , ( Qi ∈ ), либо сообщать Ds j =∗  ( Qj ∉ ) и получать jj rx < . 

Теорема 1.4.5 [80,89]. Для любого механизма распределения ресурса 
существует эквивалентный механизм ОУ. 
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Рассмотрим обобщения задачи существования эквивалентного 
прямого механизма. Обозначим через )(sgi  произвольную процедуру 
планирования, ii Ss ∈ , ∏

∈
=∈

Ii
iSSs . Планы, назначаемые элементам 

)(~) ..., ,( 1 SgXxxx n =∈= . Будем считать, что функции полезности 
элементов однопиковые. Вектор точек пиков обозначим через 

) ..., ,( 1 nrrr =  [110]. 
 Обозначим  

} по убывает не )( , :{ ii ssgSsIjG ∈∀∈= , 
} по  возрастает не )( , :{ ii ssgSsIjH ∈∀∈= . 

Введем следующие предположения (утверждения для квазиоднопиковых 
функций будут обозначаться "  " ′ , а результаты для них - приводиться в 
круглых скобках). 
А.1.4.4. (А.1.4.4’) +∞<<<∞⊂=∈∀ iiiii DdRDdSIi - ,] ,[ , 1 . 
А1.4.5. IiSs ∈∀∈∀  ,  )(sgi  - строго возрастающая функция по is . 
А.1.4.5’. IiSs ∈∀∈∀  , )(sgi  - неубывающая функция по is . 
А.1.4.6. (А.1.4.6’) IHGIi ii =∈∀ U , . 

А.1.4.7. (А.1.4.7’) nRrIi ∈∈∀  ,  и 1~ Rr ∈  если 
 ))(()) ,~(( rsgrrsg iiii

∗
−

∗ ≥ , то 

  ))(()) ,~((       rsgrrsgGj jiiji
∗

−
∗ ≥∈∀ , 

  ))(()) ,~((       psgppsgHj jiiji
∗

−
∗ ≤∈∀ . 

А.1.4.8. SPIi i ∈∈∀ ϕ , . 

А.1.4.9. Xp ~
∉∀ . 

А.1.4.10’. ∅=XP ~
I . 

А.1.4.11’. Для любого Ii ∈ , для любых 2121  , , , iiiiiii ssSssSs >∈∈ −−  

 если )() ,( 1 +
− < iiii rrssg , )() ,( 2 −

− < iiii ppssg , то АЭ сообщит 1
is ; 

если )() ,( 1 +
− > iiii rrssg , )() ,( 2 −

− > iiii rrssg , то АЭ сообщит 1
is ; 

 Структуру равновесия определяет следующая                                         
Лемма 1.4.3 [111]. Если выполнено А.1.4.4,1.4.5,1.4.8 (А1.4.4’, 
A.1.4.5',A.1.4.8',A.1.4.10'), то для любого nRr ∈  ( nRr ⊆ ), для любого 
i I∈  
 1(1′ ). Если )())(( −∗ < iii rrrsg , то ii Drs =∗ )( ; 

 2( 2′ ). Если )())(( +∗ > iii pppsg , то ii drs =∗ )( ; 
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 3( 3′ ). Если ) ,()( ii Ddrs ∈∗ , то ]) ,[())(( +−∗ ∈= iiii rrrrsg . 
 Следующие леммы определяет свойство соответствующего )(sg  
прямого механизма )~(rh , аналогичное бескомпромиссности в [5,40] и §2 
главы I. 
Лемма 1.4.5 [111]. Если выполнено А.1.4.4,1.4.5,1.4.8 (А1.4.4’, 
A.1.4.5',A.1.4.8',A.1.4.10'), то для любого nRr ∈  ( nRr ⊆ ), для любого 
i I∈  

1.  Если ii rrh <)( , то )(~ rhr ii ≥∀ , )() ,~( rhrrh iiii =− ; 
2.  Если ii pph >)( , то )(~ rhr ii ≤∀ , )() ,~( rhrrh iiii =− . 

Лемма 1.4.6 [111]. Если выполнено А.1.4.4,1.4.5,1.4.8 (А1.4.4’, 
A.1.4.5',A.1.4.8',A.1.4.10'),  то для любого nRp ∈  ( nRr ⊆ ), для любого 

Ii ∈  
1.  Если ii pph <)( , то )(~ rhr ii <∀ , )() ,~( rhrrh iiii ≤− ; 
2.  Если ii rrh >)( , то )(~ rhr ii >∀ , )() ,~( rhrrh iiii ≥− . 

 Следующая теорема дает достаточные условия существования 
эквивалентного прямого механизма. 
Теорема 1.4.6 [111]. Если выполнено А.1.4.4-1.4.10 (А.1.4.4’-A.1.4.11’), то 
для любого механизма существует эквивалентный прямой механизм. 
 Эта теорема обобщает теоремы 1.4.5 - 1.4.6, но не удобна для 
практических целей, поскольку проверка её условий требует вычисления 
равновесных сообщений и равновесного распределения планов при 
каждом профиле предпочтений активных элементов. 
 В настоящем параграфе мы рассмотрели один из способов 
построения механизма достоверно реализующего заданное СГВ. При 
этом, для механизмов частного вида (механизмы активной экспертизы и 
распределения ресурса) были получены конструктивные условия 
(накладываемые на непрямые механизмы) достаточные для 
существования эквивалентных прямых механизмов (Т.1.4.2, 1.4.3). Для 
механизмов планирования общего вида построить удобные и 
конструктивные, с точки зрения проверки, условия существования 
эквивалентного прямого механизма не удалось и на текущий момент 
подтверждение существования эквивалентного прямого механизма 
(согласно условиям А.1.4.4-A.1.4.9) требует вычисления равновесия Нэша 
для каждого возможного профиля предпочтения (Т.1.4.5). 
 В следующем параграфе мы рассмотрим результаты применения 
топологических методов для исследования задач коллективного выбора. 
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§5. Топологические методы в теории коллективного выбора 
 
 Исторически, наиболее ранние методы исследования проблем 
теории коллективного выбора формулировались в предположении 
дискретности (конечности) множества возможных альтернатив A , и 
предпочтения АЭ при этом представлялись бинарными отношениями. 
Такая формулировка накладывает определенные ограничения на методы 
исследования проблем коллективного выбора, связанные с дискретными 
методами, описанными в §§ 3-4 настоящей работы. В частности 
формализм бинарных отношений предпочтения неудобен при 
исследовании механизмов голосования, описанных в § 2 настоящей главы, 
а механизмы, используемые в дискретных теориях, являются достаточно 
громоздкими. 
 Однако, наиболее часто, в задачах теории коллективного выбора 
множество возможных альтернатив непрерывно, что дает возможность 
использовать "топологические методы" исследования задач теории 
коллективного выбора. Применение топологических методов позволяет 
исследовать не только стандартные проблемы теории коллективного 
выбора [13,15-19], но и неманипулируемость правил коллективного 
выбора [14,60], а так же исследовать механизмы коллективного выбора с 
бесконечным числом АЭ. 
 Как отмечалось в § 2 главы I результаты о невозможности Эрроу 
тесно связаны с проблемой неманипулируемости механизмов 
планирования, а так же с ограничениями множеств возможных 
предпочтений АЭ, необходимых для того, чтобы в активной системы 
существовала возможность построить неманипулируемый механизм 
планирования. 
 Применение топологических методов анализа проблем 
коллективного выбора показывает, что существование ФКА, 
удовлетворяющей НПАА и ПО эквивалентно существованию 
непрерывного симметричного отображения из произведения единичных 
сфер на единичную сферу и связано с теоремой Брауэра о неподвижной 
точке. Теорема о невозможности в топологической формулировке 
выглядит следующим образом. 
 Обозначим Π  - пространство непрерывно дифференцируемых 
функций полезности над евклидовым пространством возможных 
альтернатив. По аналогии с механизмами голосования § 2 главы 1, ФКА 

Π→Πℑ n:  назовем анонимной, если для любого профиля nP Π∈  и для 
любой перестановки π  множества I  выполняется 

)...,,,()...,,,( 2121 nn PPPPPP πππℑ=ℑ . Единогласной назовем ФКА 



 47

Π→Πℑ n: , такую, что для любого профиля предпочтений nP Π∈ , 
такого, что для любых АЭ Iji ∈,  ji PP =  выполняется kPP =ℑ )(  для 

любого Ik ∈ . 
Теорема 1.5.1 [5,63,17]. Не существует ФКА Π→Πℑ n: , 

удовлетворяющей условиям непрерывности (в смысле равномерной 
метрики), анонимности и единогласности. 
 Таким образом, при достаточно общих предположениях не 
удается построить отличного от диктаторского механизма коллективного 
выбора и/или функции коллективного агрегирования, и для того, чтобы 
существовал недиктаторский механизм коллективного выбора, 
необходимо изменить условия, налагаемые на механизм коллективного 
выбора. Как показывалось в § 3 при усложнении множества возможных 
сообщений АЭ удается найти механизмы, в которых активные элементы 
сообщают достоверную информацию, однако в таких механизмах 
потребуется изменение определения неманипулируемости в связи с тем, 
что сообщением АЭ уже не будет информация только о своих 
предпочтениях. 
 Другая возможность построения неманипулируемых механизмов 
коллективного выбора заключается в изменении множества допустимых 
предпочтений. В частности, в § 2 рассмотрены неманипулируемые 
механизмы голосования. 

В рамках настоящей работы нас будут интересовать результаты 
применения топологических методов для исследования 
неманипулируемости механизмов коллективного выбора [14]. 
 Пусть n  - количество активных элементов, множество 
возможных альтернатив += mRA , предпочтения АЭ заданы 

однопиковыми функциями полезности вида ∑
=

−−=
m

j
jjji rxax

1

2)()(ϕ , где 

0>ja , mj ,1= , Ii ∈ , Ar ∈  - точка пика функции полезности. 
Множество возможных сообщений каждого АЭ S ,  определяется либо 
как += mRS , либо mRS = . 
 Функцию RRf n →:  назовем локально постоянной либо 
диктаторской (ЛПД) [14], если она непрерывна, и для почти всех mRr ∈  
существует окрестность )(rU  такая, что для всех )(ˆ rUr ∈  либо 

const)ˆ( =rf , либо существует АЭ d , такой, что drrf =)ˆ( . 
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 Функцию mnm RRf →)(:  назовем сепарабельной если 

( ))...,,(...,),...,,()...,,...,,...,,( 1
1

1
111

11
1

n
mmm

nn
m

n
m rrfrrfrrrrf = . 

 Функция mnm RRf →)(:  называется покоординатно ЛПД если 

она сепарабельна и для каждого mk ,1= , функция mf  удовлетворяет 
ЛПД. 
 Основной результат работы [14] представляется следующей 
Теорема  1.5.2 [14]. Механизм ASg n →:  неманипулируем тогда и 
только тогда, когда он удовлетворяет ЛПД. 
 Таким образом теорема 1.5.2 утверждает, что любой 
неманипулируемый механизм состоит из множеств, в которых 
определенные АЭ являются диктаторами, то есть механизм g  назначает 
наилучший для них результат. При этом, из теоремы 1.5.1 следует, что 
любой неманипулируемый механизм вида ASg n →:  непрерывен. Таким 
образом, результаты работы [14] являются топологической 
интерпретацией результатов работ [14, 53], обсуждавшихся в § 2. 
 Топологический подход также позволяет рассмотреть вопрос об 
устойчивости неманипулируемых механизмов вида ASg n →: . Будем 

считать, что множество возможных альтернатив A  является кубом mI  в 
mR , множество возможных сообщений каждого АЭ так же является 
кубом mI  в mR . Таким образом, все неманипулируемые механизмы вида 

mmn IIg →:  принадлежат множеству ),(0 mmn IIC  непрерывных 

отображений из mnI  в mI . На множестве  ),(0 mmn IIC  введем расстояние 
между элементами f  и g  следующим образом 

)()(sup),( xgxfgfd
mnIx

−=
∈

. Справедлива следующая 

Теорема 1.5.3 [14]. Множество манипулируемых механизмов на 
ограниченном множестве возможных альтернатив является всюду 
плотным множеством в пространстве ),(0 mmn IIC . 
 Таким образом, малые изменения неманипулируемого механизма 
могут оказаться манипулируемыми. 
 Другой проблемой, которую удается решить применением 
топологических методов, является исследование механизмов с 
бесконечным количеством элементов [20]. 
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Теорема 1.5.4 [20]. Существует непрерывная ФКА для бесконечного 
числа АЭ, которая удовлетворяет свойству Парето, единогласности и не 
является диктаторской, и определяется как предел диктаторских ФКА. 
 При этом, ФКА, определенная в работе [20], может не быть 
анонимной, однако удовлетворяет условиям непрерывности, 
единогласности и условию Парето, кроме этого, ФКА, определяемая 
теоремой 1.5.4, удовлетворяет усиленной версии независимости от 
посторонних альтернатив [20].  Возможны и другие подходы к решению 
проблемы бесконечного числа АЭ, в частности поиск ФКА, 
удовлетворяющих НПАА и не являющихся диктаторскими [25,45]. 
 Таким образом, топологический подход позволяет значительно 
упростить решения части проблем теории коллективного выбора и 
построить эквивалентные топологические интерпретации других. 
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§6. Постановка задачи исследования манипулируемости механизмов 
планирования 
 
 В предыдущих параграфах приведены известные условия 
неманипулируемости для механизмов планирования и условия 
реализуемости СГВ. Также мы рассмотрели механизмы планирования 
частного вида, для которых было доказано существование эквивалентного 
прямого механизма. Для механизмов планирования общего вида были 
проанализированы достаточные условия существования эквивалентных 
прямых механизмов, однако эти условия недостаточно конструктивны, 
так как требуют поиска равновесия для каждого возможного профиля 
предпочтений. 
 Таким образом, возникает необходимость построения 
конструктивных достаточных условий неманипулируемости механизмов 
планирования. Далее определим классы активных систем и механизмов 
планирования (прямых и непрямых), исследуемых в настоящей работе. 

Обозначим I={1,…, n}—множество всех АЭ, 1Rxi ∈  — план i-го 
АЭ. Планы АЭ назначаются по сообщениям АЭ ii Ss ∈ , Ii ∈ : )(sgx ii = . 

Функция полезности i -го активного элемента - )(xiϕ  называется 
сепарабельной, если она зависит только от плана, назначаемого i -му 
элементу, то есть )()( iii xx ϕϕ = . Функция полезности )( ii xϕ  является 

обобщенно однопиковой, если существует точка 1Rr ∈  такая, что 
)()( iii xr ϕϕ >  при любых ii rx ≠  и )( ii xϕ  не убывает по x  до точки r  и не 

возрастает после неё. Точка r  называется точкой пика или идеальной 
точкой. Класс всех обобщенно однопиковых функций обозначается GSP  
и, очевидно, содержит класс однопиковых функций SP . 

Всюду ниже, если не оговорено особо, предполагается, что 
полезность АЭ не трансферабельна, а АЭ имеют обобщенно однопиковые, 
сепарабельные функции полезности. 

В дальнейшем, рассматривая прямые механизмы планирования, 
будем предполагать, что элементы сообщают не свои предпочтения (то 
есть функцию полезности), а только идеальные точки своих функций 
полезности. Такие механизмы являются устойчивыми к конкретному виду 
функций полезности при условии, что они остаются обобщенно 
однопиковыми.  

Набор функций полезности всех элементов ) ..., ,( 1 nϕϕ  обозначим 

через ϕ . Вектор точек пиков всех элементов n
n Rrr ∈) ..., ,( 1  обозначим 
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через r . Вектор точек пиков для профиля предпочтений nGSP∈ϕ  будем 
записывать как )(ϕpeakr = . 

В прямых механизмах элементы сообщают оценку положения 
своих точек пиков из 1R , таким образом, в прямых механизмах 
множество возможных сообщений каждого элемента есть 1R . Пусть 
элементы посылают в центр сообщения 1~ Rri ∈ . План i-го элемента 

определяется процедурой планирования )~(rhi , где n
n Rrrr ∈= )~ ,... ,~(~

1 . 

Обозначим вектор планов через n
n Rxxx ∈= ) ..., ,( 1 . Механизм 

планирования будет определяться множеством возможных сообщений 
nR  и процедурой планирования nn RRh → : . 

В непрямых механизмах планирования множества возможных 
сообщений каждого АЭ Ii ∈  представляют собой отрезки 
действительной оси. Без ограничения общности будем считать, что 

]1,0[=iS . Таким образом, процедура планирования в непрямом 

механизме представляет собой отображение nRSg →: . 
Как отмечалось ранее, будем рассматривать такие механизмы, в 

которых каждый АЭ сообщает только свою точку пика 1Rri ∈ , и, 

следовательно, множество возможных сообщений всех АЭ – все nR , при 
этом процедура планирования будет отображением nn R Rh →: . Под 
достоверной информацией будем понимать реальное положение точек 
пиков элементов. Прямой механизм планирования называется 
неманипулируемым, если для любых идеальных точек АЭ сообщение 
достоверной информации является равновесием в доминантных 
стратегиях, то есть nGSP∈∀ϕ , )(ϕpeakr =  и ∀i∈I, ∀ 1Rri ∈ , 1−

− ∈∀ n
i Rr  

выполнено 
)) ,(()),(( iiii-iiii rrhr rh −≥ ϕϕ . 

 Таким образом, первой задачей настоящего исследования можно 
считать поиск условий на прямые механизмы вида nn R Rh →: , 
являющиеся достаточными для его неманипулируемости. 

Пусть механизм RSg n→ :  не является прямым и для каждого 

профиля предпочтений nSP⊆ℜ∈ϕ  мы знаем одно из положений 
равновесия )(ϕs∗  которое зависит только от положения точек пиков 

элементов nRr ∈ . Такие равновесия будем записывать следующим 
образом: )(rs∗ .  
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Для непрямого механизма RSg n→ :  построим соответствующий 
ему прямой механизм следующим образом. Элементы сообщают 
информацию 1~ Rri ∈ , Ii ∈  о своих точках пика, центр по ним находит 

вектор равновесных заявок )(rs∗  для механизма RnSg →:  и назначает 

планы ))(( rgx s∗= . Получим новый механизм ))(()( rgrh s∗= . Если 
соответствующий прямой механизм )(rh  неманипулируем, то для 
непрямого механизма RSg n→ :  существует эквивалентный прямой 

механизм ))(()( rgrh s∗= . 
Таким образом, второй задачей настоящего исследования 

является поиск условий на исходный непрямой механизм ),( gSG = , 
являющихся достаточными для того, чтобы положение равновесия 
зависело только от точек пика АЭ, и соответствующий прямой механизм 
был неманипулируем. 

Так как условия существования эквивалентного прямого 
механизма накладываются на исходный непрямой механизм, то 
появляется  возможность исследовать влияние изменений исходного 
непрямого механизма на существование эквивалентного прямого 
механизма. Поскольку менять процедуру планирования обычно не 
представляется возможным, актуальной является третья задача - задача 
анализа влияния множества допустимых сообщений на существование 
эквивалентного прямого механизма. 

Как было показано в обзоре, приведенном в §§ 1-5 настоящей 
главы, существует множество подходов к исследованию 
неманипулируемости. В то же время, достаточно перспективным, с точки 
зрения получения условий неманипулируемости механизмов 
планирования, выглядит подход, предложенный в [7,94-96], который 
развивается в настоящей работе. 

Таким образом, изучение условий неманипулируемости 
механизмов планирования можно свести к следующим задачам: 

- получение условий неманипулируемости прямых 
механизмов; 

- получение условий существования эквивалентных прямых 
механизмов; 

- исследование влияния множества допустимых сообщений на 
существование эквивалентного прямого механизма. 
Решение этих задач приводится соответственно в главах II и III. 
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Глава II. Условия неманипулируемости прямых механизмов 
планирования, сформулированные в терминах множеств 
диктаторства 

 
 В предыдущей главе мы рассмотрели постановку задачи поиска 
неманипулируемого механизма планирования и основные проблемы, 
возникающие при исследовании неманипулируемости. При анализе 
манипулируемости механизмов планирования будем исследовать их 
множества диктаторства, определяемые ниже. 
 В первом параграфе приведены основные определения, 
необходимые для исследования множеств диктаторства прямых 
механизмов планирования и достаточные условия неманипулируемости 
прямых механизмов планирования в терминах множеств диктаторства. Во 
втором параграфе приведены необходимые и достаточные условия 
коалиционной неманипулируемости прямых механизмов планирования. В 
§ 3 исследуется неманипулируемость механизмов с векторными планами. 
В четвертом параграфе приводятся свойства механизмов активной 
экспертизы и распределения ресурса, описанных в главе I, с точки зрения 
метода исследования множеств диктаторства. 

 
§1. Множества диктаторства и неманипулируемость прямых 
механизмов 
 

Рассмотрим прямой механизм nn RRh →: . Пусть для некоторого 
сообщения nRr ∈~  выбирается вектор планов )~(rhx = . Так как 
полезность каждого АЭ определяется однопиковой функцией полезности, 
то каждый АЭ может находиться в одном и только одном из трех 
возможных состояний: (а) либо ii rrh ~)~( >  и тогда АЭ будет получать план, 
строго больший желаемого, (б) либо ii rrh ~)~( =  и АЭ будет назначаться 
оптимальный для него план, (в) либо ii rrh ~)~( <  и план будет 
недостаточным. Для каждого активного элемента Ii ∈  введем индекс 
состояния, принимающий значения из набора {a, c, m}=℘, где a 
соответствует состоянию (а), с—состоянию (б), а m—(в), и обозначим его 
через iρ  (символы индекса являются первыми буквами фр. слов 
manque—нехватка, contentement—удовлетворенность, abondance—
избыток). Вектор индексов состояния всех АЭ обозначим через ρ∈℘n.  

Введем соответствия M:℘n→2I, C:℘n→2I, A:℘n→2I, значениями 
которых для каждого вектора состояний ρ∈℘n будет подмножество АЭ из 
I, таких, что индексы состояний этих элементов равны, соответственно, m, 
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c и a: M(ρ)={j∈I: ρj=m}, C(ρ)={j∈I: ρj=c}, A(ρ)={j∈I: ρj=a}, ρ∈℘n. 
Очевидно, для каждого ρ  подмножества )( ),( ),( ρρρ MAC  в 
совокупности являются разбиением множества всех элементов I . 
Определение 2.1.1. Разбиением B пространства nR  назовем совокупность 
множеств Dρ⊆Rn, таких, что 

)( если ~)~( ),( если ~)~( ~{ ρρρ CirrhMirrhRrD iiii
n ∈=∈<∈=  

)}( если ,~)~( и ρAirrh ii ∈> , n℘∈ρ . 
Сокращенно неравенства ii rrh ~)~( < , при i∈M(ρ) будем записывать 

)()(
~)~( ρρ MM rrh > , а неравенства ii rrh ~)~( > , при i∈A(ρ) как )()(

~)~( ρρ AA rrh > . 

Как видно из определения, для каждого множества ρD  разбиения B 
задано множество элементов )(ρC , называемых диктаторами, которые 
получают оптимальные планы, остальные элементы при этом получают 
некоторые неоптимальные для себя планы. Разбиение B  назовем 
разбиением на множества диктаторства, а сами множества ρD  - 

множествами диктаторства. 
Далее будем предполагать, что в каждом из множеств Dρ 

разбиения B планы, назначаемые всем активным элементам зависят 
только от сообщений диктаторов )(ρC  в этом множестве и не зависит от 
сообщений остальных элементов, если вектор сообщений r~  находится в 
этом множестве. То есть, существует функция )~( )(ρ

ρ
Crx , определенная на 

для всех ρρρ Dr CC )()( Proj~ ∈ , такая, что для всех ρDr ∈~  выполняется 

)~()~( )(ρ
ρ

Crxrh = и выполнено предположение 

А.2.1.1. Для всех ρ∈℘n существует функция 
n

C RDx →ρρ
ρ

)(Proj : , такая, что ρDr ∈∀~  выполнено )~()~( )(ρ
ρ

Crxrh = . 

 Содержательно предположение А.2.1.1 означает, что планы, 
назначаемые для всех векторов сообщений из одного и того же множества 
диктаторства, не зависят от сообщений АЭ, не являющихся диктаторами. 
Предположение А.2.1.1 будем считать выполненным, если не оговорено 
особо, в ходе всего последующего изложения. 
Введенные определения иллюстрируются следующим примером. 

Пример 2.1.1. Для механизма 211 2)( sssg ⋅+= , g s s s2 1 2( ) = + , 

2 ,1 ],1 ,0[ =∈ isi , 2
21 ) ,( Rrr ∈  рассмотрим соответствующий прямой 

механизм. Он задается следующими соотношениями: 
) ,() ,( 2121

) ,( rrrrx cc = , при 



 55

∈) ,( 21 rr ) ,( ccD }1 ,212 :) ,{( 12121221 rrrrrrrr ≤≤−⋅≤≤−⋅= ; 

) ,()( 111
) ,( rrrx mc = , при ∈) ,( 21 rr =) ,( mcD { :) ,( 21 rr ]1 ,0[1 ∈r , 212 rr < }; 

)1 ,()( 111
) ,( −= rrrx ac , при ∈) ,( 21 rr =) ,( acD { ]3 ,2[1 ∈r , 2)1( 12 +> rr }; 

) ,21()( 222
) ,( rrrx cm ⋅−= , при ∈) ,( 21 rr =) ,( cmD { ]2 ,1[2 ∈r , 21 1 rr +> }; 

) ,2()( 221
) ,( rrrx ca ⋅= , при ∈) ,( 21 rr =) ,( caD { ]1 ,0[2 ∈r , 21 rr < }; 

)2 ,3() ,( =mmx , при ∈) ,( 21 rr =) ,( mmD { 2 ,3 21 >> rr }; 

)1 ,1() ,( =amx , при ∈) ,( 21 rr =) ,( amD }2 ],2 ,1({}1 ,2{ 12121 rrrrr ⋅<∈<> U ; 

)1 ,2() ,( =max , при ∈) ,( 21 rr =) ,( maD }12 ),2 ,1[{}1 ,1{ 12121 −⋅>∈>< rrrrr U ; 

)0 ,0() ,( =aax , при ∈) ,( 21 rr =) ,( aaD { 0 ,0 21 << rr }. 

Легко проверить, что 2

2
RD =

℘∈
U

ρ
ρ  и ∅=≠∀ 21 ,21

ρρ
ρρ DD I , то есть B 

есть разбиение 2R . Множества разбиения изображены на рис. 2.1.l 
 
Определение 2.1.2. Определим совокупность  множеств 
Dρ

0 ={r∈Rn: rM(ρ)> x rM C( ) ( )( )ρ
ρ

ρ ,  rC( )ρ = Proj C(ρ) Dρ,  rA(ρ)< x rA C( ) ( )( )ρ
ρ

ρ }, 
ρ∈℘n. 
 Из определения 2.1.2 очевидно, что для любого n℘∈ρ  

выполнено включение 0
ρρ DD ⊆ . Так же очевидно, что если для любого 

вектора сообщений 0~
ρDr ∈  выполняется )~()~( )(ρ

ρ
Crxrh = , то для 

любого вектора истинных точек пика 0
ρDr ∈  сообщение достоверной 

информации является наилучшим сообщением из 0
ρD  для всех АЭ. 

 Пример 2.1.2. Для примера 2.1.1 множества совокупности 
B 0 имеют вид: 
D r R r ra a( , ) { : , }   0 2

1 20 0= ∈ < < ; 

D r R r x xc a( , ) { : [ , ], }    0 2
1 2 10 1= ∈ ∈ < ; 

D r R r rm a( , ) { : , }   0 2
1 21 1= ∈ > < ; 

D r R r r rm c( , ) { : [ , ], }    0 2
2 1 21 2 1 2= ∈ ∈ > − ; 
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D r R r rm m( , ) { : , }   0 2
1 23 2= ∈ > > ; 

D r R r r rc m( , { : [ , } )   3],  0 2
1 2 22 1= ∈ ∈ > + ; 

D r R r ra m( , ) { : , }   0 2
1 22 1= ∈ < > ; 

D r R r r ra c( , ) { : [ , , }   1]  0 2
2 1 20 2= ∈ ∈ < ; 

D Dc c c c( , ) ( , )  
0 =  по определению. 

ножества D D D D Da a c a m a m c m m( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , , ,         0 0 0 0 0  изображены на рис. 

2.2.l 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Свойства множеств из 0B  иллюстрируются следующей леммой. 
Лемма 2.1.1. Рассмотрим произвольный r∈ 0

ρD , тогда: 

a) ∀i∈M(ρ) { ⇔∈− }),~( 0
ρDrr ii )(~{ )(ρ

ρ
Cii rxr > },          (2.1.1) 

 
 
 

D(a, c) 

) ,( cmD  

) ,( acD  

D(c, m) 
 

) ,( mmD  D(a, m) 
 

a) ,(cD  
 

D m a( , ) 
0

 

2 

1 

0 

1 2 3 r

r

) ,( ccD

 

Рис. 2.1. Множества B - разбиения для примера 2.1.1 
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б) ∀i∈R(ρ) ⇔∈− }),~{( 0

ρDrr ii )}(~{ )(ρ
ρ

Cii rxr < .⇒ 2)         (2.1.2) 

Под записью B=B0 будем подразумевать, что 0 , ρρρ DDn =℘∈∀ . 
Теорема 2.1.1. Пусть I  - множество активных элементов, 

функции  полезности которых обобщенно однопиковые. Пусть механизм 
nn RRh → :  удолетворяет А.2.1.1 и B=B0 , тогда он неманипулируем. ⇒  

Очевидно, условия теоремы 2.1.1 не выполнены в примере 2.1.1. 
Механизм примера 2.1.1 оказывается манипулируемым. Возьмем, 
например, такой профиль предпочтений, что функции полезности 

21)( ,)( 222111 −−=−= xxxx ϕϕ  имеют точки пика равные 
соответственно )21 ,0( . Сообщая достоверную информацию, элементы 
получают планы )21 ,1(  и полезности )0 ,1(  соответственно. Если же 
первый активный элемент сообщит недостоверную информацию: 21 , а 
второй сохранит своё сообщение 21 , то будут назначены планы 

)21 ,21(  и полезности элементов в этом случае будут )0 ,0( . 
                                                        
2)  Символ “ ⇒ ” после формального утверждения означает, что его 
доказательство приведено в приложении 

D c a( , ) 
0  

D(a, c) 

D(c, m) 
 

D m m( , ) 
0

 D(a, m) 
 

D c( , a)
0  

 

D m a( , ) 
0  

2 

1 

0 

1 2 3 r

r

Рис. 2.2. Множества совокупности B0  для примера 2.1.2 

D m c( ), 
0  
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Таким образом, в настоящем разделе сформулированы 
достаточные условия неманипулируемости прямых механизмов 
планирования, накладывающие ограничения на структуру множеств 
диктаторства (Т.2.1.1). Кроме этого, исследование манипулируемости 
механизмов планирования в АС с двумя АЭ (примеры 2.1.1, 2.1.2) дает 
наглядную геометрическую интерпретацию условий неманипулируемости 
в терминах множеств диктаторства. 
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§2. Коалиционная неманипулируемость прямых механизмов 
 
 В §1 настоящей главы были построены достаточные условия 
неманипулируемости прямых механизмов планирования. В настоящем 
параграфе мы введем понятие коалиционной неманипулируемости и 
получим необходимые и достаточные условия коалиционной 
неманипулируемости для механизмов, удовлетворяющих предположению 
А.2.1.1. 
 Введем несколько отношений между векторами в nR , которые 
будут необходимы нам в дальнейшем. Будем писать, что yx >< ρ , 

nRyx ∈,  если )()()()()()( ,, ρρρρρρ MMAACC yxyxyx ><= . Используя это 

обозначение, определение множеств 0, ρρ DD  можно записать следующим 

образом: 
)}~(~ ~{ rhρrRrD n ><∈=ρ , n℘∈ρ . 

)}~(~,Proj~~{ )()()(
0

ρ
ρ

ρρρρ ρ CCC
n rxrDrRrD ><∈∈= , n℘∈ρ  

 Кроме отношения >< ρ  определим отношение >< ρ . Будем 
записывать yx >< ρ , если )()()()()()( ,, ρρρρρρ MMAACC yxyxyx ≥≤= . 
 Для каждого подмножества активных элементов IJ ⊆  и для 
каждого вектора состояний n℘∈ρ  определим множества ),( JD ρ  и 
вектора состояний ),( Jc ρ  следующим образом: 

)}~(~),~(~,Proj~~{),( )()()()(
0

ρ
ρ

ρ
ρ

ρρρ ρρ CJJCJJCC
n rxrrxrDrRrJD −− ><=∈∈= , 

''),(\ и ),(:),( cJcJIiJcJc iJJ
n =→∈∀=℘∈ ρρρρ . 

 В дальнейшем будем исследовать прямые механизмы, 
удовлетворяющие следующему условию 

A.2.2.1. 0
),(

0 ),(, Jc
n DJDIJ ρρρ ⊆→∈∀℘∈∀ . 

 Условие А.2.2.1 содержательно означает, что при переходе из 
множества диктаторства nD ℘∈ρρ ,  с меньшим числом диктаторов в 

множество ),( JcD ρ  с большим количеством диктаторов, АЭ не 

являвшиеся диктаторами в ρD  получат планы, не лучшие прежних. 
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 Будем говорить, что прямой механизм nn RRh →:  коалиционно 

манипулируем, если nRr ∈∃ , IJ ⊆∃ , J
J Rr ∈∃~  такие, что →∈∀ Jj  

)),(()),~(( JJjjJJjj rrhrrh −− ≥→ ϕϕ  и )),(()),~(( JJiiJJii rrhrrhJi −− >→∈∃ ϕϕ . 

 Содержательно, это означает, что при некотором профиле 
предпочтений найдется коалиция элементов, каждый элемент которой не 
проигрывает от сообщения недостоверной информации и найдется 
элемент, который строго выигрывает. 

Следует отметить, что такое определение коалиционной 
неманипулируемости расходится с общепринятым [22,108] 

Определение 2.2.1. Коалиционно неманипулируемым назовем 
механизм nn RRh →:  такой, что nRr ∈∀ , IJ ⊆∀ , J

J Rr ∈∀~  →  
→∈∀ Ji{ ))},(()),~(( JJiiJJii rrhrrh −− ≤ ϕϕ  или :{ Jj ∈∃  

))},(()),~(( JJjjJJjj rrhrrh −− < ϕϕ . 

 Коалиционная неманипулируемость означает, что для любого 
профиля предпочтений и для любой коалиции ни какая коалиция АЭ не 
может получить выигрыш от создания коалиции либо полезность одиного 
из АЭ рассматриваемой коалиции строго убывает при образовании 
коалиции. 
 Верны следующие утверждения 

Лемма 2.2.1. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет 

предположениям А.2.1.1, А.2.2.1 и для него 0DD = , тогда этот механизм 
коалиционно неманипулируем. ⇒   

Лемма 2.2.2. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет А.2.1.1 

и коалиционно неманипулируем, тогда 0DD = .⇒  
Лемма 2.2.3. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет А.2.1.1 

и коалиционно неманипулируем, тогда выполнено А.2.2.1. ⇒  
 Следствием Л.2.2.1-Л.2.2.3 является следующая теорема. 

Теорема 2.2.1. Для того, чтобы прямой механизм nn RRh →:  
удовлетворяющий А.2.1.1, был коалиционно неманипулируем 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия А.2.2.1 и 

0DD = .⇒  
 Теорема 2.2.1 дает необходимые и достаточные условия для 
коалиционной неманипулируемости прямых механизмов в смысле 
определения 2.2.1. 
 В следующем параграфе мы рассмотрим обобщения результатов 
§ 1 настоящей главы на механизмы планирования с векторными планами, 
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что является обобщением результатов работ [7,14] о неманипулируемости 
механизмов голосования. 
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§3. Неманипулируемость прямых механизмов планирования с 
векторными планами 
 
 В §§ 1-2 настоящей главы мы получили достаточные условия 
неманипулируемости и необходимые и достаточные условия 
коалиционной неманипулируемости в терминах множеств диктаторства. 
Эти результаты включают результаты работ [7,14,53] для механизмов 
планирования со скалярными планами как частные случаи. В настоящем 
параграфе мы обобщим результаты этих работ на механизмы 
планирования с векторными планами. 

Рассмотрим активную систему с сообщением информации. 
Обозначим множество активных элементов через I . Пусть активным 
элементам назначаются векторные планы iJi Rx ∈ , где iJ  - множество 
компонент планов для i -го активного элемента. Обозначим через J  
множество всех компонент планов всех активных элементов U

Ii
iJJ

∈
= . 

 Будем считать, что функции полезности )( ii xϕ  активных 
элементов являются однопиковыми, т.е. такими, что для каждого 
активного элемента Ii ∈  существует единственная точка iJi Rr ∈  такая, 
что для любой точки iJi Rx ∈  такой, что ii rx ≠  выполняется 

)())1(()( iiiiiii rrxx ϕλλϕϕ <−+< , )1,0(∈λ . Также будем считать 
функции полезности активных элементов сепарабельными, т.е. такими, 
что для каждого активного элемента Ii ∈ , для любой компоненты его 
плана iJj ∈  и для любых компонент плана 1, Rxx i

j
i
j ∈′  и }{\~, iJi

j
i

j
iRxx ∈−−  

таких, что ),(),( i
j

i
j

ii
j

i
j

i xxxx −− ′≥ ϕϕ  выполняется )~,()~,( i
j

i
j

ii
j

i
j

i xxxx −− ′≥ ϕϕ . 

 В такой активной системе введем прямой механизм планирования 
JJ RRh →: . По аналогии с индексом состояния АЭ (§ 1 Главы II), 

определим индекс состояния jρ  для каждой компоненты плана каждого 

активного элемента Jj ∈  и каждого вектора точек пика JRr ∈  
следующим образом aj =ρ  если )(rhx jj > , mj =ρ  если )(rhx jj <  и 

cj =ρ  если )(rhx jj = . Обозначим через J℘∈ρ  вектор состояний всех 
компонент планов всех активных элементов. Индекс состояния i -го 
активного элемента Ii ∈  обозначим через 

iJ
i ρρ = . 
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 Механизм планирования ii JJ RRe →: , Ii ∈  назовем 

элементарным для i -го АЭ, если для всех компонент плана iJj ∈  и для 

всех состояний cj ≠ρ  существуют числа }{ j
j Rx j ∈ρ  такие, что для 

любого iJi Rr ∈  такого, что j
jj

i
j xr ρρ ><  выполняется j

jj xre ρ=)(  и для 

любого iJi Rr ∈  такого, что i
j

a
j rax ><  и j

jj
i
j xr ρρ >< . Элементарный 

механизм планирования для АЭ с двумерным планом из 2R приведен на 
рис. 2.3.1, в нем 021 == aa xx  и 121 == mm xx . Очевидно для любого 

элементарного механизма выполнено 0BB = .  

) ,( ccD ) ,( cmD

) ,( mmD

) ,( amD
) ,( acD) ,( aaD

) ,( caD

) ,( mcD ) ,( mcD

1r

2r

1

10

Рис. 2.3.1

 
Лемма 2.3.1. Пусть функция полезности активного элемента Ii ∈  
однопиковая и сепарабельная, тогда любой элементарный механизм 

ii JJ RRe →:  неманипулируем. ⇒  
 Далее будем считать выполненным следующее условие. 
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А.2.3.1. Для любого вектора состояний множество ρρ DC )(Proj  является 

односвязным и существует функция J
C RDx →ρρ

ρ
)(Proj:  такая, что для 

любого активного элемента Ii ∈  величина 
)( )(\)()(\)(\ iJiJiiJi CCCJCJ rxx ρρ

ρ
ρ

ρ
ρ = . Для любого ρDr ∈  выполняется 

)()( )(ρ
ρ

Crxrh =  и для любого J℘∈ρ , Ii ∈∀ , iJJ ∈∀
~  и ),(

~
JcDr ρ∈∀  

найдется ρDr ∈  такой, что )()~( )())~,((
)~,(

ρ
ρ

ρ
ρ

CJcC
Jc rxrx = . 

Теорема 2.3.1. Пусть функции полезности активных элементов 
однопиковые и сепарабельные, прямой механизм JJ RRh →:  ограничен 

и удовлетворяет условию А.2.3.1, тогда механизм )(rh , JRr ∈  является 
неманипулируемым. ⇒  

Данная теорема является обобщением результатов работ для 
механизмов коллективного выбора с векторными альтернативами 
[7,14,53] и позволяет исследовать неманипулируемость механизмов 
планирования с векторными планами в терминах множеств диктаторства. 
В следующем параграфе мы рассмотрим механизм активной экспертизы 
(МАЭ) и механизм распределения ресурса (МРР), и исследуем их 
свойства с точки зрения теории реализуемости и множеств диктаторства. 
Так же будут рассмотрено соотношение результатов работ [110,111] и 
результатов § 1 настоящей главы. 
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§4. Неманипулируемость и реализуемость механизмов активной 
экспертизы и распределения ресурса 
 

В настоящем параграфе мы рассмотрим МАЭ, МРР а также их 
обобщения рассматривавшиеся в параграфе 4 главы 1,  и установим связь 
между результатами работ [80,89,111,112] и утверждениями параграфа 
2.1. Также приведем результаты работы [113], демонстрирующие 
возможности применения условий реализуемости (параграф 3 главы 1) в 
общем виде для исследования реализуемости и неманипулируемости. 
 Докажем, что прямые механизмы распределения ресурса, 
определяемые алгоритмом 1.4.1, удовлетворяют условиям А.2.1.1 и 

0DD = . Также проверим выполнение свойств ММ, НСМ, ПО и ОПВ (см. 
раздел 1.3) для таких механизмов. 

Если выполнены условия А.1.4.1-А.1.4.3, то алгоритм, 
аналогичный алгоритму 1.4.1, примет следующий вид.  

На нулевом шаге полагаем Dsi =0  для всех ni  ,1=  и получаем 

распределение ресурса ) ..., ,(0 DDx ii π= . Множество Q  на нулевом шаге 

полагаем пустым ∅=0Q . 

 На шаге j  множество jQ  определяем следующим образом 

})( :{ 1
ii

jj rxIiQ ≥∈= − . 

Для АЭ из множества jQ  по А.1.4.2 определяем jj QQ
Ω∈σ  такие, что  

jjjj Q
j

QIQQ
rs =− ) ,( 1

\
σπ . 

В конце j - го шага получим  

) ,( 1
\
−= j
QIQ

j
jj ss σ  и )( jj sx π= . 

 Если на некотором шаге k  окажется, что 1−= kk QQ , то алгоритм 

останавливается и полагаем kss =∗ , kxx =* , QQk = .● 
Результаты этого алгоритма обладают следующими свойствами, 
приводимыми здесь без доказательства (см. [113]). 

Свойство 2.3.1. Если Qi ∉ , то )(rxr ii
∗≥′∀  выполняется 

) ,()( iiii rrxrx −
∗∗ ′= ; 

Свойства 2.3.2. Если Qi ∉ , то )(rxr ii
∗<′∀  выполняется 

) ,()( iiii rrxrx −
∗∗ ′> ; 
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Свойство 2.3.3. Если при некотором ] ,0[ Dr ∈ , 0>ir , то 

0)( >∗ rxi . 
Лемма 2.3.1. Для механизма распределения ресурса свойство ММ 

выполнено. ⇒  
Лемма 2.3.2. Для механизма распределения ресурса свойство 

НСМ выполнено. ⇒  
Лемма 2.3.3. Если 0=d  и RD

Ij
>∑

∈
,  то для механизма 

распределения ресурса свойство ОПВ не выполнено. В противном случае 
ОПВ выполнено. ⇒  

Лемма 2.3.4. Для механизма распределения ресурса свойство ПО 
выполнено. ⇒  
 Приведем без доказательств следующие утверждения. 

Теорема 2.3.1. Для механизма распределения ресурса, 
определяемого алгоритмом 1.4.1, не выполнены условия теорем 1.2.6.-
1.2.8 и выполнены условия теоремы 1.2.5. 

Теорема 2.3.2. Для механизма распределения ресурса, 
определяемого алгоритмом 1.4.1, выполнены условия теоремы 1.3.1, и 
такой механизм распределения ресурса достоверно реализуем. 

Теорема 2.3.3. Для механизма распределения ресурса, 
определяемого алгоритмом 1.4.1, выполнены предположение А.2.1.1 и 
условия теоремы 2.1.1, и такой механизм неманипулируем. ⇒  
 Следует отметить, что теоремы 2.3.2 и 2.3.3 представляют собой 
один и тот же результат о неманипулируемости механизма распределения 
ресурса, определяемого алгоритмом 1.4.1. Так же из теоремы 2.3.1 видно, 
что хотя необходимое условие реализуемости (теорема 1.2.5) выполнено, 
достаточные условия реализуемости СГВ, определяемого 
рассматриваемым механизмом распределения ресурса, не выполнены. 

Для механизмов активной экспертизы, соответствующие прямые 
механизмы в литературе [111,112] определяются при истинных мнениях 
экспертов ir , упорядоченных по возрастанию, то есть на множествах вида 

} ...  :] ,[{ 21 n
n rrrDdr <<<∈ . Удобно их описать в терминах перестановок 

множества I . Перестановкой множества I  называется 
взаимнооднозначное соответствие IIt → : .  

Пусть задано множество активных элементов I . Рассмотрим 
перестановки t  множества I  









=

ntttt
n

t
 ...   
 ...  3  2  1

321
, 



 67

которые задают некоторые упорядочения активных элементов. 
Формально будем писать Θ→It  : , где I  - исходное множество активных 
элементов, Θ  - упорядоченное множество активных элементов. При этом 
элементы множества I  будем обозначать латинскими буквами, а 
элементы множества Θ  будем обозначать греческими буквами. 
Множество всех перестановок Θ→It  :  обозначим через T . На случай 
совпадения истинных мнений некоторых экспертов введем разбиения E  
множества I  на множества lE , El  ,1= . Через ℑ  обозначим множество 

всех разбиений E  множества I , а через ET  множество всех 
перестановок Tt ∈ , переводящих разбиение E  множества I  в разбиение 
Ξ  множества Θ  такое, что для всех El  ,1= , } ..., ,{)( lllll EEt +==Ξ ξξ , 
то есть множества lΞ  представляют из себя последовательное 
перечисление элементов множества Θ . Для каждого разбиения lE  

определим последовательность n
lli 1}{ =  активных элементов из lE , такую, 

что )( min }, ..., ,1{ 1 α
α

−

Ξ∈
=∈∀ tiEl

l
l . Определим для каждого разбиения 

ℑ∈E  и ETt ∈  следующие множества: 
} ...  и  , }, ..., ,1{ :] ,[{

21 nl iiiijl
nE

t rrrrrEjElDdr <<<=∈∀∈∀∈=ℜ . 
Рассмотрим некоторое разбиение E  из ℑ  и произвольную 

перестановку ETt ∈ . Определим вектор )(αs , Θ∈α  следующим образом 







Θ∈−

=
=

. , ),(= , =

, ,1 ,=
)(

ααβ

αβ
α

β

β

nnDs

ds
s  

Обозначим ) ..., ,() ..., ,( )()1(1 nttn
t ssss ππ =  и для заданных E  и ETt ∈  

определим последовательности ntW 1}{ =αα  и nEtW 1
 , }{ =αα  следующим образом: 

))(( απα sW tt =  и tEt WW
l

β
β

α  min ,

Ξ∈
= . 

При заданных разбиении E  и перестановке ETt ∈ , для каждого E
tr ℜ∈ , 

соответствующий )(sπ  прямой механизм )(rh  определим следующим 
образом 

) ,( min max)(  ,
1)(1
Et

t
Wrrh −

Θ∈
−= ααα

.     (2.3.1) 

Очевидно, что для каждого nDdr ] ,[∈  всегда найдутся 
единственное разбиение ℑ∈E  и единственная, с точностью до 
перестановок внутри множеств lE  разбиения E , перестановка ETt ∈  
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такие, что E
tr ℜ∈ . Последовательность nEtW 0

 , }{ =αα  не меняется при 
перестановках элементов внутри множеств разбиения E , поэтому 
механизм )(rh  определен для каждого  nDdr ] ,[∈  однозначно. Нам будет 
удобно обозначить через )(rΩ  множество элементов из Θ , на которых 

достигается ) ,( min max  ,
1)(1
Et

t
Wr −

Θ∈
− ααα

 при данном nDdr ] ,[∈  

) ,( min Argmax)(  ,
1)(1
Et

t
Wrr −

Θ∈
−=Ω αα

α
. 

Очевидно, Ξ∈Ω )(r , поэтому обозначим через )(rω  такой номер l , что 
)(rl Ω=Ξ . 

Свойства введенного механизма описываются следующей леммой. 
Лемма 2.3.5. Для любого nDdr ] ,[∈ , верны следующие 

утверждения: 
1)  если )(rhri > , то )(~ rhri ≥∀ , )() ,~( rhrrh ii =−  и )(~ rhri <∀ , 

)() ,~( rhrrh ii <− ; 
2)  если )(rhri < , то )(~ rhri ≤∀ , )() ,~( rhrrh ii =−  и )(~ rhri >∀ , 

)() ,~( rhrrh ii >− .⇒  
Рассмотрим теперь свойства СГВ, определяемой 

соответствующим прямым механизмом для механизма активной 
экспертизы. 

Лемма 2.3.6. Для механизма активной экспертизы свойство ММ 
выполнено. ⇒  

Лемма 2.3.7. Для механизма активной экспертизы свойство НСМ 
выполнено. ⇒  

Лемма 2.3.8. Для механизма активной экспертизы свойство ОПВ 
выполнено. ⇒  

Лемма 2.3.9. Для механизма активной экспертизы свойство ПО 
выполнено. ⇒  
 Приведем без доказательств следующие утверждения. 

Теорема 2.3.4. Для механизма активной экспертизы, 
определяемого (2.3.1), не выполнены условия теорем 1.2.6.-1.2.8 и 
выполнены условия теоремы 1.2.5. 

Теорема 2.3.5. Для механизма активной экспертизы, 
определяемого (2.3.1), выполнены условия теоремы 1.3.1, и такой 
механизм распределения ресурса достоверно реализуем. 

Теорема 2.3.6. Для механизма активной экспертизы, 
определяемого (2.1.1), выполнены предположение А.2.1.1 и условия 
теоремы 2.1.1, и такой механизм неманипулируем. ⇒  
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 Сводка результатов лемм 2.3.1-2.3.9 приведена в таблице 2.1. 
Использованы следующие обозначения: символ «+» означает, что для 
данного механизма свойство выполнено; символ «-» означает, что для 
данного механизма свойство не выполнено. 

Свойство Соответствующий 
прямой механизм для 

МРР 

Соответствующий 
прямой механизм для 

МАЭ 
ММ + + 
НСМ + + 
ОПВ - - 
ПО + + 

 
Таблица 2.1. Свойства соответствующих прямых 
механизмов распределения ресурса и механизмов 

активной экспертизы 
 
Следующая теорема устанавливает связь между результатами работ 

[89,90] и результатами параграфа 1 настоящей главы. 
Теорема 2.3.7. Пусть прямой механизм ),( hH ℜ=  удовлетворяет 

условиям условию А.2.1.1 и для него 0DD = , тогда для этого механизма 
выполнены А.1.2.1, А.1.2.2. ⇒  
  Таким образом, условия параграфа 1 главы 2 на структуру 
множеств диктаторства являются более сильными, чем условия А.1.2.1, 
А.1.2.2. 
 Связь между результатами по неманипулируемости механизмов 
планирования можно отразить следующим образом: 
 

 
 
 

  
 
 
 
Таким образом, наиболее слабым условием неманипулируемости 

является НСМ, а наиболее сильным – условия параграфа 1 главы 2. 
Настоящий параграф устанавливает связь между условиями 
неманипулируемости механизмов планирования работ [54,89,111,112], 
обсуждавшихся в § 2-5 главы I, и результатами § 1 главы 2. Кроме этого, 
показана трудоемкость проверки свойств ММ, НСМ и ОПВ (леммы 2.3.1-

A.2.1.1., D=D0 

А.1.2.1, А.1.2.2 
[112] 

 
Неманипу-
лируемость 

Теорема 2.3.7 

Теорема 2.1.1 
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2.3.9) для механизмов планирования. При этом оказывается, что только 
НСМ гарантирует неманипулируемость (Т.2.3.2, Т.2.3.5) рассмотренных 
механизмов планирования. Условия остальных теорем о реализуемости 
оказываются невыполенными (Т.2.3.1, Т.2.3.3), что указывает на 
неэффективность использования аппарата теории реализуемости для 
исследования механизмов планирования. 
 Таким образом, в настоящей главе были получены достаточные 
условия неманипулируемости прямых механизмов планирования а также 
необходимые и достаточные условия коалиционной неманипулируемости 
прямых механизмов планирования в терминах множеств диктаторства. 
Показана эффективность и наглядность применения метода анализа 
множеств диктаторства для исследования неманипулируемости прямых 
механизмов. 
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Глава III. Существование эквивалентных прямых механизмов 
 
 При построении механизмов функционирования АС центр может 
иметь некоторый исходный механизм планирования, в котором 
сообщение достоверной информации не является равновесием. В таком 
случае центр может попытаться определить для каждого возможного 
профиля предпочтений одно из равновесий Нэша и на его основе 
построить соответствующий исходному прямой механизм. В настоящей 
главе приводятся условия, гарантирующие существование эквивалентных 
прямых механизмов для непрямых механизмов планирования и 
конструктивно определяется вид эквивалентного прямого механизма. 
 В § 1 настоящей главы определяется формализм метода множеств 
диктаторства по отношению к непрямым механизмам. В § 2 приводятся 
условия существования равновесия Нэша. В § 3 приводятся общие 
условия существования эквивалентных прямых механизмов, на основании 
которых в § 4 строятся конструктивные условия существования 
эквивалентных прямых механизмов для линейных и дифференцируемых 
механизмов планирования. 
 
§1. Прямые и непрямые механизмы планирования 
 

Пусть механизм RSg n→ :  не является прямым и для каждого 

профиля предпочтений nSP⊆ℜ∈ϕ  мы знаем одно из положений 
равновесия )(ϕs∗  которое зависит только от положения точек пиков 

элементов nRr ∈ . Такие равновесия будем записывать следующим 
образом: )(rs∗ .  

Для непрямого механизма RSg n→ :  построим соответствующий 

ему прямой механизм. Элементы сообщают информацию 1~ Rri ∈ , Ii ∈  о 
своих точках пика, центр по ним находит вектор равновесных заявок 

)(rs∗  для механизма RnSg →:  и назначает планы ))(( rgx s∗= . 

Получим новый механизм ))(()( rgrh s∗= . Если соответствующий прямой 
механизм )(rh  удовлетворяет условиям теоремы 2.1.1, то он 
неманипулируем и, следовательно, для непрямого механизма RSg n→ :  
существует эквивалентный прямой механизм (см. § 1 главы I) 

))(()( rgrh s∗= . 
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В настоящей главе будем рассматривать непрямые механизмы 
следующего вида. Пусть планы элементам назначаются по заявкам 

]1,0[=∈ ii Ss  в соответствии с процедурой планирования 

]1,0[)...,,( , ),( 1
n

n
n SsssRxsgx =∈=∈= . Будем предполагать, что 

процедура планирования непрерывна в S  и частично монотонна, то есть 
)(sgi  не убывает по is  при любых Ss ∈ .  

В настоящей главе мы получим условия на механизм nRSg → : , 
которые достаточны для того, чтобы соответствующий прямой механизм 

)(rh  удовлетворял теореме 2.1.1, которая гарантирует его 
неманипулируемость. 

Для того, чтобы получить такие условия существования 
эквивалентного прямого механизма, для каждого возможного профиля 
предпочтений необходимо найти хотя бы одно равновесное сообщение. 
Поэтому в следующем параграфе мы докажем теорему о существовании 
равновесия Нэша для непрямых механизмов планирования. 
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§2. Существование равновесия Нэша 
 
Рассмотрим непрямой механизм nn Rg →]1,0[: . Пусть для 

некоторого Rnr ∈  существует положение равновесия )(rs∗ . При этом 
данному r  можно сопоставить вектор состояний ρ  такой, что 

)()( ))(( ρρ CC rrsg =∗ , )()( ))(( ρρ MM rrsg <∗ , )()( ))(( ρρ AA rrsg >∗ . В силу того, 

что )(rs∗  - равновесие Нэша,  элементы )(ρMi ∈  будут сообщать заявки 

),(maxArg
]1,0[

∗
−

∈′

∗ ′∈ iii
s

i ssgs
i

, элементы )(ρAi ∈ , ),(minArg
]1,0[

∗
−

∈′

∗ ′∈ iii
s

i ssgs
i

 и 

]1,0[∈∗si , )(ACi ∈ . 
В силу частичной монотонности ),(}1{ max

]1,0[
iii

s
i ssgArgs

i
−

∈′
′∈=  и 

),(}0{ min
]1,0[

iii
s

i ssgArgs
i

−
∈′

′∈= . Далее будет доказано, что в равновесии 

)( ,1 AMisi ∈=∗ ; )( ,0 AAisi ∈=∗  и )( ],1,0[ ACisi ∈∈∗ . 
Найдем положения равновесия для механизма примера 2.1.1. 
Пример 3.2.1. Для механизма 211 2)( sssg ⋅+= , g s s s2 1 2( ) = + , 

2 ,1 ],1 ,0[ =∈ isi , 2
21 ) ,( Rrr ∈  найдем одно из возможных равновесий для 

всех профилей nSP∈ϕ . Очевидно для всех функций полезности с точкой 

пика ) ,( mmDr ∈  вектор сообщений )1 ,1(=∗s  будет равновесием Нэша. 

Действительно, пусть ) ,( mmDr ∈ , например )3 ,4(=r . )2 ,3()( =∗sg  и, 

изменяя свое сообщение, первый АЭ не может получить план больший 
трех, поскольку при g s s( , )1 2 3 ∗ <  для всех ]1 ,0[∈is . Поскольку 
функция полезности 1ϕ  строго возрастает до точки пика 41 =r , то 

)) ,(())(( 211111
∗∗ > ssgsg ϕϕ . Аналогично ]1 ,0[2 ∈∀s , 

)) ,(())(( 212222 ssgsg ∗∗ > ϕϕ . Тогда )1 ,1(=∗s  является равновесием Нэша 
для всех профилей предпочтений, задаваемых однопиковыми функциями 
полезности таких, что их точки пика 3 ,4 21 == rr . 

 Аналогично, для любого профиля предпочтений nSP∈ϕ , такого, 
что вектор точек пиков профиля ) ,( mcDr ∈ , равновесие Нэша 

определяется выражением )1 ,2()( 1 −=∗ rrs . Например, для профиля с 

точками пиков 5,21 =r  и 22 =r . Положение равновесия 1) ;5,0()( =∗ rs . 
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Действительно, при 5,01 =∗s , 12 =∗s , 5,2)(1 =∗sg , 5,1)(2 =∗sg . Как видим 
при таком векторе сообщений первый активный элемент получает 
максимально возможную полезность и меняя своё сообщение ]1 ,0[1 ∈∀s , 

)) ,(())(( 2121
∗∗ > ssgsg ϕϕ . Аналогично невыгодно менять своё сообщение 

второму элементу, так как )1 ,0[2 ∈∀s  ) ,()( 2122 ssgsg ∗∗ > . Значит 

1) ;5,0()( =∗ rs  является равновесием Нэша при )2 ;5,2(=r . 
 Приведем выражения для векторов равновесных сообщений, если  

) ,( mmDr ∈ , )1 ,1()( =∗ rs ; 

) ,( cmDr ∈ , )1 ,1()( 2 −=∗ rrs ; 

) ,( amDr ∈ , )0 ,1()( =∗ rs ; 

) ,( acDr ∈ , )1 ,()( 1rrs =∗ ; 

) ,( aaDr ∈ , )0 ,0()( =∗ rs ; 

) ,( caDr ∈ , ) ,0()( 2rrs =∗ ; 

) ,( maDr ∈ , )1 ,0()( =∗ rs ; 

) ,( mcDr ∈ , )1 ,2()( 1 −=∗ rrs .● 

В записи Js−  индекс " J− ", где J - подмножество I , обозначает 
по аналогии с индексом " i− " все компоненты вектора s , которые не 
принадлежат J .  

Для каждого вектора  состояний n℘∈ρ  определим вектор ρ
ρ )(Cs−  

размерности )(\ ρCI , с компонентами )(\ , ρρ CIisi ∈ : 





∈
∈

=
).( ,1
);( ,0

ρ
ρρ

Mi
Ai

si  

Так же, для каждого вектора состояний определим множества  
. },]1 ,0[ , , :{ )(

)()()()()(
nC

CAAMM
n sssssRsS ℘∈∈<>∈= ρρ

ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρ  

Для случая двух элементов, разбиение }{ ρS  изображено на рис. 3.1. 

Далее нам потребуется некоторые очевидные из геометрических 
соображений свойства множеств n , ℘∈ρρS , доказательства которых 

приводятся в приложении. 
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Утверждение 3.2.1. Совокупность множеств n}{
℘∈ρρS  есть разбиение 

nR .⇒  
Следующим утверждением устанавливается свойство малых 

окрестностей точек в nR  по отношению к разбиению nS
℘∈ρρ }{ :  для 

каждой точки nRs ∈  существует набор 

) ,( ccS ) ,( cmS

) ,( mmS

) ,( amS
) ,( acS) ,( aaS

) ,( caS

) ,( mcS ) ,( mcS

1s

2s

1

10

Рис. 3.1

  
множеств разбиения nS

℘∈ρρ }{ , определяемый множеством их векторов 

состояний )(0 s℘  такой, что все достаточно малые окрестности точки s  
пересекаются только с множествами )( , 0 sS ℘∈ρρ . 

Утверждение 3.2.2. Для любого nRs ∈  существует множество 
векторов состояний ∅ ⊂ ℘ ⊆ ℘0  и число ε0 0>  такие, что 

∅≠℘∈∀∈∀ ρερεε SsU I)( , ), ,0( 00  и ∅≠℘∉∀ ρερ SsU I)( ,0 . ⇒  
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Пример 3.2.2. Поясним это утверждение на следующем примере 
(см. рис. 3.2). Рассмотрим точку 2Rs ∈ , )9,0 ,0(=s  и окрестность радиуса 

5,1 . Эта окрестность будет пересекаться со всеми множествами разбиения 
nS

℘∈ρρ}{ . Окрестность радиуса 1  будет пересекаться только со 

множествами ) ,() ,() ,() ,() ,() ,(  , , , , , mcmacccaacaa SSSSSS . Окрестность радиуса 

0,5 будет пересекать только множества ) ,() ,() ,() ,(  , , , mcmaccca SSSS . А все 

окрестности радиуса меньше 0,1 пересекаются только с двумя 
множествами ) ,() ,(  , ccca SS . Поэтому множество 0℘  для точки )9,0 ,0(=s  

будет состоять из элементов )} ,( ), ,{(0 ccca=℘ .● 
 Далее докажем, что любой отрезок с началом не в ) ..., ,( ccS  

пересекается с внутренностью некоторого множества ρS , где 

} ..., ,{ cc≠ρ .

) ,( ccS ) ,( cmS

) ,( mmS

) ,( amS
) ,( acS) ,( aaS

) ,( caS

) ,( mcS ) ,( mcS

1s

2s

1

10

Рис. 3.2

0,9) ,0(=s
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Утверждение 3.2.3. Пусть .21 nRss ∈≠  1
1

ρ
Ss ∈  и 2

2
ρ

Ss ∈  и 

} ..., ,{1 cc≠ρ , тогда 0>∃α  и ραρ ′∈+−=∈∀℘∈′∃ Stststst 21 )1()( ) ,0( :  

и } ..., ,{ cc≠′ρ .⇒  

Определим множества } , :{ )()(
)(

)(
ρ

ρρ
ρ

ρρ CC
C

C
n ssRsRsQ −− =∈∈=  и 

произвольные nRss ∈21  ,  такие, что они принадлежат разным 
множествам разбиения }{ ρS , то есть можно указать такие вектора 21  , ρρ , 

21 ρρ ≠ что 1
1

ρ
Ss ∈  и 2

2
ρ

Ss ∈ . 

Рассмотрим отрезок ] ,[ 21 ss ]}1 ,0[ ),1()({ 21 ∈−+== ttststs . При 

} ..., ,{ cc=ρ , nRQss =⊂ ρ] ,[ 21 . Найдем множество ℘~  всех векторов из 
n℘  таких, что ρQss ⊂] ,[ 21 , ℘∈ ~ρ . Обозначим 

)(\Argmax) ,(
~

21 ρ
ρ

CIss
℘∈

=℘′ .  

Поясним введенные определения на следующем примере. 
Пример 3.2.3. Рассмотрим разбиение nS

℘∈ρρ}{  и отрезок ] ,[ 21 ss , 

где )1 ,3,0(1 −=s , )1 ,5,0(1 =s . Множества ρQ  будут следующими (см. рис. 

3.3) 
 2

) ,( RQ cc = ; 

 )1 ,1() ,( =mmQ ; 
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S c c( , ) S m c( , ) 

S m m( , ) 

S m a( , ) S c a( , ) S a a( , ) 

S a c( , ) 

S c m( , ) S c m( , ) 

s1

s2

1

10

Рис. 3.3
 

 1) ,0() ,( =maQ ; 

 0) ,1() ,( =amQ ; 

 0) ,0() ,( =aaQ ; 

 }0 ),+ ,( :{ 21
2

) ,( =∞−∞∈∈= ssRrQ ac ; 

 }1 ),+ ,( :{ 21
2

) ,( =∞−∞∈∈= ssRrQ ca ; 

 })+ ,( ,0 :{ 22
2

) ,( ∞−∞∈=∈= ssRrQ mc ; 

 })+ ,( ,1 :{ 21
2

) ,( ∞−∞==∈= ssRrQ cm . 

Тогда [ , ]s s1 2  будет принадлежать ) ,( ccQ  и ) ,( mcQ . 

)} ,( ), ,{() ,(~ 21 mcccss =℘ . При этом 

)} ,{()(\maxArg) ,( 21 mcCIss ==℘′ ρ .● 

Утверждение 3.2.4. 221  , Rss ∈∀  множество ) ,( 21 ss℘′  состоит из 
одного элемента. 
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Единственный элемент ℘′∈ρ обозначим ρ~ . ⇒  

Поскольку для каждого s R n∈  существует единственный n℘∈ρ  
такой, что ρSs ∈ , то однозначным будет следующее доопределение 

отображения nRSg →:  на все nR . Рассмотрим произвольный s R n∈ , 

существует единственный n℘∈ρ  такой, что ρSs ∈ . В точке s  определим 

функцию )(sG  таким образом, что ),()( )()()()( ρ
ρ

ρρρ CCCC ssgsG −=  и 

)(),()( )()()()()()(
ρ

ρρρ
ρ

ρρρ CCCCCC ssssgsG −−−−− −+= . Очевидно, если 
nSs ]1 ,0[=∈  то )()( sgsG = . 

Пример 3.2.4. Рассмотрим доопределение функции nRSg → :  для 
механизма примера 2.1.1. 

Если ) ,( ccSs ∈ , то )()( sGsg = . 

Если ) ,( mc=ρ , то }1{)( =ρC  и }2{)(\ =ρCI , и 1) ,(
2

) ,(
)( ==−

mcmc
C ss ρ . 

При этом G s( )  для всех ) ,( mcSs ∈  определится следующим образом:  









+
+

=







−++
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=
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=

21

1

21

1

212

11

2

1 2
11

2
1

0
)1 ,(
)1 ,(

)(
)(

)(
ss

s
ss

s
ssg

sg
sG
sG

sG . 

Если ) ,( mc=ρ , то ∅=)(ρC  и 







=

1
1) ,( mms , а )(sG  для всех 

s S m m∈ ( , )  определится следующим образом: 
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−
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=

1
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1
1

)1 ,1(
)1 ,1(

)(
)(

)(
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1

2

1

2

1

2

1

s
s

s
s

g
g

sG
sG

sG . 

При ) ,( cmSs ∈ , аналогично получаем: 
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=

1
2

0
1

) ,1(
) ,1(

)(
)(

)(
2

211

22

21

2

1

s
sss

sg
sg

sG
sG

sG . 

При ) ,( amSs ∈ , 
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=

1)(
)(

)(
2

1

2

1

s
s

sG
sG

sG . 

При s S c a∈ ( , ) , 
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21

1

2

1

)(
)(

)(
ss

s
sG
sG

sG . 

При ) ,( aaSs ∈ , 
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1

2

1

)(
)(
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sG . 
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При ) ,( caSs ∈ , 






 +
=








=

2

21

2

1 2
)(
)(

)(
s

ss
sG
sG

sG . 

При ) ,( maSs ∈ , 






 +
=








=

2

1

2

1 2
)(
)(

)(
s
s

sG
sG

sG .l 

  Приведем некоторые свойства функции G , доказательства 
которых можно найти в приложении. 

Лемма 3.2.1. )(sGi  не убывает по si  для любых nRs ∈ . ⇒  

Лемма 3.2.2. )(sG непрерывна в nR .⇒  
Лемма 3.2.3. Если g(s) непрерывна и частично монотонна, то для 

любого nRr ∈  существует nRs ∈  такой, что rsG =)( .⇒  
Лемма 3.2.3 позволяет доказать справедливость следующего 

утверждения о существовании и структуре равновесия. 
Теорема 3.2.1. Пусть процедура планирования nRSg →:  

непрерывна в S и частично монотонна в S. Тогда для любого nGSP∈ϕ  с 

вектором точек пиков nRr ∈  существуют равновесие Нэша )(rs∗  и 

вектор состояний n℘∈ρ  такие, что ),()( )()( ρ
ρ

ρ CC ssrs −
∗ = , где 

)(
)( ]1 ,0[ ρ

ρ
C

Cs ∈ . При этом )()( ))(( ρρ CC rrsg =∗ , g s r rM M( ) ( )( ( ))ρ ρ
∗ <  и 

)()( ))(( ρρ AA rrsg >∗ .⇒  

Как видно из теоремы 3.1.1, положение равновесия для каждого 
профиля зависит только от вектора точек пиков и не зависит от 
конкретного вида функций полезности. 

Таким образом, мы ввели разбиение пространства Rn  на 
множества ρS  и,  используя это разбиение, доопределили процедуру 

планирования nssg ]1 ,0[ ),( ∈  на все nR . 
Это доопределение позволило нам доказать теорему 3.2.1 о 

существовании и структуре равновесия Нэша в механизме ) ,( gS . В 
дальнейшем свойства, устанавливаемые утверждениями 3.2.1-3.2.3 и 
теоремой 3.2.1 понадобятся при построении достаточных условий 
существования эквивалентного прямого механизма. 
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§3. Существование эквивалентного прямого механизма 
 

Перейдем к построению достаточных условий существования 
эквивалентных прямых механизмов. 

Если задано отображение BAf → : , то под записью 1−f  будем 

понимать соответствие ABf 2 :1 →− , такое, что Ba ∈∀  выполняется 

aaff =− ))(( 1 . 

Наложим на отображение nRSg →:  и связанное с ним 

отображение nn RRG →: , определенное выше дополнительные условия. 
А.3.3.1. Для любых nRr ∈  и для любых n℘∈ρ  таких, что 

)]1 ,0[ ,( )(
)()()(

ρρ
ρρρ

C
CCC sgr −∈ , соответствие ))( ,( )(

1-
)( ρρ

ρ
ρ CC rgsg −  

однозначно.  
Здесь )(1 ⋅−

ρg  обозначает обратное соответствие 

)()(
)()(

1 ]1 ,0[)]1 ,0[ ,( : ρρρ
ρρρ

CC
CC sgg →−

−  для ∅≠℘∈ )( : ρρ Cn . Для 
n℘∈ρ  таких, что ∅=)(ρC  и IC =)(ρ  будем считать соответствие 

))( ,( )(
1-

)( ρρ
ρ

ρ CC rgsg −  однозначным по определению. 

Условие А.3.3.1 гарантирует наличие функции )( )(ρ
ρ

Crx  

определенной в § 1 главы II для соответствующего прямого механизма 
))( ,()( )(

-1
)()( ρρ

ρ
ρρ

ρ
CCC rgsgrx −= . 

Пример 3.3.1. Для механизма примера 2.1.1 проверим 
выполнение предположения А.3.1.1. Рассмотрим ) ,( mc=ρ . 









+
+

==− 1
2

)1 ,() ,(
1

1
1)()()( s

s
sgssg CCC ρ

ρ
ρρ . Обратное соответствие 

)()( 1
1

) ,()(
1 rgrg mcC

−− =ρρ  для всех ]3 ,2[])1 ,0[ ,1(11 =∈ gr  задается 

выражением 2)( 11
1

) ,( −=− rrg mc . Очевидно, что оно однозначно. Если 

) ,( mm=ρ , то ∅=)(ρC  и А.3.3.1 выполнено по определению. ● 

Определим вектор состояния niM ℘∈  для любого Ii ∈  таким 

образом, что }{\)( iIMC i =  и }{)( iMM i = . Аналогично определим 
niA ℘∈  так, что }{)( },{\)( iAAiIAC ii == . 
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А.3.2.2. Для любых 1 , −
− ∈∈ n

i RrIi  соответствие 

))( ,( 1
iM

iM rGsG i −
−  однозначно и 1 , −

− ∈∀∈∀ n
i RrIi   соответствие 

))( ,( 1
iA

iA rGsG i −
−  однозначно, где 111  : −−− → nn

iA
RRG  и 111  : −−− → nn

iA
RRG  

обозначают обратные соответствия для ),( i
iM

ii ssG −−  и ),( i
iA

ii ssG −− . 

То, что соответствия nn
A RRG i →−− 11  :  и nn

A RRG i →−− 11  :  

определены на всем 1−nR  доказывается аналогично лемме 3.2.3. 
Условие А.3.3.2 и определяемое ниже условие А.3.3.3 позволяют 

гарантировать совпадение совокупностей D  и 0D . 
Пример 3.3.2. Для механизма примера 2.1.1 проверим выполнение 

предположения А.3.3.2. ) ,(1 cmM = , ) ,(2 mcM = , ) ,(1 caA = , 

) ,(2 acA = .  
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Обратные соответствия 111
1  : RRG

M
→−  и 111

1  : RRG
A

→−  будут 

определяться следующими выражениями 1)( 22
1
1 −=− rrG

M
 и 22

1
1 )( rrG

A
=−  

для всех 1
2 Rr ∈ . Графики соответствий ))( ,( 2

1
1

1
1 rGsG

M
M −  и  
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))(,( 2
1
1

1
1 rGsG

A
A −  изображены на рис. 3.4 с обозначениями 1M  и 1A  

соответственно, а сами соответствия определяются выражениями: 
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Рис. 3.4. Соответствия G s G rA
A( , ( ))1

1
2

1

1 −
 и G s G rM

M( , ( ))1
1

2
1

1 −
 для примера 3.3.2

 A1 M1

G s( )0

G s G rA
A

( , ( ))1
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∈
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Аналогично соответствия ))(,( 2
1
2

2
2 rGsG

M
M −  и ))( ,( 1

1
2

2
2 rGsG

A
A −  

изображены на рис. 3.5 с обозначениями 2M  и 2A  и задаются 
выражениями 
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Рис. 3.5. Соответствия G s G rM
M( , ( ))2

1
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2 −

 и G s G rA
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1
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2 −

 для примера 3.2.2
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А.3.3.3. для любых Ii ∈  и для любых ]1 ,0[ : ∈iss  выполняется  

)))((,()()))((,( )(
1

)(
1 sGGsGsGsGGsG ii

i
ii

i

ACA
A
iiiMCM

M
ii

−− ≥≥ . 

Условия А.3.3.2 и А.3.3.3 позволяют гарантировать совпадение 
совокупностей D  и 0D . 

Пример 3.3.3. Очевидно, оба неравенства: 

)))(( ,()()))(( ,(
)2(

1
2

2
222)2(

1
2

2
22 sGGsGsGsGGsG

ACA
A

MCM
M −− ≥≥  и  

 )))(( ,()()))(( ,( )(
1
1

1
111)1(

1
1

1
11 1 sGGsGsGsGGsG ACA

A
MCM

M −− ≥≥  

не выполняются, например, в точке )75.0 ,5.0(=s , )25.1 ,75.1()( =sG . Так 

75.1)(5.1)))((,( 1)1(
1
1

1
11 =<=− sGsGGsG

MCM
M  и 

2)))((,(75.1)(
)1(

1
1

1
111 =<= − sGGsGsG ii ACA
A ; 

25.1)(1)))(( ,( 2)2(
1
2

2
22 =<=− sGsGGsG

MCM
M  (см. рис. 3.6 и 3.7).h 

Далее покажем, что введенные условия А.3.3.1 - А.3.3.3 достаточны 
для существования эквивалентного прямого механизма. 
Соответствующий прямой механизм будет характеризоваться своими B  - 
разбиением и 0B  совокупностью. Теорема 3.2.1 позволяет для 
соответствующего )(sg  прямого механизма определить совокупность B0 

множеств nRD ⊆0
ρ , n℘∈∀ρ  таких, что  

),]1 ,0[ ,( :{ )(
)()()(

0 ρρ
ρρρρ

C
CCC

n sgrRrD −=∈=  

)}( ),( )()()()()()( ρ
ρ

ρρρ
ρ

ρρ CAACMM rxrrxr <> . 

Лемма 3.3.1. Пусть выполнено  А.3.3.1, тогда n℘∈∀ρ , 

)(0
ρρ SGD = .⇒  
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Приведенная лемма 3.3.1 показывает, что при условии А.3.3.1 
множества совокупности 0

ρD  являются образами множеств совокупности 

ρS  при отображении nn RRG →: . 

Лемма 3.3.2. Пусть выполнены условия 3.3.1-3.3.3, тогда для 
любого i I∈  справедливы 

а) 0),( : ρρρ DrMin ∈∀∈℘∈∀  выполняется ))( ,( 1
iM

M
iii rGsGr i

i

−
−> , 

б) 0),( : ρρρ DrCin ∈∀∈℘∈∀  выполняется 

))( ,())( ,( 11
iA

A
iiiiM

M
ii rGsGrrGsG i

i
i

i

−
−

−
− ≥≥ , 

в) 0),( : ρρρ DrAin ∈∀∈℘∈∀  выполняется iiA
A
ii rrGsG i

i
>−

− ))( ,( 1 . ⇒  
Теорема 3.3.1. Пусть для всех элементов функции предпочтений 

GSPi ∈ϕ . Пусть )(sg  непрерывна и частично монотонна в S и 
выполнены предположения А.3.3.1-3.3.3, тогда верны следующие 
утверждения: 
1)  Существует выбор равновесия SRs n →∗  :  такой, что для каждого 

nRr ∈ , )(rs∗  -равновесие Нэша в механизме nRSg → :  и для любых 
n℘∈ρ  и ρDr ∈  введенные в А.3.3.1 функции ))(()( )( rsgrx C

∗=ρ
ρ , где 

))}(( )),(( )),(( :{ )()()()()()( rsgrrsgrrsgrRrD AACCMM
n ∗∗∗ >=<∈= ρρρρρρρ . 

2)  Разбиения B и B0 совпадают и соответствующий )(sg  прямой 
механизм неманипулируем. ⇒  

Таким образом, мы получили условия на непрямой механизм, 
достаточные для существования эквивалентного прямого механизма 
(Т.3.2.1). Несмотря на то, что эти условия накладываются на исходный 
непрямой механизм, проверка их в общем случае затруднительна. В 
следующем параграфе мы рассмотрим способы применения Т.3.2.1 для 
доказательства существования эквивалентного прямого механизма для 
частных случаев механизмов планирования. 
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§4. Существование эквивалентного прямого механизма для 
дифференцируемых процедур планирования и линейных процедур 
планирования 
 
 Условия А.3.3.1-3.3.3 существования эквивалентного прямого 
механизма, хотя и являются достаточно общими, недостаточно 
конструктивны и требуют упрощения. Особенно простой вид они 
принимают для дифференцируемых и линейных процедур планирования. 
 Будем говорить, что функция n  - переменных )(sg  дважды 
непрерывно дифференцируема на множестве S  если в любой точке 

ns )1;0(∈  определены и непрерывны производные функции )(sg  до 
второго порядка включительно и если }1;0{=is  то определены и 
непрерывны соответственно справа и слева правые и левые производные 
до второго порядка включительно. 
Теорема 3.4.1. Пусть функции полезности АЭ из множества I  
обобщенно однопиковые, процедура планирования nRSg → :  дважды 

непрерывно дифференцируема в S , для любых n℘∈ρ  и 
)(

)( ]1,0[~ ρ
ρ

C
Cs −

− ∈  функции )~,( )()()( ρρρ CCC ssg −  глобально обратимы на 

множестве )(
)( ]1,0[ ρ

ρ
C

Cs ∈ , матрица Якоби )()( s
s
gsJ

j

i
∂
∂

=  имеет 

положительные диагональные миноры для всех Ss ∈ . Тогда для 
механизма, определяемого nS ]1 ,0[=  и процедурой nRSg → : , 
существует эквивалентный прямой механизм.⇒  
 Доказательства следующих следствий 3.4.1-3.4.3 очевидны при 
использовании результатов о существовании обратной функции для 
непрерывной функции одного переменного [7], разрешимости систем 
линейных уравнений [1] и глобальной обратимости функций [4]. 

Рассмотрим дифференцируемые процедуры планирования. 
Отметим, что дифференцируемость в замкнутом множестве предполагает, 
что окрестность точки определяется как пересечение окрестности в R n  и 
этого множества. Дифференцируемость в открытом множестве, например 

nR , предполагает, что под окрестностью понимается, например, шар. 
Поэтому, при переходе от )(sg , определенной на S , к )(sG  – ее 

доопределению на все nR , на границе S  функция G  не будет 
дифференцируемой. 
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Следствие 3.4.1. Пусть 2=n , процедура планирования )(sg  дважды 
непрерывно дифференцируема и удовлетворяет следующим условиям: 

0)( >
∂
∂ s

s
g

i

i , 2]1,0[∈∀s ; 

0
)()(

)()(
det

2

2

1

2
2

1

1

1

>



















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

s
s
gs

s
g

s
s
gs

s
g

, 2]1,0[∈∀s . 

Тогда для механизма определяемого 2]1 ,0[=S  и процедурой 
2 : RSg →  существует эквивалентный прямой механизм. 

Следствие 3.4.2. Пусть задана числовая матрица A  размерности nn×  и 
механизм планирования с процедурой планирования 0xAsx += , 

ns ]1,0[∈ , nRx ∈0 . Если все диагональные миноры матрицы A  больше 

нуля, то для механизма определяемого nS ]1 ,0[=  и процедурой 

0xAsx += , ns ]1,0[∈  существует эквивалентный прямой механизм. 

Следствие 3.4.3. Пусть процедура планирования nRSg → :  дважды 

непрерывно дифференцируема в S , и матрица Якоби )()( s
s
gsJ

j

i
∂
∂

=  

положительно определена для всех Ss ∈ . Тогда для механизма, 
определяемого nS ]1 ,0[=  и процедурой nRSg → : , существует 
эквивалентный прямой механизм. 
 Данный результат накладывает достаточно сильные ограничения 
на процедуру планирования, так как положительно определенная матрица 

должна быть симметричной, то есть 
i

j

j

i
s
g

s
gIji

∂

∂

∂
∂

=∈∀  , , .  

 Отметим, что условия натуральности системы [84] в применении 
к механизмам планирования схожи с условиями теоремы 3.4.1. 
 Результаты настоящего параграфа дают удобные достаточные 
условия существования эквивалентных прямых механизмов планирования 
и значительно расширяют класс механизмов планирования, для которых 
доказано существование эквивалентного прямого механизма. 
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 В следующем параграфе мы используем условия теорем 3.4.1-
3.4.3 для анализа влияния множества возможных сообщений на 
существование эквивалентного прямого механизма. 
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§5. Влияние множества возможных сообщений на существование 
эквивалентного прямого механизма 
 
 Интересным представляется тот факт, что существование 
эквивалентного прямого механизма зависит не только от процедуры 
планирования, но и от множества возможных сообщений. Рассмотрим 
следующий пример. 
Пример 5.1. Пусть механизм планирования в системе с двумя элементами 
выглядит следующим образом: 







+== 212111 2

3cos) ,( ssssgx π ; 

212122 ) ,( ssssgx +== , 2
11 ]1 ,0[ , ∈ss . 

 Множества разбиения B  приведены на рис. 3.6, а множества 
совокупности 0B  на рис. 3.7. При этом видно, что соответствующий 
прямой механизм манипулируем, а множества ) ,() ,() ,(  , , cacmmc DDD  не 

совпадают со множествами 0
) ,(

0
) ,(

0
) ,(  , , cacmmc DDD  соответственно. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.6.    Рис. 3.7. 
 

Изменяя множество возможных сообщений исходного механизма 

таким образом, что новое множество сообщений будет 



×=

3
2 ,0]1 ,0[TS , 

получим, что для нового механизма, определяемого TS  и процедурой 
)(sg , выполнены условия А.3.3.1-3.3.3, которые гарантируют выполнение 

теоремы 3.3.1. Тем самым, для нового механизма существует 

0
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0
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0
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0
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эквивалентный прямой механизм. Множества разбиения B  для 
механизма, определяемого TS  и )(sg , изображены на рис. 3.8.• 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 3.8 
 
 Рассмотрим постановку следующей задачи о наибольшем 
множестве возможных сообщений, для которого при заданной процедуре 
планирования существует эквивалентный прямой механизм. 
 Пусть задан механизм планирования ),( gSG = , nRSg →: , где 

∏
∈

=
Ii

S ]1,0[ . Функции полезности АЭ однопиковые с точками пика из 

nR . Функция полезности центра ),( rxΦ , где r  - вектор точек пиков АЭ. 

Эффективность функционирования АС )),((maxmin *

)(*
rsgK

rEsRr N
G

n
Φ=

∈∈
. 

Обозначим S
)

 - множество всех подмножеств S  вида ∏
∈Ii

ii Dd ],[ , где 

10 ≤≤≤ ii Dd . Определим подмножество SS
)

⊆
~  подмножеств вида 

∏
∈Ii

ii Dd ],[ , где 10 ≤≤≤ ii Dd  таких, что для механизма ),( gSG ′=′ , где 

SS ~
∈′  существует эквивалентный прямой механизм. Решением задачи 

будет множество SS
)

∈′  такое, что )),((maxminArgmax* *

)(~ *
rsgS

rEsRrSS N
G

n
Φ∈

′∈∈∈′
. 

Таким образом, для построения механизма, эквивалентного 
исходному необходимо решить задачу о наибольшем множестве 
возможных сообщений таком, что для построенного механизма 
существует эквивалентный прямой механизм. Для этого достаточно найти 

) ,( aaD  ) ,( amD  

) ,( mcD  
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) ,( maD  
) ,( mmD  

) ,( cmD  

) ,( caD  
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множества возможных сообщений такие, что выполнены условия А.3.3.1-
3.3.3. При этом соответствующий )*,( gSG =  прямой механизм будет 
неманипулируемым, а множество *S  максимально в смысле 
эффективности механизма G . 
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Заключение 
 
 В настоящей работе рассмотрен ряд подходов к изучению 
неманипулируемости механизмов управления в социально-экономических 
системах и определен класс активных систем (нетрансферабельными, 
обобщенно однопиковыми и сепарабельными функциями полезности АЭ) 
в которых существуют недиктаторские механизмы планирования [2,7,53]. 
 Для активных систем с нетрансферабельными, сепарабельными и 
обобщенно однопиковыми функциями полезности АЭ предложен метод 
исследования неманипулируемости механизмов планирования, 
заключающийся в анализе множеств диктаторства и обобщающий 
методы, предложенные в работах [7,12,13,14,17,53]. 

На основе предложенного подхода получены условия 
неманипулируемости прямых механизмов планирования и условия 
существования эквивалентных прямых механизмов. 

Приведем краткий перечень основных результатов настоящей 
работы и перспектив дальнейших исследований: 

1. Получены достаточные условия неманипулируемости 
прямых механизмов планирования (Т.2.1.1); 

2. Получены необходимые и достаточные условия 
коалиционной неманипулируемости прямых механизмов планирования 
(Т.2.2.1); 

3. Получены достаточные условия неманипулируемости 
прямых механизмов планирования с векторными планами (Т.2.3.1); 

4. Получены достаточные условия существования 
эквивалентного прямого механизма для непрямых механизмов 
планирования общего вида (Т.3.3.1); 

5. Получены достаточные условия существования 
эквивалентных прямых механизмов для непрямых механизмов 
планирования, процедуры планирования которых дифференцируемы 
(Т.3.4.1) и как следствия получены условия существования 
эквивалентного прямого механизма для механизмов планирования 
частного вида: 

- для механизмов с двумя АЭ, процедуры планирования 
которых дифференцируемы (Следствие 3.4.1); 

- для механизмов, процедуры планирования которых линейны 
(Следствие 3.4.2); 

- для дифференцируемых механизмов планирования с 
положительно определенной матрицей Якоби (Следствие 
3.4.3). 
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6. Проанализировано влияние множества возможных 
сообщений элементов на существование эквивалентного прямого 
механизма. 
 

На рис. 4.1 приведена схема результатов работы (доказанные 
другими авторами результаты изображены жирными линиями и 
затенением, оригинальные результаты – тонкими линиями). Так же на 
рис. 4.1 приведены перспективные задачи будущих исследований 
неанипулируемости механизмов планирования (изображены штриховыми 
линиямии, которые пронумерованы согласно следующему списку): 

1. Получение достаточных условий существования 
эквивалентного прямого механизма, которые гарантируют 
существование эквивалентного прямого механизма для 
механизмов распределения ресурса и активной экспертизы; 

2. Изучение возможности построения эквивалентного прямого 
механизма (Т.3.3.1) для случая, когда допускается 
коалиционное поведение; 

3. Получение необходимости в связи результатов Т.2.1.1 и 
Т.1.2.13; 

4. Изучение манипулируемости и коалиционной 
неманипулируемости для случаев, когда в качестве планов 
выбирается вектор Евклидова пространства; 

5. Другие конструктивные достаточные условия существования 
эквивалентного прямого механизма; 

6. Прикладные модели механизмов планирования. 
7. Более общими по сравнению с исследованием 
неманипулируемости (в рамках общей модели, описанной в 
первой главе настоящей работы) являются задачи синтеза 
оптимальных механизмов планирования в активных системах 
и задачи реализуемости тех или иных соответствий 
группового выбора. 
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Рис. 4.1. Схема результатов работы и задачи будущих исследований 

2 

  3 

Неманипулируемость 
прямого механизма 
активной экспертизы 
(соотношение 1.4.1) 

Неманипулируемость 
прямого механизма 
распределения ресурса 
(алгоритм 1.4.1) 

Неманипулируемость 
прямого механизма, 
удовлетворяющего 
А.1.2.1, 1.2.2. (Т.1.2.13) 

Неманипулируемость 
CW – функции выбора 

Неманипулируемость 
механизмов голосования 
вида mnm RRc →)(:  

Достаточные условия 
неманипулируемости 
Т.2.1.1 и Т.2.3.1. 

Достаточные условия 
коалиционной 
неманипулируемости 
Л.2.2.1 

Необходимые условия 
коалиционной 
неманипулируемости 
Л.2.2.2.,2.2.3. 

Существование 
равновесия Нэша 
Т.3.2.1 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
механизма Т.3.3.1 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
дифференцируемого 
многоэлементного 
механизма планирования 
(Т.3.4.3) 

Достаточные условия 
существования 
эквивалентного прямого 
дифференцируемого 
двухэлементного 
механизма планирования 
(Т.3.4.2) 

 

Существование 
эквивалентного прямого 
механизма для МРР 

Существование 
эквивалентного прямого 
механизма для МАЭ 
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Достаточные условия 
существования 
эквивалентного 
прямого механизма для 
линейных процедур 
планирования (Т.3.4.1) 
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планирования вида 

mnm RRc →)(:  
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Приложение 
Лемма 2.1.1. Рассмотрим произвольный r∈ 0

ρD , тогда: 

a) ∀i∈M(ρ) { ⇔∈− }),~( 0
ρDrr ii )(~{ )(ρ

ρ
Cii rxr > },      (П.1) 

  б) ∀i∈R(ρ) ⇔∈− }),~{( 0
ρDrr ii )}(~{ )(ρ

ρ
Cii rxr < .     (П.2) 

Доказательство. Пусть )(~
)(ρ

ρ
Cii rxr > . Тогда по определению П.1 
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Taк как r∈ 0
ρD , то rC(ρ)∈ProjC(ρ)Dρ. Обозначим ) ,~(~

ii rrr −= . Так как i∈M(ρ), 

то )()(
~

ρρ CC rr = , )()(
~

ρρ AA rr =  и (П.3), (П.5) выполнены. Из ii rr −− =~  

следует, что )~( )(}){\)(}{\)( ρ
ρ

ρρ CiMiM rxr > , а так как )~(~
)(ρ

ρ
Cii rxr > , то 

~
( )rM ρ > x rM C( ) ( )(~ )ρ

ρ
ρ . Поэтому справедливо (П.4) и по определению 0

ρD  
получаем (П.1). 
 Обратно, предположение, что при некотором )(~

)(ρ
ρ

Cii rxr ≤  верно 
0),~( Aii Drr ∈−  входит в противоречие с определением D0

ρ
. 

 Аналогично доказывается, что имеет место второе утверждение 
леммы. 

Q. E. D. 
Теорема 2.1.1. Пусть I  - множество активных элементов, функции  
полезности элементов обобщенно однопиковые. Пусть механизм 

nn RRh → :  удовлетворяет А.2.1.1 и D=D0 , тогда он неманипулируем. 
Доказательство: Рассмотрим произвольный профиль nGSP∈ϕ . В силу 
теоремы 1.2.1 для неманипулируемости достаточно показать, что 
сообщение достоверной информации является равновесием Нэша, то есть 

)) ,~(())(( ,~ , 1
iiiiiii rrhrhRrIi −≥∈∀∈∀ ϕϕ .  

Допустим, что существуют элемент i∈I и 1~ Rri ∈  такие, что  
                                            )) ,~(())(( iiiiii rrhrh −< ϕϕ .                    (П.6) 
Так как B - разбиение, то существует единственный вектор ρ∈℘n, такой, 
что r∈Dρ. Возможны три случая: i может принадлежать либо M(ρ), либо 
C(ρ), либо A(ρ). Рассмотрим последовательно три этиx случая.  
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1)  Пусть )(ρCi ∈ , тогда 

)) ,~(()())(( ,~ 1
iiiiiiiii rrhrrhRr −≥=∈∀ ϕϕϕ так как ri единственный 

максимум )( ii xϕ  по xi. 

2)  Если )(ρMi ∈ , то из определения Dρ и A.2.1.1, )()( )(ρ
ρ

Ciii rxrhr => . 

Так как DD ρρ =0 , то по лемме 2.1.1 для любого 
0

)( ) ,~(~ ),(~
ρρρ

ρ DDrrrrxr iiCii =∈=> −  и )).(())~(( rhrh iiii ϕϕ =  

 Если )(~
)(ρ

ρ
Cii rxr ≤ , то ρρ DDrr ii =∉−

0),~(  и существует 

единственный вектор ℘∈ nρ~  такой, что ρ~
~ Dr ∈ . Если верно (П.6), то из 

того, что ϕi(xi) не убывает по xi при xi<r следует, что при сообщении ir
~ , 

i−ый активный элемент должен получать )()~( rhrh ii > . Поэтому 
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~

ρ
ρ

ρ
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CiCi rxrx > , iCi rrx ~)~( )~(
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>ρ
ρ  и )~(ρAi ∈ .  

В силу того, что )()( )()~(
~

ρ
ρ

ρ
ρ

CiCi rxrx >  существует Rri
1ˆ ∈  такой, 

что )(ˆ)( )()(
~

ρ
ρ

ρ
ρ

CiiCi rxrrx >> . Из iCi rrx ˆ)( )(
~

>ρ
ρ  и леммы 2.1.1 вытекает, 

что 0~ˆ ρDr ∈ . Аналогично 0ˆ ρDr ∈  и 0~0ˆ ρρ DDr I∈ . Но так как D=D0 то 

∅=0~0
ρρ DD I . Получили противоречие и (П.6) не выполнено. 

3)  Случай, когда )(ρAi ∈  рассматривается аналогично случаю 2).       
Q.E.D. 

Лемма 2.2.1. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет 

предположениям А.2.1.1, А.2.2.1 и для него 0DD = , тогда этот 
механизм коалиционно неманипулируем. 
Доказательство: Допустим, выполнены условия теоремы и механизм 

)~(rh  коалиционно манипулируем, тогда nRr ∈∃ , IJ ⊆∃ , J
J Rr ∈∃~  

такие, что 
→∈∀ Jj )),(()),~(( JJjjJJjj rrhrrh −− ≥ ϕϕ  и  

→∈∃ Ji )),(()),~(( JJiiJJii rrhrrh −− > ϕϕ . 
Из определения однопиковых функций полезности получаем 
nRr ∈∃ , IJ ⊆∃ , J

J Rr ∈∃~  такие, что 
)),(),~( JJJJJJJ rrhrrh −− >< ρ  и (П.7) 

:))()(( ρρ MAJj UI∈∃ ∗  ),()),~( JJjjJJj rrhrrh −− >< ρ . (П.8) 
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 Рассмотрим n℘∈ρ~  такой, что ρ~),~(~ Drrr JJ ∈= −  и ρρ ≠~ .  

Тогда найдется из (П.8) множество }{\ *jJK ⊆⊆∅ , такое, что 
)()~( rhrh KK =  и )()~( \\\ rhrh KJKJKJ >< ρ . 

 Рассмотрим вектор )),~((
~~

JJ rrhr −= . Из определения следует, что  

),~()),~((
~~ 0 JDrrhr JJ ρ∈= −  так как ρ~),~(~ Drrr JJ ∈= − . 

С другой стороны ρDrrr JJ ∈= − ),( и выполнено (П.7), тогда 

),()),~((
~~ 0 KDrrhr JJ ρ∈= −  так как ρDrrr JJ ∈= − ),( . 

Тогда ∅≠0
),~(

0
),( JcKc DD ρρ I . При этом, ''),( cKc

j
≠∗ ρ  в силу 

(П.8), а ''),~( cJc
j

=∗ ρ , поскольку Jj ∈∗ , откуда следует, что 

≠∗ ),( Kc
j

ρ ),~( Jc
j

ρ∗  и ∅≠∃ ρρρρ ~:~, DD I . Получили противоречие. 

Q.E.D. 
Лемма 2.2.2. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет А.2.1.1 и 

неманипулируем, тогда 0DD = . 
Доказательство: Допустим, n℘∈∃ 21, ρρ  такие, что 21 ρρ ≠  и 

∅≠21
0

ρρ
DD I . Тогда существуют 21

0~
ρρ

DDr I∈  и 1ρ
Dr ∈  такие, что 

)()( 11
~

ρρ CC
rr = . 

 Рассмотрим множество }~{ ii rrIiK ≠∈= , ∅=)( 1ρCK I . 

Рассмотрим возрастающую последовательность KkKik ,1, =∈ . 

Определим последовательность точек kr , Kk ,0=  таких, что rr =0 , 

)~,(1
kk i

k
i

k rrr −
+ = . При таком определении rr K ~= . 

 Определим последовательность отрезков ],[ 1 kkk rrL −= , 

Kk ,1= . Все отрезки 0
1ρ

DLk ∈  по лемме 2.1.1. Так как 1
0

ρ
Drr ∈= , а 

2
~

ρ
Drr K ∈= , то найдется номер }...,,0{ Kk ∈  такой, что 

ρρ
~1 ,1 DrDr kk ∈∈− , где 1~ ρρ ≠ . 

 В силу того, что механизм nn RRh →:  неманипулируем, 

)()(
11

1 k
i

k
i rhrh

kk −−
=− . Пусть существует Ij ∈  такой, что 
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)()( 1 k
j

k
j rhrh ≠− , тогда либо cj ≠1ρ , либо cj ≠ρ~ , например, cj ≠1ρ . 

Рассматривая коалицию },{ 1−kij , при положении истинной точки пиков - 
1−kr  получаем, что ей выгодно сообщать kr .  Аналогично, если cj ≠ρ~ . 

Q.E.D 
Лемма 2.2.3. Пусть механизм nn RRh →:  удовлетворяет А.2.1.1 и 
коалиционно неманипулируем, тогда выполнено А.2.2.1. 
Доказательство: Из условий леммы леммы 3.2.1 следует, что 0DD = . 
 Рассмотрим произвольный n℘∈ρ  и произвольное подмножество 

IJ ⊆ . Обозначим ))()(( ρρ MAJK UI= . 

 Рассмотрим возрастающую последовательность KkKik ,1, =∈ . 
 Рассмотрим ),( 1kD ρ . ρρ DrkDr ∈′∃∈∀ ),( 1  такой, что 

11 kk rr −− =′ . Тогда из коалиционной манипулируемости следует, что 

)()(
11

rhrh kk =′ . Докажем, что )()( rhrh =′ . 

 Допустим, что )()( rhrh ≠′  и Ij ∈∃  такой, что )()( rhrh jj ≠′ . 
Рассмотрим два случая: (1) cj ≠ρ  и (2) cj =ρ . 

1.  Пусть cj ≠ρ и )(rhr jjj >< ρ . Если )()( rhrh jjj ′>< ρ , то при 

истинной точке пиков r′  и функции полезности 
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выгодно образование коалиции },{ 1kj  и сообщение r . 
 Если )()( rhrh jjj ><′ ρ , то аналогично получаем, что при точке 

пиков r  и функции полезности 
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ϕ  

выгодно образование коалиции },{ 1kj  и сообщение r′ . 
 Тогда )()( rhrh jj =′ . 
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2. Если cj =ρ , то jjj rrrh ′=≠′)(  и при истинной точке пиков 

выгодно образование коалиции },{ 1kj  и сообщение r . 
 Таким образом, )()( rhrh ′=  при любых ),( 1kDr ρ∈ , ρDr ∈′  

таких, что 
11 kk rr −− =′ . Тогда )(

111
rhr kkk −−− >< ρ  и )(

11
rhr kk = , откуда 

следует, что ),( 1kcDr ρ∈  и ),( 1kD ρ ),( 1kcD ρ⊆ . 

 Так как }),{,(}){}),{,(( 2121 kkckkcc ρρ = , а 
}),{,(}){}),{,(( 2121 kkDkkcD ρρ = , то аналогично предыдущему случаю 

получаем: 
}),{,( 21}),{,( 21

kkDD kkc ρρ ⊆ . 

 Продолжая по индукции, получаем 
),(),( JcDJDIJ ρρ ⊆→⊆∀ . 

Q.E.D. 
Лемма 2.3.1. Пусть функция полезности активного элемента Ii ∈  
однопиковая и сепарабельная, тогда любой элементарный механизм 

ii JJ RRe →:  неманипулируем. 
Доказательство: Допустим механизм )(re  манипулируем, тогда 

найдутся точки пика iJi Rr ∈  и iJi Rr ∈~  такие, что ))(())~(( i
i

i
i rere ϕϕ > . 

 Пусть iDr i
ρ

∈ , где iJi ℘∈ρ . Тогда в силу определения 

элементарного механизма и того, что )~()( ii rere ≠  выполняется 

)~()(
)()()(

i
CC

ii
C

rere iii ρρρ
ρ

−−−
><  и найдется компонента плана iJj ∈  

такая, что )~()( i
j

i
j rere ≠ . 

 Обозначим ),~( \
i

KJ
i

K
K

i
rree = , iJK ⊆⊆∅ . В силу того, что 

)~()(
)()()()()(

i
CC

ii
CC

ii
C

rerer iiiii ρρρρρ
ρρ

−−−−−
><><  и сепарабельности 

функции полезности )( ii xϕ , для любого )(\1
i

i CJj ρ∈  выполняется 

)()( }{ 1jii ee ϕϕ ≥∅ . По индукции получаем, что )()( )(\ i
i CJii ee ρϕϕ ≥∅  и 

далее ))~(()()( reee iJii i ϕϕϕ =≥∅ . Получили противоречие. 
 Таким образом утверждение леммы верно. 

Q.E.D. 
Теорема 2.3.1. Пусть функции полезности активных элементов 
однопиковые и сепарабельные, прямой механизм JJ RRh →:  ограничен 
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и удовлетворяет условию А.2.3.1, тогда механизм )(rh , JRr ∈  является 
неманипулируемым. 
Доказательство: Докажем, что при каждом фиксированном iJi Rr −∈−  
механизм ),( iii rrh −  является неманипулируемым для i  - го активного 
элемента. 
 Рассмотрим произвольный вектор i

i
J

J Rr −
−

∈  и произвольный 

ii JJ Rr ∈ . Пусть ),(
ii JJ rrr

−
=  принадлежит некоторому множеству ρD  и 

рассмотрим }~~{)(~
ii JJ

J
−− =℘∈=℘ ρρρρ . Для каждого )(~~ ρρ ℘∈  

определены функции )( )~()~( iJiJ CC rx
−− ρ

ρ
ρ

&&& , принимающие постоянные 

значения при заданном i
i

J
J Rr −

−
∈ , поэтому будем считать, что для 

каждого )(~~ ρρ ℘∈  определены числа ρ
ρ

&&&

)~( iJCx− . 

Поскольку верно 0DD =  и из А.3 для любого J℘∈ρ , Ii ∈∀ , 

iJJ ∈∀
~  и ),(

~
JcDr ρ∈∀  найдется ρDr ∈  такой, что 

)()~( )())~,((
)~,(

ρ
ρ

ρ
ρ

CJcC
Jc rxrx =  верно, что для всех iJj ∈  существуют 

числа }{ j
j Rx j ∈
ρ  такие, что для любого iJi Rr ∈  такого, что j

jj
i
j xr ρ

ρ ><  

выполняется j
jj xrh ρ

=)( . Из односвязности множеств ρρ DC )(Proj  

следует, что для всех jr  таких, что i
jjj rx j >< ρ

ρ  для любого ℘∈jρ  

выполнено jj rrh =)( .  

Таким образом, механизм ),( iii rrh −  является элементарным для 
i -го элемента и в силу произвольности i , механизм )(rh  является 
неманипулируемым. 

Q.E.D. 
Лемма 2.3.1. ММ выполнено. 
Доказательство: очевидно из свойств 2.3.1-2.3.3                                Q.E.D. 
Лемма 2.3.2. НСМ выполнено. 
Доказательство: очевидно из свойств 2.3.1-2.3.3. 

Q.E.D. 
Лемма 2.3.3. Если 0=d  и RD

Ij
>∑

∈
,  то ОПВ не выполнено. В 

противном случае ОПВ выполнено.  
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Доказательство: очевидно из свойств 2.3.1-2.3.3. 
Q.E.D. 

Лемма 2.3.4. ПО выполнено. 
Доказательство: очевидно из свойств 2.3.1-2.3.3. 

Q.E.D. 
Лемма 2.1.13. Для любого nDdr ] ,[∈ , верны следующие утверждения: 
1)  если )(rhri > , то )(~ rhri ≥∀ , )() ,~( rhrrh ii =−  и )(~ rhri <∀ , 

)() ,~( rhrrh ii <− ; 
2)  если )(rhri < , то )(~ rhri ≤∀ , )() ,~( rhrrh ii =−  и )(~ rhri >∀ , 

)() ,~( rhrrh ii >− . 
Доказательство: докажем эту лемму следующим способом: будем 
рассматривать последовательное изменение сообщения ] ,[~ Ddri ∈  
некоторого активного элемента с номером Ii ∈ . При этом возможны три 
варианта: активный элемент выходит из некоторого множества lE  
разбиения E  и возможно переходит в множество 1−lE , либо в множество 

1+lE , то есть, если lEi ∈  и 1−∈ lEk , а 1+∈ lEj , то либо iii rrr
l

≤≤
−

~
1

, либо 

1
~

+
≤≤

liii rrr . Если элемент i  находится между двумя множествами 

разбиения, то этот случай сводится к предыдущему, поскольку он задает 
еще одно множество lE  разбиения E , состоящее из одного элемента 

}{iEl = . При этом, возможно, что номер i  лежит либо выше, либо ниже 

множества )(rΩ  в упорядочении, задаваемом ETt ∈ . Также, возможно 
два варианта: ii rr >~  и ii rr <~ . 
 Обозначим αδ

α
 max

)(rΩ∈
= , αλ

α
 min

)(rΩ∈
= . Обозначим 

} :{ δαα >Θ∈=∆  и } :{ λαα >Θ∈=Λ . Все возможные варианты сведем 
в следующую таблицу  
 

 ii rr >~  ii rr <~  

∆∈i  3 2 
Ω∈i  1 1 
Λ∈i  2 3 

где одинаковыми числами обозначены симметричные ситуации. Таким 
образом,  достаточно рассмотреть три случая: 
1)  Ω∈i , ii rr <~ ; 
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2)  ∆∈i , ii rr <~ ; 
3)  Λ∈i , ii rr <~ . 
1) Рассмотрим первый случай. Возможны два варианта: есть явные 
диктаторы, такие, что )(rEj ω∈∀ , ] ,[  ,

1)(
 ,
)(

Et
jt

Et
jtj WWr −∈  и jrrh =)( ; (б) 

явных диктаторов нет, то есть )(rEj ω∈∀ , Et
jtj Wr  ,

1)( −>  и Et
jtWrh  ,

1)()( −= .  

а) Пусть )()( rr ωΞ=Ω , тогда для рассматриваемого случая выполнены 

следующие соотношения: 
)(rΩ∈∀α , tEt

t
Et WWrW 1

 ,
1)(

 ,
1 ) ,( min 1 −−− ==− λααα , и t

t
Wr 1)(1 −>− λα

,     (П.9) 

где αλ
α

 min
)(rΩ∈

= ; 

t
t

Et
t

WrWr 1)(
 ,
1)( 11 ) ,( min max −−

Λ∈
≤= −− λββββ

;      (П.10) 

tEtEt
t

WWWr 1
 ,
1

 ,
1)(

) ,( min max 1 −−−∆∈
≤=− λββββ

.                   (П.11) 

Без потери общности предполагаем, что меняется сообщение 
активного элемента )(rΩ  с наименьшим номером )(1 λ−t , то есть 

)()()1( 111
~

λλλ −−− ≤≤
− ttt

rrr . Для случая (а) верно, что ] ,[ 1)(1
tt

t
WWr −∈− λδλ

. 

I) Считаем сначала, что λλ
rr

t
~

)1(1 <
−− . При этом порядок активных 

элементов будет задаваться той же перестановкой t , а разбиение E~ , для 
нового вектора ) ,~(~

)()( 11 λλ −− −
=

tt
rrr  будет задаваться следующими 

соотношениями: 1)( ,1 ,~
−=Ξ=Ξ rlll ω , }{~

)( λω =Ξ r , }{\)(~
1)( λω rr Ω=Ξ +  и 

Erlll  ,1)( ,~
1 +=Ξ=Ξ + ω . Тогда отрезки диктаторства для всех элементов 

из множеств }1)( ),({ , +∉Ξ rrll ωω  не изменятся, для элемента с номером 

)(1 λ−t  отрезок диктаторства ] ,[] ,[ 1

~ ,
1

~ , ttEtEt WWWW −− = λλλλ , а для элементов с 
номерами }{\)( : λΩ∈jtj  отрезок диктаторства 

] ,[] ,[
~ ,

1)(

~ ,
)(

ttEt
jt

Et
jt WWWW λδ=− . 

Если t
t

Wr λλ
≥− )(1

~ , то ] ,[~
1)(1

tt
t

WWr −∈− λλλ
 и  

)()( 11 )(~)~(
λλ −− =<=

tt
rrhrrh . 

Если t
t

Wr λλ
<− )(1

~ , то t
tt

WrWr λλλλ
<= −− − )(1)( 11

~) ,~( min  и, 

следовательно, 
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)()(

~ ,
1)( 111  max) ,( min max

λββ
βββ

−−− ≤=
Λ∈

−
Λ∈ tt

Et
t

rrWr , 

)(

~ ,
1

~ ,
1)( 11  max) ,( min max

λβββββ
−− ≤= −∆∈−∆∈ t

EtEt
t

rWWr , 

)(

~ ,
1)(}{\(r)

11 ) ,( min max
λλββλβ

−− <=−Ω∈ t
tEt

t
rWWr , 

)()(1)( 111
~) ,~( min

λλλλλ −−− <<=− t
t

t
t

t
rWrWr . 

Тогда  
)()~(

)(1 rhrrh
t

=≤ − λ . 

II) Рассмотрим теперь случай, когда 
)()()1( 111

~
λλλ −−− <=

− ttt
rrr . Новое 

разбиение E~  таково, что 2)( ,1 ,~
−=Ξ=Ξ rlll ω , 1)(1)( }{~

−− Ξ=Ξ rr ωω λ U , 

}{\)(~
)( λω rr Ω=Ξ  и Erlll  ,1)( ,~

+=Ξ=Ξ ω . Новые отрезки 

диктаторства определятся следующим образом 

2)( ,1 ,~
−=Ξ∈∀ rll ωβ , ] ,[] ,[  ,

1
 ,~ ,

1

~ , EtEtEtEt WWWW −− = ββββ , 

1)(
~

−Ξ∈∀ rωβ , ] ,[] ,[ 2

~ ,
1

~ , ttEtEt WWWW −− = ββββ , 

)(
~

rωβ Ξ∈∀ , ] ,[] ,[
~ ,
1

~ , ttEtEt WWWW γδββ =− , 

Erll  ,1)( ,~
+=Ξ∈∀ ωβ , ] ,[] ,[  ,

1
 ,~ ,

1

~ , EtEtEtEt WWWW −− = ββββ . 
Таким образом, для всех }1)( ),({ −∉ rr ωωγ  отрезки диктаторства 

останутся без изменений. Тогда будут верны следующие утверждения: 

)()()(

~ ,
1)(\

1111
1)(

~) ,~( min max
λβββββ ω

−−−−
−

≤==−
ΞΛ∈ ttt

Et
t

rrrWr
r

,                          (П.12) 

)(
 ,
1

~ ,
1

~ ,
1)( 11 ) ,~( min max

λβββββ
−− ≤== −−−∆∈ t

EtEtEt
t

rWWWr .     (П.13) 

Чтобы определить подобные соотношения для )(rωΞ  и 1)( −Ξ rω , 
рассмотрим два случая: 

- если t
t

Wr λλ
<− )(1

~ , то 1)(
~

−Ξ∈∀ rωβ , == −− − )(

~ ,
1)( 11

~) ,~( min
βββ t

Et
t

rWr  

= <− −r r
t t1 1( ) ( )β λ

 и  )(
~

rωβ Ξ∈∀ , 
)(

~ ,
1)( 11

~) ,~( min
λββ −− =− t

Et
t

rWr . При этом из 

(П.12) 
)()~(

)(1 rhrrh
t

=≤ − λ ; 
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- если t
t

t WrW λλλ ≥≥ −− )(1 1
~ , то ] ,[~ ~ ,

1)(1
Ett

t
WWr −∈− λλλ

 и 1)(
~

−Ξ∈∀ rωβ , 

)()(1)( 111
~) ,( min

λβββ −−− <=− tt
t

t
rrWr , а )(

~
rωβ Ξ∈∀ , 

)(

~ ,
1)( 11

~) ,~( min
λββ −− =− t

Et
t

rWr . Тогда из (*),  

)(~)~(
)(1 rhrrh

t
== − λ . 

 Таким образом, если )(
)(1 rhr

t
=− λ

, для всех 

)()()1( 111
~

λλλ −−− ≤≤
− ttt

rrr , )()~( rhrh ≤ . 

б) Теперь рассмотрим случай, когда явных диктаторов нет, то есть  

)(rEj ω∈∀ , Et
jtj Wr  ,

1)( −>  и Et
jtWrh  ,

1)()( −= . Тогда выполнены следующие 

соотношения 
)(rΩ∈∀α , tEt

t
Et WWrW 1

 ,
1)(

 ,
1 ) ,( min 1 −−− ==− λααα , и t

t
Wr 1)(1 −>− λα

, где 

αλ
α

 min
)(rΩ∈

= ,        (П.14) 

t
t

Et
t

WrWr 1)(
 ,
1)( 11 ) ,( min max −−

Λ∈
≤= −− λββββ

,      (П.15) 

tEtEt
t

WWWr 1
 ,
1

 ,
1)(

) ,( min max 1 −−−∆∈
≤=− λββββ

.      (П.16) 

Рассмотрим сначала случай, λλλ
rrr

tt
≤< −− )()( 11

~ . При этом, 
t

t
Wr 1)1(1 −−

<− λλ
. Иначе, если t

t
Wr 1)1(1 −−

≥− λλ
, то tt

t
WWr 11)(

) ,( min 1 −− ≥− λλλ
 и 

) ,( min Argmax)(  ,
1)(1
Et

t
Wrr −

Θ∈
−≠Ω αα

α
. 

I) Если 
)(1 1

~
λλ −<− t

t rW , то tt
t

WWr 11)(
) ,( min 1 −− =− λλλ

 и при новом разбиении 

E~  перестановка t  сохранится. Новое разбиение E~  будет таким, что 
1 ,1 ,~

−=Ξ=Ξ λlll , }{~
)( λω =Ξ r , }{\)(~

1)( λω rr Ω=Ξ + , 

Erlll  ,1)( ,~
1 +=Ξ=Ξ + ω . Для элементов из множества 1)(

~
+Ξ rω  отрезок 

диктаторства ] ,[] ,[
~ ,
1

~ , ttEtEt WWWW λδδδ =− . Так как tt WW 1−≤ λλ , то  
tEt

t
WWr 1

~ ,
1)(

) ,( min max 1 −−
Λ∈

≤− λααα
 

tEt
t

WWr 1

~ ,
1)(

) ,( min max 1 −−
∆∈

≤− λααα
 

tEt
t

WWr 1

~ ,
1)(}{\

) ,( min max 1 −−
Ω∈

≤− λααλα
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ttEt
t

WWWr 1

~ ,
1)(}{

) ,( min max 1 −−∈
=<− λλααλα

. 

 Поэтому  
)()~( 1 rhWrh t == −λ . 

II) Если tt WrW λλλ ≥≥−
~

1 , то  

 )(~)~( 1)(1 rhWrrh t
t

=≤= −− λλ . 

III) Если tWr λ<~ , то ttt WWrWr 1
~) ,( min −≤<= λλλλλ  и верны следующие 

соотношения: 
tEt

t
WWr 1

~ ,
1)(

) ,( min max 1 −−
Λ∈

≤− λααα
 

tEt
t

WWr 1

~ ,
1)(

) ,( min max 1 −−
∆∈

≤− λααα
 

tEt
t

WWr 1

~ ,
1)(}{\

) ,( min max 1 −−
Ω∈

≤− λααλα
 

ttEt
t

WWWr 1

~ ,
1)(}{

) ,( min max 1 −−∈
≤<− λλααλα

. 

 Тогда  
)()~( 1 rhWrh t =≤ −λ . 

 Резюмируя случай 1), получаем, что если )()( rit Ω∈ , то при 
)(~

1)(
rhrr ii r

≤≤
−ω

, )()~( rhrh ≤ . Симметричный случай: )(~
1)(

rhrr ii r
≥≥

+ω
, 

)()~( rhrh ≥ . 
2)  Рассмотрим случай, когда ∆∈Ξ∈ lα  и 

)()()( 11
1

1
~

αα −−
−

− ≤≤
ttit

rrr
l

.  

а) Пусть 
)()()( 11

1
1

~
αα −−

−
− ≤<

ttit
rrr

l
. При этом, отрезок диктаторства при 

новом разбиении определяется как ] ,[ 1
tt WW −αα  и tt WW δα ≤−1  и 

)() ,( min 11 rhWWWr ttt ≤≤= −− δααα . Тогда 

)()~( rhrh = . 
б) Если 

)()()( 11
1

1
~

αα −−
−

− ≤=
ttit

rrr
l

, то новое разбиение будет таким, что  

1)-)(( ,1 , rlll ω=Ξ=Ξ ; 







Ξ∉Ξ

Ξ∈Ξ
=Ξ

+

+

. ,
; },{~

1)()(

1)()(
)(

rr

rr
r

ωω

ωω
ω α

ααU
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=Ξ∉Ξ

Ξ∈Ξ
=Ξ

+

+

. ),( , ,

; },{~

1

1
)( Erlll

ll
r ωα

αα
ω

U
 

Рассмотрим l  такой, что 1
~

−Ξ∈ lα   

) ,( min max) ,~( min max  ,
1)(

~ ,
1)( 11

Et
t

Et
t

WrWr −
Λ∈

−
Λ∈

−− = ααα
ααα

. 

I) Если )(1 rl ω=− , то новый отрезок диктаторства для элементов из 

множества )(
~

rωΞ  будет следующим: 

] ,[] ,[ 1

~ ,
1

~ , ttEtEt WWWW −− = λααα . 
Тогда  

) ,( min max) ,~( min max  ,
1)(

~ ,
1)(~ 1

)(
1

)(

Et
t

Et
t

WrWr
rr

−
Ξ∈

−
Ξ∈

−− = ααα
ααα ωω

. 

Так как множество }{\ α∆  беднее множества ∆ , то 

) ,( min max) ,~( min max  ,
1)(}{\

~ ,
1)(}{\

11
Et

t
Et

t
WrWr −

∆∈
−

∆∈
−− ≤ ββαβ

ββαα
. 

Тогда 
)()~( rhrh = . 

II)  Если )(1 rl ω>− , значит меняется нижняя граница отрезка 
диктаторства для элементов из 1−Ξ l  и верхняя граница диктаторства для 
элементов из множества 2−Ξ l . Так как при этом Ξ l−1 , ∆⊆Ξ −2l  и 

EtEt
t

WWrr
~ ,
1

~ ,
1)(

) ,( min~
1 −− ≥>− αλλα

, то 

)()~( rhrh = . 
Резюмируя случай два и симметричный ему случай, получаем: если ∆∈α  
и  

)()()( 11
1

1
~

αα −−
−

− ≤≤
ttit

rrr
l

, то )()~( rhrh =  и если Λ∈α  и 

)()()( 11
1

1
~

αα −−
+

− ≥≥
ttit

rrr
l

, то )()~( rhrh = . 

3)  Рассматривается аналогично случаю 2). Если если ∆∈α  и  

)()()( 11
1

1
~

αα −−
+

− ≥≥
ttit

rrr
l

, то )()~( rhrh =  и если Λ∈α  и 

)()()( 11
1

1
~

αα −−
−

− ≤≤
ttit

rrr
l

, то )()~( rhrh = . 

 Пусть необходимо показать, что если )(rhri > , то )(~ rhri ≥∀ , 
)() ,~( rhrrh ii =−  и ∀ <~ ( )r h ri , )() ,~( rhrrh ii <− . Если )(rhri > , 

рассмотрим произвольный )(~ rhri ≥ . Пусть }:} ..., ,1{{ l t(i)Elm Ξ∈∈= . 
Тогда )(rm ω> . 
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Если 1)( −= mrω , то из случая 2) получаем утверждение. Если 

1)( −< mrω , то рассматриваем 
1

1
−

=
mii rr , по случаю 2) iii rrr ≤≤∀ ~1 , 

)() ,~( rhrrh ii =− . Далее, если 2)( −< mrω , рассмотрим 
2

2
−

=
mii rr . Из 2), 

12 ~
iii rrr ≤≤∀ , будет выполнено )() ,~( rhrrh ii =−  и т.д., пока kmr −=)(ω , и 

1~ −≤≤∀ k
ii

k
i rrr , )() ,~( rhrrh ii =− . Таким образом доказано утверждение: 

если )(rhri > , то )(~ rhri ≥∀ , )() ,~( rhrrh ii =− . 
Аналогично доказываются остальные утверждения леммы.

       
Q. E. D. 

Лемма 2.1.14. ММ выполнено. 
Доказательство.  Следует из определения ММ, при условии, что 
функции полезности элементов являются однопиковыми и леммы 2.1.13.
             

Q. E. D. 
Лемма 2.1.15. НСМ выполнено. 
Доказательство: очевидно из определения ММ, при условии, что 
функции полезности элементов являются однопиковыми и леммы 2.1.13.
            

Q. E. D. 
Лемма 2.1.16. ОПВ выполнено. 
Доказательство: Рассмотрим тождественную перестановку Tt ∈ , то есть 
такую, что iit =)(  и разбиение E  такое, что }1 ..., ,1{1 −= nE  и }{2 nE = . 
При этом отрезки диктаторства определятся следующим образом: 

]1 ,[] ,[ 1
 ,
1

 , t
n

Et
j

Et
j WWW −− =  и ] ,0[] ,[ 1

 ,
1

 , t
n

Et
n

Et
n WWW −− = . 

 При этом либо (а) 01 >−
t

nW , либо (б) 11 <−
t
nW . Рассмотрим случай 

а). Положим 1 ,1 ,0 −== niri  и t
nn Wr 1−= . Тогда ] ,[  ,

1
 , Et

n
Et

nn WWr −∈  и 

in rrrh ≠=)( , 1 ,1 −= ni .  
Аналогично рассматривается случай (б). ОПВ не выполнено.

       
Q. E. D. 

Лемма 2.1.17. ПО выполнено. 
Доказательство: Очевидно ПО эквивалентно утверждению, что 

]max,min[)( i
Ii

i
Ii

 r  rrh
∈∈

∈ . 
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Допустим, ПО не выполнено, тогда без потери общности предполагаем, 
что iIi

rrh  min)(
∈

< , тогда рассмотрим nDdr ] ,[~ ∈  nDdr ] ,[~ ∈  такой, что 

iIij rr  min
∈

= . Из леммы III.1.13 получаем, что jrrhrh ~)()~( <= , Ij ∈∀ . С 

другой стороны, ]1 ,0[] ,[
~ ,
1

~ , =−
Et

j
Et

j WW  и jrrh ~)~( = , Ij ∈∀ . Получили 

противоречие, ПО выполнено.                 Q. E. D. 
Утверждение 3.2.1. Совокупность множеств nS ℘∈ρρ }{  есть разбиение 

nR . 
Доказательство: Необходимо доказать, что nRs ∈∀  существует 
единственный вектор n℘∈ρ  такой, что ρSs ∈  и ρρρ ′∈′≠∀ Ss . 

 Пусть nRs ∈∀ . Для каждого ni ,1=  определим Iii ∈,ρ  по 
следующей процедуре. Возможны три взаимоисключающих случая: (1) 

0<is ; (2) ]1;0[∈is ; (3) 1>is . В первом случае положим ai =ρ , во 
втором - ci =ρ , в третьем - mi =ρ . 
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Эта процедура однозначно определяет n℘∈ρ . Из определения 

вектора ρ  следует, что ρ
ρρ

ρ
ρρ )()()()(  , MMAA ssss ><  и )(

)( ]1 ,0[ ρ
ρ

C
Cs ∈ . 

Значит ρSs ∈ . Пусть существует два различных вектора n℘∈21  , ρρ  

такие, что 21  , ρρ SsSs ∈∈ . Вектора 21  , ρρ  отличаются хотя бы в одной 

компоненте Ij ∈  так что 21
jj ρρ ≠ . С точностью до перестановки 

номеров векторов возможны лишь три случая: (1) caj == 2
j

1  , ρρ ; (2) 

maj == 2
j

1  , ρρ ; (3) mcj == 2
j

1  , ρρ . В первом случае из значений 21  , ρρ  

следует, что ]1 ,0[ ,0 ∈< jj ss . Аналогично получаем противоречия во 

втором и третьем случаях. 
                                           Q. E. D. 

Утверждение 3.2.2. Для любого nRs ∈  существует множество векторов 
состояний ℘⊆℘⊂∅ 0  и число 00 >ε  такие, что 

∅≠℘∈∀∈∀ ρερεε SsU I)( , ), ,0( 00  и ∅≠℘∉∀ ρερ SsU I)( ,0 . 

Доказательство: Рассмотрим произвольную точку nRs ∈  и произвольное 
0>ε . Обозначим )(sUε  - ε  - окрестность точки s . 

 Для каждой точки )(~ sUs ε∈  найдется единственный вектор  
ns ℘∈)~(ρ  такой, что )~(

~
sSs ρ∈ . Обозначим через ε℘  совокупность 

Uss ∈~)}~({ρ . Множество n℘  конечно и n℘⊆℘ε  при любых 0>ε . 
Поэтому, ε℘  конечно для любых 0>ε . 
 Единственность вектора )~(sρ  для каждого )(~ sUs ε∈  позволяет 
записать ∅≠℘∈∀ ρεερ SsU I)( ,  и ∅=℘∉∀ ρεερ SsU I)( , . 

Обозначим I
0

0
>

℘=℘
ε

ε . Докажем, что 00 >∃ε  такой, что 

∅≠℘∈∀∈∀ ρερεε SsU I)( , ), ,0( 00  и ∅≠℘∉∀ ρερ SsU I)( ,0 . Для 

этого необходимо показать, что одновременно верны следующие 
утверждения: 
1)  ∅≠℘∈∀∈∀>∃ ρερεεε SsU I)(  ), ,0( :0 0

1
0

1
0 ; 

2)  ∅=℘∉∀∈∀>∃ ρερεεε SsU I)(  ), ,0( :0 0
2
0

2
0 . 
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 Из определения I
0

0
>

℘=℘
ε

ε , любой 0℘∈ρ  принадлежит всем 

0 , >℘ εε  и поэтому ∅≠℘∈∃∈>∀℘∈∀ ρερεεερ SsU I)( : ) ,0( 0 , 000 . 

Первое утверждение доказано. 
Допустим не верно второе утверждение и 

∅≠℘∈∃∈∃>∀ ρερεεε SsU I)( : ) ,0( 0 000 . Это эквивалентно тому, что 

) ,0( ,0 00 εεε ∈∃>∀  такое, что 0℘  строго принадлежит ε℘ . 

 Положим ... ,2 ,1 ,1)(0 == k
k

kε  Для любого )(0 kε  найдется 

))( ,0()( 0 kk εε ∈  такое, что найдется 0)( \℘℘∈ k
k

ερ . Так как kρ  может 

принимать лишь конечное множество значений из n℘ , 

последовательность kρ  принимает некоторое значение n℘∈ρ~  
бесконечное число раз. 

 Существует подпоследовательность }{ jkρ  такая, что 

ρρ ~ , =∈∀ jkNj . Рассмотрим произвольный Nj ∈ . Для )(0 jkε  найдется 

))( ,0()( 0 jj kk εε ∈  такое, что 0)( \~ ℘℘∈
jkερ . Тогда 

∅≠∈∀ ρε ~)( )( , SsUNj
jk I . 

 Так как I
0

0
~

>
℘=℘∉

e
ερ , то найдется 0>′ε  такое, что ερ ′℘∉~ . 

Возможно лишь )( jkεε <′  иначе, )()()( sUsU
jk εε ′⊂  и из 

∅≠ρε ~)( )( SsU
jk I  будет следовать, что ∅≠′ ρε ~)( SsU I  и ερ ′℘∈~ . 

 В силу того, что 
jk

1  стремится к нулю при j  стремящемся к 

бесконечности, для данного ε ′  найдем номер l  такой, что  
lk

1
>′ε . 

Обозначим 
lk

1
=δ . Вектор )(

~
lkερ ℘∈  и ∅≠ρε ~)( )( SsU

lk I . Из 

неравенства δε >′  следует, что )()( sUsU εδ ′⊂ . Поэтому из того, что 
∅≠ρε ~)( )( SsU

lk I  вытекает ∅≠′ ρε ~)( SsU I . Получили противоречие. 

Вторая часть утверждения доказана и справедливо утверждение 3.2.2.
                                  Q. E. D. 
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Утверждение 3.2.3. Пусть .21 nRss ∈≠  1
1

ρSs ∈  и 2
2

ρSs ∈  и 

} ..., ,{1 cc≠ρ , тогда 0>∃α  и ραρ ′∈+−=∈∀℘∈′∃ Stststst 21 )1()( ) ,0( :  и 

} ..., ,{ cc≠′ρ . 

Доказательство: Пусть 21
21121  }, , ... ,{ , , , ρρ ρ SsccSsRss n ∈≠∈∈ . 

Найдем n℘∈′ρ  и 0>α . 

}]1 ,0[ , , :{
)(

)()()()()(
1

1

1
1

11
1

111
ρ

ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρ
C

CAAMM
n sssssRsSs ∈==∈=∈ . 

Компоненты )( , 1ρCisi ∈  могут располагаться либо строго внутри 

отрезка ]1 ,0[ , либо на его концах. Введем обозначения: )( 1ρCZ ⊆ – 

множество всех АЭ )( 1ρCi ∈  таких, что 01 =is ; аналогично 

}1 :)({ 11 =∈= isCiO ρ  и )}1 ,0( :)({ 11 ∈∈= isCiK ρ . 

Множество координат i таких, что 2
is  лежит левее 1

is  обозначим 

через L . Для любого Lj ∈  любая точка отрезка ] ,[ 21 ss  лежит левее  

точки 1s   по  j  - координате. Аналогично определим } :{ 21
ii ssIiR <∈=  и 

} :{ 21
ii ssIiE =∈= . 

Пусть Ii ∈  такова, что }1 ,0{1 ∉is , то есть ))(( 1ρCKi −∈ U , тогда 

очевидно найдется 0>ε  такое, что ))(( 1ρCKi −∈∀ U  ∅=}1 ,0{)( 1 IisUε . 

Положим 
21max

)1 ,min(

ii
Ii

ss −
=

∈

ε
α  и возьмем ρ~  такой, что  при малых t  

)(tsi  остается внутри )~( ),1 ,0( ρCi ∈ . То есть 

)()()()()~( EOEZKLORZC IUIUUIUI=ρ . )()()~( 1ρρ MROM UI=  

состоит из всех координат i  таких, что либо )( 1ρMi ∈  либо )(tsi  при 
0>t  уходит вправо от точки 1 и попадает в область 1>is . Аналогично 

)()()~( 1ρρ ALZA UI= . Легко показать, что такое задание ρ~  
соответствует некоторому возможному вектору состояний, то есть 

ICAM =)~()~()~( ρρρ UU . 
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 Пусть i  таково, что 01 =is  и 21
ii ss > , то есть )( LZi I∈ , тогда при 

любом ]1 ,0(∈t , 0)( <tsi . Аналогично 
1)()( ],1 ,0( >→∈∀∈∀ tsROit iI . 

Для всех ) ,0( α∈t  верны следующие оценки 

0
max

)1 ,min()()( 121
21

11 <+≤−⋅
−

+≤→∈∀

∈

ε
ε

ρ iii
ii

Ii

ii sss
ss

stsAi , 

0)()( 11 >−>→∈∀ ερ ii stsMi , 

1)1,min(
max

)1 ,min(0)(0)( 21
21

≤≤−⋅
−

+≤<→∈∀

∈

ε
ε

ii
ii

Ii

i ss
ss

tsRZi I , 

0)(1)( ≥>→∈∀ tsLOi iI , 
1)()( =→∈∀ tsEOi iI , 
0)()( =→∈∀ tsEZi iI . 

Тогда ρα ~)() ,0( Stst ∈→∈∀ . 

Q. E. D. 
Утверждение 3.2.4. 221  , Rss ∈∀ , множество ) ,( 21 ss℘′  состоит из одного 
элемента. 
Доказательство: Пусть есть два вектора  ℘′∈21  , ρρ  и пусть существует 

)( 1ρAj ∈  такой, что )( 2ρAj ∉ , тогда )( 2ρCj ∈  либо )( 2ρMj ∈ . Но 

)( 2ρMj ∈  невозможно, так как из того, что 1] ,[ 21
ρQss ⊂  следует, что 

2] ,[ 21
ρQss ⊂ ,  что ]1 ,0[ ,1)( ∈= tts j . 

)( 2ρCj ∈ . Рассмотрим вектор ρ~  такой, что }{)()~( 2 jAA Uρρ = , 

)()~( 2ρρ MM = , }{\)()~( 2 jCC ρρ = . Так как 2] ,[ 21
ρQss ⊂ , то  

[ , ]s s1 2 ⊂ ==∈∈
−− } , :{

2

22

2

2
)()(

)(
)(

ρ
ρρ

ρ
ρ CC

C
C

n ssRsRs

==∈∈∈=
−− } , , :{

2

22
)()(

1)~(
)~(

ρ
ρρ

ρ
ρ CCj

C
C

n ssRsRsRs

} , , :{
~

}\{)~(}\{)~(
1)~(

)~(
ρ

ρρ
ρ

ρ jCjCj
C

C
n ssRsRsRs −− =∈∈∈= . 
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Из того, что )~(ρAj ∈  следует, что 0)( =ts j . Тогда ρ~
21 ] ,[ Qss ⊂ . 

Но )()~( 2ρρ CC −>− , в то время, как )(Argmax
~

2 ρρ
ρ

C−∈
℘∈

. Получили 

противоречие. Значит 1)(Argmax
~

2 =−∈
℘∈

ρρ
ρ

C , множество ℘′  состоит из 

одного элемента. 
Q. E. D. 

Лемма 3.2.1. )(sGi  не убывает по is  для любых nRs ∈ . 

Доказательство: Рассмотрим произвольные вектор nRs ∈  и АЭ Ii ∈ . 
Существует единственный вектор состояний n℘∈ρ  такой, что ρSs ∈ . 

Если )(ρCi ∈  то ),()( )()( ρ
ρ

ρ CCii ssgsG −= . Рассмотрим произвольный 
1Rsi ∈′ . Если 1≤′≤ ii ss , то 

) ,()() , ,() ,( )()(}\{)()( ρ
ρ

ρρ
ρ

ρ CCiiiiCCiiii ssgsGsssgssG −−− =≥′=′  так как )(sg  

частично монотонна. При 1>′is , вектор ) ,( ii ss −′  принадлежит ρ ′S , где 

вектор ρ′  таков, что }{\)()( iCC ρρ =′ , }{)()( iMM Uρρ =′ , )()( ρρ AA =′ . 
При таких is′  

) ,()()1()1 , ,() ,( )()(}{\)()( ρ
ρ

ρρ
ρ

ρ CCiiiiCCiiii ssgsGsssgssG −−− =>−′+=′ . 

Аналогично доказывается, что )() ,( sGssG iiii ≤′ −  при ii ss ≤′ . 
 Если i C∉ ( )ρ , то без потери общности положим )(ρMi ∈ . Из 

)(ρMi ∈  следует, что 1>is . Если ii ss >′ , то 0)() ,( >−′=−′ − iiiiii sssGssG . 
Если s si i> ′ > 1 , то 0)() ,( <−′=−′ − iiiiii sssGssG . Поэтому, при 1>′is  
функция )(sGi  не убывает. 
 Если ]1 ,0[∈′is , то ρ ′− ∉′ Sss ii ) ,( , где ρ′  определяется так, что 

}{\)()( iMM ρρ =′ , }{)()( iCC Uρρ =′ , )()( ρρ AA =′ . При этом 
=− ) ,( iii ssG  

) , ,() ,()1()1 , ,( )(}\{)(}\{)()( iCiCiiiiiiCCi sssgssGsssg ′=′>−+= −−− ρ
ρ

ρρ
ρ

ρ .  

 Если 0<′is , то ρ ′− ∉′ Sss ii ) ,( , где ρ′  определяется так, что 

}{\)()( iMM ρρ =′ , }{)()( iCC Uρρ =′ , )()( ρρ AA =′ . Из предыдущего 
пункта )(sGi ) ,(0)0 , ,()0 , ,( )(}\{)()(}\{)( iiiiCiCiCiCi ssGsssgssg −−− ′=−′+>> ρ

ρ
ρρ

ρ
ρ . 
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 Таким образом, )(sG  частично монотонна во всем nR . 
Q. E. D. 

Лемма 3.2.2. )(sG непрерывна в nR .  
Доказательство: Обозначим 

} , ,]1 ,0[ :{ )()()(
)(

)(
A
AMM

C
C

n sssssRS ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρ ρ ≤≥∈∈= , где 

запись ρ
ρρ )()( MM ss ≥  означает ρρ ii ssMi ≥∈∀  ),( , аналогично 

ρ
ρρ )()( AA ss ≤  означает ρρ ii ssMi ≤∈∀  ),( . 

Функции ρ
ρρ )()( CC ss −− −  и ) ,( )()(

ρ
ρρ CC ssg −  непрерывны в ρS . 

Тогда )(sG  непрерывна как суперпозиция непрерывных функций. 

Рассмотрим произвольный nRs ∈ . Из утверждения 3.2.2. найдется 
℘⊆℘0  и 00 >ε  такие, что ) ,0( 0εε ∈∀  и ∅≠→℘∈∀ ρερ SsU I)(0  и 

∅=→℘∈∀ ρερ SsU I)(0 . 

Положим Nkkk ==  ),1 ,min( 0εε . При таком определении kε , 
∅≠→℘∈∀>∀ ρερε SsUk I)( ,0 0 , то выберем для  каждого 0℘∈ρ  

последовательность ρ ,ks  такую, что ρε
ρ SsUs

k
k I)( , ∈ . Так как 

ssk →ρ ,  при ∞→k  и для всех  ρ
ρρ Ssk ∈℘∈  ,

0  , , то 

)( ,
)()(

 ,
)()(

 ,
)( ]1 ,0[ , , ρρ

ρ
ρ

ρ
ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

Ck
CA

k
AM

k
M sssss ∈>> . 

По свойствам предельных переходов ρ
ρρ

ρ
ρρ )()()()(  , AAMM ssss ≤≥ , 

)(
)( ]1 ,0[ ρ

ρ
C

Cs ∈ . То есть 0 , ℘∈∀∈ ρρSs . 

 В силу непрерывности )(sG  на ρS  можно 

→∈′∀>∃∈∃∈∀℘∈∀ ρρδρδεεεερ SsUs I)( :0)( ) ,0( ) ,0( , )(000

ε<′−→ )()( sGsG . 

Положим ρ

ρ
δδ  min

0℘∈
= . Так как nS ℘∈ρρ }{  образует разбиение nR , можно 

записать )())(( sUSsU
n

ε
ρ

ρεU I
℘∈

= . Из утверждения 3.2.2 

∅=∈∀℘∉∀ ρεεερ SsU I)( ), ,0( , 00 , то )())((
0

sUSsU δρ
ρ

δ =
℘∈

IU . 
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εδεε δ <′−→∈′∀>∃∈∀ )()()( :0 ) ,0( 0 sGsGsUs . 
Q. E. D. 

Лемма 3.2.3. Если g(s) непрерывна и частично монотонна, то nRr ∈∀  
nRs ∈∃  такой, что rsG =)( . 

Доказательство: Возьмем произвольный nRr ∈ , тогда существует 0>L  
такое, что LrIi i <∈∀ , . В силу непрерывности g(s) ограничена и 

:0>∃M Ii ∈∀ , MsgSs i <∈∀ )( , . Обозначим 31),max(0 += MLL . 
Определим следующие множества 

}33,:{ 00 LsLIiRs n <<−∈∀∈=Ω , 

}33,:{ 00 LsLIiRs n ≤≤−∈∀∈=Ω , 

}3 ,\ ,3 , ,)( : :{ LsKIiLsKiIsKIKRs ii
n <∈∀=∈∀⊆⊂∅⊆∃∈=Ω∂ . 

Возьмем произвольный Ω∈∂s . Для этого s существует n℘∈ρ  такой, что 

ρSs ∈ . Рассмотрим некоторый АЭ )(sKj ∈ , тогда 03Ls j = . 

Предположим, что 03Ls j = , тогда 

>−−+=−−>+−= − MMLMLssgsLsG CCjjj 211),max(3213),(3)( 0
)()(

0 ρ
ρρ

ρ

 jrLML >>> ),max( .  

Аналогично получим оценку jj rLsG <−<)(  при 03Ls j −= . Таким 

образом для любого Ω∈∂s  найдется j∈I такой, что 
0)0(sign)(sign ≠−=−

r
jjj srG , так как 00 >L , и векторные поля rsG −)(  

и 0
r

−s  направлены не противоположно на Ω∂ . При этом для любого 
Ω∈∂s   существует j∈I такой, что 0)( ≠− jj rsG  и 0≠js . Из того, что 

векторные поля на Ω∂  в ноль не обращаются и не противоположно 
направлены следует [8], что они гомотопны и имеют одинаковое 
вращение 1)),0(( =Ω− ∂γ

r
s . По теореме о нуле векторного поля [8] 

существует s R n∈  такой, что G s r( ) − =
r
0  и G s r( ) = . 

Q. E. D. 
Теорема 3.2.1. Пусть процедура планирования nRSg →:  непрерывна в S 

и частично монотонна в S. Тогда для любого nR∈ϕ  с вектором точек 

пиков nRr ∈  существуют равновесие Нэша )(rs∗  и вектор состояний 



 125

n℘∈ρ  такие, что ),()( )()( ρ
ρ

ρ CC ssrs −
∗ = , где )(

)( ]1 ,0[ ρ
ρ

C
Cs ∈ . При этом 

)()( ))(( ρρ CC rrsg =∗ , )()( ))(( ρρ MM rrsg <∗  и )()( ))(( ρρ AA rrsg >∗ . 

Доказательство: В силу того, что рассматриваемое отображение 
nRSg →:  удовлетворяет условиям леммы 3.2.3, 

rsGRsRr nn =∈∃∈∀ )( : . Тогда ρρ Ssn ∈℘∈∃  : . Рассмотрим вектор 

),( )()(
* ρ

ρρ CC sss −=  и получим следующие результаты: 

))((),(),()( )()()()()()()()()( rsgssgssGsGr CCCCCCCCC
∗

−− ==== ρ
ρ

ρρρρρρρρ , 

=>−+== −− ),(),()( )()()()()()()()()()(
ρ

ρρρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρρρ CCMMMCCMMM ssgssssgsGr

)),(()( rsgM
∗= ρ  

))(()()( rsgr AA
∗< ρρ . 

Пусть )(ρAi ∈ , тогда ))(( rsgri
∗∈ . При этом 1== ∗

ii ssρ  и в силу 

частичной монотонности для любых ]1 ,0[∈is , iiii rsgssg <≤ ∗∗
− )() ,( . Из 

того, что iiiii rsgssg <≤ ∗∗
− )() ,(  следует, что 

) ),,(() ),(( iiiiiiii rssgrsg ∗
−

∗ ≥ ϕϕ . Рассматривая аналогичным образом 

)(ρCi ∈ , )(ρAi ∈  убеждаемся, что ∗s - равновесие Нэша при данном r. 
Таким образом, утверждение доказано.  

Q. E. D. 
Лемма 3.3.1. Пусть выполнено  А.3.3.1, тогда n℘∈∀ρ , )(0

ρρ SGD = . 

Доказательство: Пусть ρSs ∈  тогда по определению )(sG  имеем 

)]1 ,0[ ,() ,()( )(
)()()()()()(

ρρ
ρρρ

ρ
ρρρ

C
CCCCCC sgssgsG −− ∈= , 

=>−+= −− ),(),()( )()()()()()()()()( ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρ
ρ

ρρρ CCMMMCCMM ssgssssgsG  

)),(( )()()()( ρ
ρ

ρρ
ρ

ρ CCCM ssgx −= , 
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)).,(()( )()()()()( ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρ CCCAA ssgxsG −<  

Таким образом 0)( ρDsG ∈  и 0)( ρρ DSG ∈ . 

Пусть теперь 0
ρDr ∈ , докажем, что существует )(

)( ]1,0[ ρ
ρ

C
Cs ∈  такой, 

что )()()()( ),( ρρ
ρ

ρρ CCCC rssg =− . При этом из условия А.3.3.1 следует, что 

)(),( )()()()( ρ
ρ

ρ
ρ

ρρ CCCC rxssg =− . Определим )( )()()()( ρ
ρ

ρρρ CMMM rxrs −=  

по определению 0
ρD . Аналогично определим ρ

ρρ )()( AA ss >  и по 

определению ρS  такой s  принадлежит ρS . Таким образом, )(0
ρρ SGD ∈  

и поэтому )(0
ρρ SGD = . 

               Q. E. D. 
 

Лемма 3.3.2. Пусть выполнены условия 3.3.1-3.3.3, тогда для любого Ii ∈  
справедливы 

а) 0),( : ρρρ DrMin ∈∀∈℘∈∀  выполняется ))( ,( 1
iM

M
iii rGsGr i

i

−
−> , 

б) 0),( : ρρρ DrCin ∈∀∈℘∈∀  выполняется ))( ,())( ,( 11
iA

A
iiiiM

M
ii rGsGrrGsG i

i
i

i

−
−

−
− ≥≥ , 

в) 0),( : ρρρ DrAin ∈∀∈℘∈∀  выполняется iiA
A
ii rrGsG i

i
>−

− ))( ,( 1 . 

Доказательство: Рассмотрим некоторые n℘∈ρ  и 0
ρDr ∈ . По лемме 

3.2.3 существует ρSs ∈  такой, что rsG =)( . 

а) Пусть )(ρMi ∈ , тогда  
iM

ii ss >  и 

ii
M
iiii

M
ii rsGsssGssG

ii
=<+−=− )()(),(  и ii

M
ii rssG

i

−−− =),( . Тогда 

))(,(),( 1
iM

M
ii

M
i rGsGssG i

ii

−
−

− =  и ))(,( 1
iM

M
iii rGsGr i

i

−
−> . 

б) Если )(ρCi ∈ , то ]1 ,0[∈is . По условию А.3.3.3 можно записать, что

 ))(,()())(,( 11
iA

A
iiiiiM

M
ii rGsGrsGrGsG i

i
i

i

−
−

−
− ≥=≥ . 

в) Случай, когда )(ρAi ∈  доказывается аналогично а).  
       

Q. E. D. 
Теорема 3.3.1. Пусть для всех элементов функции предпочтений 

GSPi ∈ϕ . Пусть )(sg  непрерывна и частично монотонна в S и 
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выполнены предположения А.3.3.1-3.3.3, тогда верны следующие 
утверждения: 

1)  Существует выбор равновесия SRs n →∗  :  такой, что для 
каждого nRr ∈ , )(rs∗  - равновесие Нэша в механизме nRSg → :  и для 

любых n℘∈ρ  и ρDr ∈ введенные в А.3.3.1 функция 

))(()( )( rsgrx C
∗=ρ

ρ , где

 
))}(( )),(( )),(( :{ )()()()()()( rsgrrsgrrsgrRrD AACCMM

n ∗∗∗ >=<∈= ρρρρρρρ . 

2)  Разбиения B и B0 совпадают и соответствующий )(sg  прямой 
механизм неманипулируем. 
Доказательство: 1) из теоремы 3.2.1 для любого nRr ∈  существует 
равновесие Нэша s r∗ ( )  и при этом найдется n℘∈ρ  такой, что 

) ,()( )()( ρ
ρ

ρ CC ssrs −
∗ = , где )(

)( ]1 ,0[ ρ
ρ

C
Cs ∈  и при этом 

)]1 ,0[ ,())(( )(
)()()()(

ρρ
ρρρρ

C
CCCC sgrsgr −

∗ ∈= , 

))(( )),(( )()()()( rsgrrsgr AAMM
∗∗ <> ρρρρ . 

 Так как при выполнении А.3.3.1 )]1 ,0[ ,( )(
)()()(

ρρ
ρρρ

C
CCC sgr −∈∀  

определена и единственна функция )( )(ρ
ρ

Crx  такая, что 

)()()( )( ρρ
ρ

ρ CCC rrx = . При этом )())(( )()( ρ
ρ

ρ CC rxrsg =∗  в силу 

единственности )( )(ρ
ρ

Crx  для всех )]1 ,0[ ,( )(
)()()(

ρρ
ρρρ

C
CCC sgr −∈ . 

Тогда если ρDr ∈ , то )]1 ,0[ ,( )(
)()()(

ρρ
ρρρ

C
CCC sgr −∈ , 

)( )()()( ρ
ρ

ρρ CMM rxr > , )( )()()( ρ
ρ

ρρ CAA rxr <  и первое утверждение теоремы 

доказано. Кроме этого видно, что 0
ρρ DD ⊆ . 

2)  Так как для любого nRr ∈  )(rs∗ - равновесие Нэша в механизме 
nRSg →: , то B является разбиением nR  и поэтому для любых 
n℘∈21  , ρρ  верно ∅=21 ρρ DD I . Докажем, что для любых n℘∈21  , ρρ  

верно также, что ∅=00
21 ρρ

DD I . Допустим, что это не так, тогда 
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найдутся различные n℘∈21  , ρρ : ∅≠00
21 ρρ

DD I  и следовательно  

найдется Ij ∈  такой, что 21
jj ρρ = . Рассмотрим варианты а) 

; , 21 mc jj == ρρ  б) ; , 21 ac jj == ρρ в) am jj == 21  , ρρ . Все остальные 

варианты сводятся к этим трем и кроме этого доказательства вариантов б) 
и в) аналогичны, поэтому рассмотрим варианты а) и б). 

а) для 1ρ , )( 1ρCi ∈ , 0
1ρ

Dr ∈′∀ , ))(,())(,( 11
iA

A
iiiiM

M
ii rGsGrrGsG i

i
i

i

−
−

−
− ′≥′≥′  

и  для 2A , )( 2ρCi ∈ , 0
2ρ

Dr ∈′′∀ , iiM
M
ii rrGsG i

i
′′<′′−

− ))(,( 1 . И если 

∅≠00
21 ρρ

DD I  то найдется 00
21 ρρ

DDr I∈ . Из того, что 

))(,( , 10
1 iM

M
iii rGsGrDr i

i

−
−≤∈

ρ
 а из того, что 0

2M
Dr ∈  следует 

))(,( 1
iM

M
iii rGsGr i

i

−
−≤ . Получили противоречие. 

б) Воспользуемся теми же соображениями, что и в а), при этом 
неравенства для 0

1ρ
Dr ∈  и 0

2ρ
Dr ∈  и будут выглядеть следующим 

образом: 

 iiA
A
iiiM

M
iii rrGsGrGsGr i

i
i

i
>′≥′> −

−
−

− ))(,())(,( 11 . 

 Получаем противоречие и случай б) доказан. 
 Из части 1) доказательства имеем 0

ρρ DD ⊆ , при этом 
n℘∈∀ 21, ρρ  выполнено ∅=00

21 ρρ
DD I . Допустим, что ρρ DD ≠0  для 

некоторого n℘∈ρ , тогда существует 0
ρDr ∈  такой, что ρDr ∉ . Так как 

B - разбиение nR , то найдется n℘∈′ρ  такой, что ρ ′∈ Dr , но так как 
0
ρρ ′′ ⊆ DD , то 00

ρρ ′∈ DDr I  и ∅≠00
21 ρρ

DD I . Получили противоречие, 

значит 0BB = . 
Все условия теоремы 3.1.1 выполнены, поэтому соответствующий 

nRSg →:  прямой механизм неманипулируем и существует 

эквивалентный ему прямой механизм ))(( rsg ∗ .   
Q. E. D. 
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Лемма  1. Пусть A  - квадратная матрица размерности nn× . Для 
заданного вектора 1−℘∈ тγ  определим квадратную матрицу γA  
размерности nn×  как матрицу, составленную из элементов матрицы 

)(| γCIA  и )(| γCIE − , где JKA | , IJK ⊆,  обозначает подматрицу 

размерности JK ×  матрицы A  со столбцами, соответствующими 
элементам множества J , и строками, соответствующими элементам 
множества K . 

Справедливо следующее равенство 

[ ]
)det(

)det(

)()|(

}{)(|}{)(
}{|}\{

1
}\{|}\{}\{|}{}{|}{

γγ

γγγγ

CC

iCiC
iiIiIiIiIiii A

A
AAAA UU=−

−
. 

Доказательство.  

[ ]









∈−

∈
−

=
+

+

−

).(,)1(

);(,
)det(

)()1(

,

)(|)(

)(|)(,
1

,}{\|}{\

γδ

γ
γγ

γγ
γ

Cl

Cl
A

AM

A

kl
ji

CC

CCkl
ji

lkiIiI
kl

kl

 

Тогда [ ] =−
−

}{|}{\
1

}{\|}{\}{\|}{}{|}{ iiIiIiIiIiii AAAA γγ  

 

=
−

−= ∑
∈
∈

+

)(
)(

,
)(|)(

)(|)(,
,, )det(

)()1(

γ
γ γγ

γγ

Cl
Ck

il
CC

CCkl
ji

kiii a
A

AM
aa

kl

 

)det(
)det(

)det(
)()1(

)()|(

}{)(|}{)(

)(
)(

,
)()|(

)()|(,
,,

γγ

γγ

γ
γ γγ

γγ

CC

iCiC

Cl
Ck

il
CC

CCkl
ji

kiii A
A

a
A

AM
aa

kl
UU=

−
−= ∑

∈
∈

+

. 

Q.E.D. 
 

Теорема 3.4.1. Пусть функции полезности АЭ из множества I  
обобщенно однопиковые, процедура планирования nRSg → :  дважды 

непрерывно дифференцируема в S , для любых n℘∈ρ  и 
)(

)( ]1,0[~ ρ
ρ

C
Cs −

− ∈  функции )~,( )()()( ρρρ CCC ssg −  глобально обратимы на 

множестве )(
)( ]1,0[ ρ

ρ
C

Cs ∈ , матрица Якоби )()( s
s
gsJ

j

i
∂
∂

=  имеет 

положительные диагональные миноры для всех Ss ∈ . Тогда для 
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механизма, определяемого nS ]1 ,0[=  и процедурой nRSg → : , 
существует эквивалентный прямой механизм. ⇒  
Доказательство. 1) Проверим выполнение условия С.1. Рассмотрим 
произвольный вектор nRr ∈  и произвольный n℘∈ρ и пусть  

)]1,0[,( )(
)()()(

ρρ
ρρρ

C
CCC sgr −∈ . 

 Уравнение ),( )()()()( ρ
ρ

ρρρ CCCC ssgr −=  имеет единственное 

решение в силу условия теоремы. 
Тогда соответствие  

))(,( )(
1

)( ρρ
ρ

ρ CC rgsg −
−  

однозначно и условие С.1 выполнено. 
2) Проверим выполнение условия С.2. Доказательство проведем по 

индукции. Легко показать, что для механизмов )(sg  с одним АЭ, 
удовлетворяющих условиям теоремы, условия С.1-С.3 выполнены. Пусть 

для механизмов ),( }\{}\{ iI
A
iiI ssg

i
, ),( }\{}\{ iI

M
iiI ssg

i
 с количеством АЭ 

1−I  условия С.2-С.3 выполнены. Докажем, что для механизма )(sg , 
удовлетворяющего условиям теоремы, выполнены условия С.2-С.3. 

Рассмотрим механизм ),( }\{}\{ iI
A
iiI ssg

i
 и векторы состояний 

1−℘∈ nγ  для этого механизма. Тогда по теореме 1 для механизма 

),( }\{}\{ iI
A
iiI ssg

i
 множества диктаторства γD , 1−℘∈ nγ  нормальны и 

образуют разбиение 1−nR . 

Допустим, существует 1−
− ∈ n

i Rr  такой, что ))(,( 1
iM

A rGsG i
i

−
−  

неоднозначно. Так как множества диктаторства образуют разбиение 
1−nR , то существует единственный вектор состояний 1ˆ −℘∈ nγ  такой, что 

)( ˆˆ γγ SGDr i =∈− . Тогда система уравнений 
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ˆ
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γ
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γ
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A
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−−−−− −+=  

имеет несколько различных решений. Найдем решение подсистемы 
данной  системы уравнений: 

),,( ˆ
)ˆ()ˆ()ˆ()ˆ(

γ
γγγγ CC

A
iCC sssgr

i

−= . 
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В силу условий теоремы данная подсистема уравнений имеет 
единственное решение, т.е. существует единственный )ˆ(ˆ γCs  такой, что 

)ˆ,,( )ˆ(
ˆ

)ˆ()ˆ( γ
γ

γγ CC
M
iC sssgr

i

−= . При этом однозначно определяется решение 
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M
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Таким образом, уравнение  

+= −− ),,( ˆ
)ˆ()ˆ(}\{

γ
γγ CC

A
iiIi sssgr

i
)( ˆ

)ˆ()ˆ()ˆ(|}\{
γ

γγγ CCCiI ssE −−− −  

имеет единственное решение и отображение ),( i
M ssG

i

−  глобально 

обратимо, а значит, ))(,( 1
iM

M rGsG i
i

−
−  однозначно. Аналогично 

доказывается однозначность соответствия ))(,( 1
iA

A rGsG i
i

−
− . 

3) Необходимо доказать, что ]1,0[:, 2 ∈∈∀∈∀ isRsIi  выполнено 
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Рассмотрим набор промежуточных поверхностей 
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Рассмотрим некоторый фиксированный 1−
− ∈ n

i Rs  и найдем 
разность 

( )
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В силу того, что для любого 1
}{\

−∈ n
iI Rs  найдется единственный 

1−℘∈ nγ  такой, что γSs iI ∈}\{ ,  
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Рассмотрим механизм планирования с 1−n  АЭ, определяемый 

процедурой планирования 





=

m
nsgsg iIiIiI ,)(ˆ }\{}\{}\{ , 1

}\{ ]1,0[ −∈ n
iIs . 

Механизм планирования )(ˆ }\{iIsg , 1
}\{ ]1,0[ −∈ n

iIs  удовлетворяет 

условиям теоремы, и в силу индуктивного предположения 

соответствующая ему функция 




 += }{\}{\}{\ ,)(ˆ iI

A
iiIiI sm

nsGsG
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удовлетворяет С.1-С.3. Множества диктаторства механизма )(ˆ }\{iIsg  

нормальны и )(ˆˆ
γγ SGD = .  

Пусть для некоторого 
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∈
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n
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1,  ( ) γ̂}\{
ˆ, DssG iiiI ∈− , где вектор 

1ˆ −℘∈ nγ  существует и единствен в силу того, что выполнено С.2. 
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объединением замкнутых, непересекающихся отрезков 
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Пусть отрезок ],[ 10
ii ss  таков, что для любых ],[ 10

iii sss ∈  

γ̂}{\
ˆ),( DssG iiI ∈  и 0

is  и 1
is  являются граничными точками множества γ̂S . 

Обозначим ),( 0
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0
}\{ iiiIiI ssGr −= , в силу однозначности 
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}\{ . В 

силу того, что )(sg  дважды непрерывно дифференцируема на компакте, 
существуют константа 02 >′M  и окрестность 02 >′δ  такие, что для 

любого γδ ˆ
0

}\{
ˆ)(

2
DrUr iI I′∈  выполнена следующая оценка 
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Аналогично, найдутся 02 >M  и окрестность 02 >δ  такие, что для 

любых 
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 будет справедлива следующая оценка: 
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где }\{|}\{ iIiIB  - матрица с элементами, ограниченными константой, не 

зависящей от }\{iIs . 

Аналогично, найдутся 02 >M  и окрестность 03 >δ  такие, что для 

любых 
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∈
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n
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1, , 3
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m

 будет справедлива следующая оценка: 
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где )(sg  - матрица с элементами, ограниченными константой, не 

зависящей от A . 
 Тогда  
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 В силу того, что все диагональные миноры матрицы )(sJ  
положительны, отображение )(sg  непрерывно дифференцируемо, а 

множество S  замкнуто, найдутся константы A  и A  такие, что для 
любого подмножества АЭ IK ⊆  для диагональной матрицы )(sJ KK  

выполнены следующие ограничения: AsJA KK ≤≤ )( , Ss ∈ .  

Выберем число промежуточных поверхностей m  таким образом, 

что 
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Таким образом, на каждом из множеств γ̂S , 1−℘∈ nγ  приращение 

),( 1
i

ss i−∆  строго положительно, откуда в силу непрерывности )(sG  
получаем, что для любого 1

}{\
−∈ n

iI Rs  выполнено неравенство 
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m
nsGsGsGG

m
nsG iiA

i
iiA

i

AC
m
ns

A
iiiMC

m
ns
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ii

, 
из которого следует, что для механизма )(sgx = , Ss ∈  выполнено 
условие С.3, для этого механизма выполнены условия теоремы 1 и для 
него существует эквивалентный прямой механизм. 

Q.E.D. 


