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Введение 
В данном пособии мы будем рассматривать не технические или 

биологические, а только социально-экономические системы, или как их еще 
называют хозяйственные системы национальной экономики.  

В хозяйственных системах смысл процесса управления состоит в 
изменении их организованности, причем осуществляется процесс управления 
в форме принятия и реализации хозяйственных решений, другой формы 
проявления управления в системах этого класса не существует. 

Управление возможно, если имеется система управления, задана цель 
управления, элементы системы охвачены причинной связью, в системе 
имеется управляющий параметр, она характеризуется динамичностью, 
движением и преобразованием информации, наличием обратной связи, 
управляемой и управляющей подсистемами и др. 

В конструктивном плане система управления (СУ) задается через 
системные элементы.  

Функция СУ – поддержание и рост организованности хозяйственной 
системы, цели СУ – обеспечение наиболее эффективных способов 
реализации ее целей.  

Выходы СУ – принятые и реализованные конкретные управленческие 
решения, входы – воздействия внешней среды, воздействия объекта 
управления и т.п. Процессор включает технические условия принятия 
решений, процедуры и методы принятия решений, управленческий персонал 
и его мотивацию.  

Важно отметить, что принятие решений при управлении хозяйственной 
системой возможно только на основе сбора и анализа информации о системе 
управления, в том числе с помощью математических, экономико-
математических методов и моделей. 

В Главе 1 рассматриваются основные понятия системы управления и 
принципы их исследования (принцип обратной связи, принцип 
моделирования, принцип гомеостазиса, закон необходимого разнообразия, 
принцип черного ящика и принципы системного исследования 
хозяйственных систем). 

В Главе 2 демонстрируется использование системного анализа (на 
основе теории систем бинарного типа с отношением эквивалентности) 
применительно к исследованию конкретных систем управления: 
функционирования фирмы, страховой и инвестиционной компаний.  

В Главе 3 показана эффективность метода математического 
моделирования при исследовании социально-экономических систем (с точки 
зрения влияния такого важного фактора как этика бизнеса), а в Главе 4 
проведено исследование хозяйственной системы, допускающей 
математическое моделирование, на основе принципов динамического 
программирования. 
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Глава 1. Системы управления и принципы их исследования 
Исследование систем управления базируется как на принципах 

исследования, сформулированных в общей теории систем (кибернетике), так 
и на специфических принципах системных исследований в экономике. 

 
1.1 Общие принципы системных исследований. 

Принцип обратной связи. 
Функционирование совокупности отдельных объектов как целостных 

систем обеспечивается взаимодействием этих объектов, т.е. установлением и 
реализацией определенных связей между ними.  

Выделяют два основных вида связей – прямые и обратные. Прямая 
связь обеспечивает передачу воздействия (вещества, энергии, информации) с 
выхода одного элемента на вход другого, а обратная связь – с выхода 
некоторого элемента на вход того же элемента, либо непосредственно, либо 
через другие элементы. 

В зависимости от типа используемых связей различают разомкнутые и 
замкнутые системы управления.  

Так, управление движением транспорта на перекрестке с помощью 
светофора осуществляется по разомкнутой схеме, т.к. переключение 
сигналов светофора происходит по заранее составленной программе без 
учета реальной ситуации на перекрестке.  

Если движением транспорта управляет регулировщик, то он учитывает 
складывающуюся обстановку, т.е. использует информацию обратной связи, 
тем самым управление осуществляется по замкнутой схеме. 

В первом случае имеет место жесткое управление, основанное на 
прямых связях, во втором – мягкое, основанное на использовании обратных 
связей. 

Управление по разомкнутой схеме предполагает выбор управляющих 
воздействий в зависимости от известного поведения внешней среды, которая 
может способствовать отклонению системы (ее параметров) от заданного 
состояния. В основе такого управления – идея компенсации возмущающего 
воздействия среды на регулируемый параметр, т.е. в управлении 
используется сведения о воздействиях на систему. 

В замкнутой схеме управления постоянно используются сведения о 
состоянии самой системы (регулируемого параметра), поступающие по 
каналу обратной связи. 

Таким образом, принцип обратной связи – универсальный принцип 
управления, позволяющий в изменяющейся среде достигать заданной цели. 

В зависимости от характера цели управления выделяют отрицательные 
и положительные обратные связи. 

Отрицательная обратная связь – воздействие, передаваемое с выхода 
управляемой системы на ее вход, обеспечивающее поддержание системы в 
заданном состоянии (при неизменном значении описывающих ее 
параметров).  
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В технических системах примером может служить терморегулятор, 
цель которого – обеспечить постоянство температуры в заданном объеме 
(холодильной камере, оранжерее и т.д.). В живом организме с помощью 
отрицательных обратных связей поддерживаются физиологические 
константы (температура тела, кровяное давление и др.). 

В экономике хозяйственные системы характеризуются развитым 
механизмом обратных связей. В частности, рынок, играя роль стабилизатора 
экономики, имеет в своей основе именно отрицательные обратные связи. 

В самом деле, при недостаточном выпуске товаров цены на них 
повышаются, в результате чего появляются дополнительные стимулы к 
расширению производства, что приводит к увеличению вложений средств на 
вход системы, и, как следствие, к увеличению производства до необходимого 
уровня. И, наоборот, рост выпуска продукции приводит к снижению цен на 
рынке и, следовательно, к уменьшению средств, поступающих на вход 
хозяйственной системы. 

Однако в экономических системах практически отсутствуют 
«долговечные цели», т.е. цели, состоящие в поддержании некоторых 
параметров на заданном уровне. Поэтому основной тип обратных связей в 
экономике – положительный. 

Положительная обратная связь – воздействие, передаваемое с выхода 
управляемой системы на ее вход, предназначенное для перевода системы в 
новое состояние, которое зависит от сложившейся конкретной ситуации. 

Рассмотрим процесс производства. Если некоторую часть средств, 
получаемых от реализации продукции предприятия подать на вход системы и 
использовать для расширения или модернизации производства, то это 
приведет к увеличению средств, получаемых от реализации продукции, что 
даст, в свою очередь, возможность увеличить вложение в производство и т.д. 
Как видно, положительная обратная связь является основой расширенного 
воспроизводства. 

В экономике можно найти системы, характеризующиеся комбинацией 
положительных и отрицательных обратных связей. 

Выявление механизмов и схем обратных связей является необходимым 
элементом исследования систем управления. 

 
Принцип моделирования 
Моделирование – это воспроизведение свойств одного объекта 

(оригинала) с помощью другого объекта (его модели). Моделирование 
включает в себя: создание (конструирование) модели, исследование модели, 
изучение реального объекта по его модели. 

Модель представляет собой отображение каким-либо способом 
существенных характеристик, процессов и взаимодействий реальных систем. 
Она является инструментом исследования объекта, позволяющая на основе 
регулирования исходных параметров прогнозировать поведение системы. 

Модели строятся на разных основаниях: или модели, имитирующие 
свойства и поведение реально существующего объекта или модели, 
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выступающие реальным воплощением некоторой умозрительной концепции 
или идеи. 

В обоих случаях в основе моделирования лежит метод аналогий. 
Аналогия – это подобие, сходство предметов в каких-либо свойствах, 
признаках, отношениях. Убедившись в аналогиях двух объектов, 
предполагают, что функции, свойства одного объекта, для которого они 
установлены, присущи и другому объекту. Метод аналогий состоит в том, 
что изучается один объект – модель, а выводы переносятся на другой – 
оригинал. 

Модели бывают самые разные. Графическая модель – объект 
геометрически подобный оригиналу (географические карты). Геометрическая 
модель – объект, подобный оригиналу по форме (слепок). Функциональная 
модель – объект, отображающий поведение оригинала. Символическая 
модель – выражается с помощью абстрактных символов (программа для 
ЭВМ). Статистическая модель – описывает взаимодействие элементов, 
имеющих случайный характер (схема Бернулли). Описательная модель – 
словесное описание объекта. Математическая модель – совокупность 
уравнений, неравенств, таблиц и др. способов математического описания 
оригинала. 

Исследование систем управления базируется на экономико-
математических моделях. 

 
Принцип гомеостазиса 
Гомеостазисом называют свойство системы сохранять в процессе 

взаимодействия со средой значения существенных переменных в некоторых 
заданных пределах. Существенными называют характеристики, тесно 
связанные с основным качеством системы, нарушение которого приводит к 
ее разрушению. 

В основе гомеостазиса лежит механизм обратных связей. 
Экономический гомеостазис – устойчивое равновесие функционирования 
хозяйственных систем в изменяющейся природно-социальной среде. Одной 
из задач исследования систем управления является выявление и изучение 
механизмов, обеспечивающих гомеостатический характер их 
функционирования. 

 
Закон необходимого разнообразия 
Закон необходимого разнообразия был впервые сформулирован 

У.Р.Эшби. По его определению разнообразие системы есть число различных 
состояний, или логарифм этого числа. 

Система в своем поведении может принимать различные состояния, 
значения ее параметров могут меняться. Однако вследствие каких-либо 
условий, ограничений, внутренних свойств системы и т.д. из всех 
теоретически возможных состояний практически реализуется меньшее их 
число. Такое изменение числа возможных состояний есть ограничение 
разнообразия. 
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В связи с тем, что хозяйственная система не разделяется на 
управляющую и управляемую подсистемы, закон необходимого 
разнообразия для хозяйственной системы выражает отношение между 
множеством управляемых и управляющих параметров: для того, чтобы 
уменьшить разнообразие в поведении управляемых параметров, необходимо 
увеличить разнообразие управляемых. 

 
Принцип черного ящика 
В исследовании сложных систем очень важная роль принадлежит 

методу «черного ящика». «Черный ящик» - это система, о внутренней 
организации которой сведений нет, но существует возможность 
воздействовать на ее входы и воспринимать ее выходы. 

Метод «черного ящика» заключается в том, что система изучается не 
как совокупность взаимодействующих элементов, а как нечто целое 
(неделимое), взаимодействующее со средой на своих входах и выходах. 

 
1.2 Принципы системного исследования хозяйственных систем 
Хозяйственные (социально-экономические) системы имеют 

существенные отличия от технических и живых систем. Поэтому наряду с 
использованием общих принципов исследования систем, изложенных выше, 
для хозяйственных систем разработаны специфические принципы 
исследования. 

Важнейшим принципом системного исследования хозяйственной 
системы является выяснение роли ее функции, образующей новое качество. 
Функция является исходным моментом исследования и конструирования 
хозяйственных объектов, выявления и решения проблем формирования 
организационных структур и т.д. 

Вторым принципом является принцип конструктивных определений. 
В системном исследовании используются два вида определений: 

дескриптивные (описательные) и конструктивные. Для экономической науки 
характерно использование дескриптивных определений. Поэтому 
необходимым элементом системных исследований выступает поиск и 
формулировка конструктивных определений исследуемых явлений и их 
свойств.  

Следующий принцип – это принцип формулировки идеальной 
модели, предполагающий выделение существенных свойств объектов, 
которые потом доводятся до некоторого предельного, не обязательно в 
действительности достижимого состояния. Основное назначение 
идеализированных моделей состоит в том, что они упрощают реальный 
объект, что позволяет вскрыть и глубже понять сущность происходящих в 
нем процессов. 

Другой важный принцип системных исследований – принцип 
разработки системных классификаторов – инвариантов. Классификатор – это 
принцип, правило, метод или показатель, обеспечивающие разделение 

 8



объектов на отдельные, в каком-либо смысле однородные совокупности 
(классы).  

Еще одним важным принципом системы исследования систем 
управления в экономике является принцип дифференциации и 
согласованности хозяйственных интересов. Из определения хозяйственных 
интересов следует, что хозяйственные интересы разных решающих центров 
различны не только и не столько вследствие разной профессиональной 
подготовленности и ценностной ориентации лиц принимающих решения, 
сколько вследствие различия ресурсов. 

 
Заключение 
Всю совокупность методов исследования систем управления условно 

делят на три большие группы: методы, основанные на знании и интуиции 
специалистов; методы формализованного представления систем управления 
(методы формализованного моделирования исследуемых процессов) и 
комплексированные методы.  

К первой группе относят следующие методы: метод «мозговой атаки», 
метод «сценариев», метод экспертных оценок (включая SWOT – анализ), 
метод типа «Дельфи», методы типа « дерева целей», «деловой игры», 
морфологические методы и ряд других методов. С ними можно подробно 
познакомиться по литературе, приведенной ниже.  

В данных указаниях мы сосредоточились на второй группе методов – 
методах формализованного представления систем управления, причем из 
всей большой совокупности этих методов (аналитических, теоретико-
множественных, логических, лингвистических, семиотических, графических 
и др.) мы ограничились рассмотрением некоторых наиболее используемых в 
экономике в настоящее время методов математического программирования и 
статистических методов. 

Третью группу образуют комплексированные методы, к которым 
относят комбинаторику, ситуационное моделирование, топологию, 
графосемиотику и др. По сути дела они представляют собой интеграцию 
экспертных и формализованных методов. 
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Исследование систем управления и системный анализ. Часть 1. 
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Глава 2. Методы исследования систем управления  
на основе теории информации 
 

Введение 
Пусть рассматривается некоторая фирма, производящая однородную 

группу объектов (товаров, услуг и т.д.). Объекты образуют конечное 
множество элементов X,Y,Z,…,W. 

Допустим, что X,Y,Z,…,W – это однородные товары, каждый из 
которых имеет свой жизненный цикл (ЖЦ), зависящий от состояния рынка, 
качества товаров, маркетинговой деятельности фирмы и других причин. 

Для успешного функционирования фирмы и ее оптимального 
управления первостепенное значение имеет знание законов распределения 
случайных величин - ЖЦ каждого товара, поскольку эта информация 
напрямую связана с принятием решений по изменению ассортимента, 
направлениям инвестирования и другой деятельностью по управлению 
фирмой. 

Нахождение этих законов представляет собой чрезвычайно сложную 
экономико-математическую задачу, которую, по-видимому, решить не 
представляется возможным в силу многообразия начальных условий. 

Однако не меньший интерес для менеджеров фирмы представляет 
знание закона распределения другой случайной величины, так называемой 
«первой смерти»  товара. Под «первой смертью» понимается 
завершение ЖЦ («смерть») одного из товаров однородной группы, первое 
среди ЖЦ остальных товаров. 

)},,,{min( WZYXT

Знание закона распределения  позволит фирме 
осуществлять продуманную и своевременную инновационную политику, 
поскольку завершение ЖЦ («смерть») одного из товаров рассматриваемой 
группы означает принятие решения о переходе к новой группе с точки зрения 
структуры ассортимента, либо, по крайней мере, к изменению весов 
оставшихся товаров. 

)},,,{min( WZYXT

Рассмотрим формализованные методы анализа системы управления 
фирмой, основанные на теории информации, позволяющие найти закон 
распределения момента «первой смерти» товара (не важно какого именно), 
первый для всей группы. 

Эти методы полностью основываются на системном подходе и 
математическом моделировании, а конкретно на свойствах систем бинарного 
типа с отношением эквивалентности.  
 
2.1 Системы бинарного типа с отношением  

эквивалентности (П-системы) и их свойства. 
В настоящее время приходится констатировать наличие либо 

предельно обобщенного математического, либо качественного вербального 
описания понятия системы, проявляющегося с трех сторон: функциональной, 
морфологической, информационной (см. список литературы к Главе 1).  
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Такое положение ограничивает возможности количественного анализа 
системных свойств многокомпонентных объектов, какими являются 
хозяйственные системы. 

Естественный путь преодоления этих трудностей состоит в попытке 
существенного сужения всего рассматриваемого множества 
многокомпонентных объектов, относимых к системам, до подмножества, для 
элементов которого можно дать аксиоматическое определение понятию 
система и формировать информационные показатели ее синтеза и 
функционирования. 

Проведем такое сужение: из всех множеств элементов с отношением 
(X, R), где X − множество элементов и R − отношение, рассматриваются 
только такие множества A конечной мощности n (названные П-системами), 
для элементов которых бинарное отношение R удовлетворяет условиям 
рефлексивности, симметричности и транзитивности: 

1) для каждых  выполняется  (рефлексивность); Aai ∈ ii Raa
2) для каждых Aaa ji ∈, , ji ≠  из условия  следует, что  

(симметричность); 
ji Raa iajRa

3) для каждых Aaaa jki ∈,,  из условий и  вытекает, что  
(транзитивность). 

ki Raa jk Raa ij Raa

Выполнение этих условий приводит к тому, что множество A 
разбивается отношением эквивалентности R на попарно не пересекающиеся 
классы эквивалентности . Это позволяет на количественном 

уровне анализировать основные системные свойства.  

U
i

ii Aaa =*:*

 
2.2. Состояния П-системы, их классификация 
Рассмотрим конечное множество и его разбиение на непересекающиеся 

классы эквивалентности. 
Дадим следующие определения. 
Определение. П – системой называется реляционная система с одним 

отношением эквивалентности. 
Определение. Неизоморфные разбиения конечного множества назовем 

состояниями П - системы. 
Очень удобна и наглядна интерпретация П-систем в терминах теории 

графов, хотя она и страдает некоторой избыточностью по сравнению с 
диаграммами Юнга. Симметричность и рефлексивность обязывают 
рассматривать полностью неориентированные графы кратности 1, в которых 
вершинам поставлены в соответствие элементы П-системы, а ребра отражают 
тот факт, что соответствующие элементы вступили в бинарное отношение R, 
т. е. отражают факт наличия понимаемой в каком-либо смысле взаимосвязи 
между элементами. 

Условие транзитивности приводит к тому, что классы эквивалентности 
 П-системы изображаются полными графами (отсюда название этих 

систем). Если наличию связи ставить в соответствие 1, а ее отсутствию − 0, 
*ia
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то с информационной точки зрения свойства П-системы могут быть 
отображены квадратной, симметрической матрицей инциденций, т.е. 
матрицей, состоящей из нулей и единиц. 

При этом отношение эквивалентности формирует такую матрицу 
инциденций, которая путем изменения нумерации элементов всегда может 
быть преобразована к виду, когда она состоит а) сплошь из единиц или б) из 
квадратных подматриц, сплошь составленных из единиц, и прямоугольных 
подматриц, сплошь составленных из нулей. 

Для доказательства этого достаточно всем элементам, входящим в 
каждый класс эквивалентности, поставить в соответствие числа натурального 
ряда, сплошь заполняющие данный его отрезок. 

Это обстоятельство приводит к тому, что у каждой П-системы 
существует конечное, строго определенное число состояний: под ними будем 
понимать структуру описывающего П-систему графа (полностью 
неориентированного, кратности 1) или вид соответствующей матрицы 
инциденций. В этом для П-систем проявляется принцип ограниченного 
разнообразия Эшби. 

В силу того, что П-система − это система бинарного типа с 
отношением эквивалентности, ее состояния изображаются или полным 
графом, или объединением конечного числа полных подграфов. 

Общее число состояний П-системы мощности п (обозначим его S ) 
соответствует известной теоретико-числовой функции р(п), для которой 
Харди и Раманужданом построена асимптотическая формула [6]. Для случая 
п  8 верна следующая формула, позволяющая сосчитать S : 

n

≤ n

   1 + + ∑  если n > 2 - четное ∑
=

n

j
jn

2
]/[

=

2/

2

n

j
∑
−

+=

jn

jl 1
,]/[

]/[

1
∑
=

−
ln

p
jlpn

1 + +  если n > 2 – нечетное. ∑
=

n

j
jn

1
]/[ ∑

+

=

1]2/[

2

n

j
∑
−

+=

jn

jl 1
,]/[

]/[

1
∑
=

−
ln

p
jlpn

Здесь [n/j] − целая часть числа n/j; если (n − lp)<0, то [n − lp /j] ==0.  
Доказательство этой формулы проведено автором указаний в работе 

[5].  
Следующий вывод дает представление о числе состояний П-системы, 

сосчитанных по этой формуле для п ≤  8: 
п 1 2 3 4 5 6 7 8  
S  1 2 3 5 7 11 15 22 n

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=nS

Из него следует, что S  удовлетворяет следующим разностным уравнениям: n
2Δ  S  = 0 , если п < 8 − нечетное, n
2Δ  S  = n 2/2−n  , если п ≤  8 − четное. 

Здесь S  = S - ,  S n  =Δ n n 1−nS 2Δ Δ S -n Δ 1−nS . 
Каждый класс эквивалентности  (полный подграф) можно для 

краткости называть «кольцом» зависимости порядка К, если он состоит из К 
элементов (вершин).  

*ia
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Среди состояний П-системы имеются такие, которые описываются 
одинаковым числом колец, но разного порядка. Назовем появление таких 
состояний вырождением. 

Справедливо следующее утверждение 1.  
Утверждение 1. П-система мощности п имеет ровно п состояний, 

отличающихся друг от друга числом колец зависимости. Все остальные 
состояния возникают за счет вырождения. 

Доказательство.  
Рассмотрим П-систему мощности п. Пусть структура взаимоотношений 

этой системы описывается нуль-графом. Очевидно, такое состояние 
содержит п колец зависимости порядка 1 каждое. 

Пусть теперь какие-либо два элемента образовали кольцо зависимости 
порядка 2, а все остальные элементы П-системы образовывают кольца 
зависимости порядка 1. Это состояние описывается уже п − 1 числом колец 
зависимости. 

Пусть теперь какие-либо три элемента образовали кольцо зависимости 
порядка 3, а все остальные элементы образовывают кольца зависимости 
порядка 1. Общее число колец этого состояния равно п − 2. Продолжая 
аналогичным образом, получим состояния, содержащие п − 3, п − 4, ... 3, 2, 1 
кольцо зависимости. Назовем эти состояния опорными и обозначим , 

,…, , . Опорные состояния различны по построению.  
)(nC

)1( −nC )2(C )1(C
Поскольку состояние П-системы не может содержать число колец 

зависимости, большее чем число элементов П-системы, то любое из 
оставшихся S  - n состояний (назовем их вырожденными) будет содержать 
число колец зависимости, равное числу колец одного из вышеперечисленных 
опорных состояний.  

n

Отсюда непосредственно следует, что общее число вырожденных 
состояний равно R  = S  - п. Утверждение 1 доказано. n n

Таким образом, число R  = S  - п, зависящее от мощности П-системы, 
является ее количественной характеристикой. Назовем это число числом 
расщепления. Из утверждения 1 следует, что R n  0. 

n n

≥
Поясним смысл этого числа. 
Оно показывает, сколько у П-системы имеется состояний (без учета 

опорных), содержащих одинаковое с опорными состояниями число колец 
зависимости.  

В терминах теории графов то же самое можно определить следующим 
образом: число R n  показывает, сколько у П-системы может быть неопорных 
состояний, описываемых графами, которые можно представить 
объединениями одинакового (с опорными состояниями) числа полных 
подграфов.  
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Ниже приведены значения числа расщепления для П-системы 
мощности п = 1,2, …7, 8: 

 п 1 2 3 4 5 6 7 8  
 R  0 0 0 1 2 5 8 14 n

Наличие связей (понимаемых в каком-либо смысле) между элементами 
является необходимым, но недостаточным условием образования П-системы. 
В этом проявляется свойство целостности П-системы. Поясним сказанное 
графически (на примере П-системы мощности n=4). 
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Рис. 1. Изображение в виде графов состояний П-системы мощности n = 4 
Рядом с графами представлены соответствующие матрицы инциденций; 

а − состояния, представимые объединением полных подграфов; б, в − 
состояния, запрещенные принципом транзитивности бинарной зависимости. 

У этой П-системы, как и у всякой П-системы, существует строго 
определенное число состояний, что отмечалось выше. На рис. 1 они 
представлены пятью графами. Связи (зависимости) между элементами- 
вершинами − изображены ребрами графа. Рядом с соответствующим графом 
представлены матрицы инциденций, структура которых и позволяет 
различать состояния этой П-системы ( − ее состояние, k = 1,2,…,5 ). )(kS

Рассмотрим теперь ситуацию, изображенную на рис. 1,б Она 
характеризуется наличием четырех элементов и связей между ними. Однако 
эта ситуация, хотя и представлена неориентированным графом кратности 1, 
не соответствует состоянию П-системы. 

В самом деле, согласно принципу «кольцевой» зависимости (условие 
транзитивности), существование установленной связи между элементами № 
1 и № 2 (см. рисунок), а также между элементами № 2 и № 3, обеспечивает ее 
существование между элементами № 1 и № 3 и далее № 3 и № 4.  

Это обстоятельство резко сокращает число состояний, равное 2 n , 
которое возможно в общем случае (принцип необходимого разнообразия). 
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Заметим, что с ростом п увеличивается доля вырожденных состояний в их 
общем числе S . Так, для n = 8 эта доля равна уже 0,636.  n

Впервые вырождение наступает как раз у П-системы мощности п = 4. В 
самом деле, R  = S 4 - 4 = 5 – 4 = 1. Это означает, что у одного из опорных 
состояний имеется «двойник» в том смысле, что он представим 
объединением подграфов, содержащих такое же число колец зависимости. 

4

Действительно, как видно из рис.1 а), состояния S(2) и S(3) представимы 
объединением подграфов, содержащих по два кольца зависимости, но 
разного порядка.  

Таким образом, каждая П-система характеризуется мощностью n, а 
также числами S n  и R n . 

Для числа состояний S n  П-системы не выполняется свойство 
аддитивности, т. е. 

S  > S + S . 21 nn + 1n 2n

Здесь S  - число состояний П-системы мощности п 1  + п . Это следует и 
из наших данных, и из таблицы, приведенной в книге Эндрюса [6], что 
говорит о том, что П-системы являются суперсистемами.  

21 nn + 2

 
2.3 Информационные показатели синтеза П-систем 
Элементы, образующие П-систему, могут иметь как стохастическую, так 

и не стохастическую природу. При этом если удовлетворение отношения R 
условиям рефлексивности и симметричности зависит исключительно от 
природы элементов, то для удовлетворения транзитивности требуется 
выполнение некоторых условий. Эти условия удобно сформулировать в виде 
ограничений, накладываемых на информационные показатели П-систем. 

Пусть  − элементы стохастической природы, i j; i,j,k= 1,2,…п.  
В качестве R для таких элементов естественно выбрать стохастическую 
взаимозависимость, выражаемую в терминах теории информации через 
условную и безусловную энтропию [3]. Очевидно, она удовлетворяет 
условиям рефлексивности и симметричности. 

kji aaa ,, ≠

Но для удовлетворения транзитивности достаточно выполнения следую-
щего условия: 

Н ( ) ji aa , ≤  Н ( ) + Н ( ),       (2.1) ki aa / kaaj /

где Н ( ), Н ( − средние условные энтропии элементов  и ; Н 
( ) − их совместная энтропия. Именно его выполнение приводит к тому, 
что для любых  из взаимозависимостей (рефлексивность и 
симметричность) и , а также  и , следует взаимозависимость и . 

ki aa / )/ kaaj ia ja

ji aa ,

Aaaa jki ∈,,

ia ka ka ja ia ja

Другими словами, П-система возникает, если при рассмотрении любых 
трех элементов такой системы информация об одном из них не настолько 
уменьшает сумму условных энтропий двух других, чтобы она стала меньше 
их совместной энтропии. 
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Условие (1.1) следует рассматривать как условие синтеза П-системы из 
стохастических элементов, для бинарных отношений между которыми 
выполняются аксиомы симметричности и рефлексивности.  

Заметим, что совокупности элементов, которые могут вступать между 
собой в бинарные отношения только функциональной, или 
детерминированной, взаимозависимости, являются только П-системами, 
поскольку для них соотношение (2.1) выполняется всегда.  

Покажем достаточность ограничения (2.1) для выполнения требования 
транзитивности зависимости между стохастическими элементами. 

Доказательство 
Допустим, что  взаимозависима в каком-либо смысле с  и , по 

отдельности. Тогда справедливы следующие соотношения [3]: 
ka ia ja

Н ( ) < Н ( ) и Н ( ) < Н ( ), ki aa / ia kj aa / ja

где через H (.) обозначены энтропии от аргумента (.) . 
Сложим левые и правые части этих неравенств. 
Имеем  
Н ( ) + Н ( ) < Н (  )+ Н ( ). ki aa / kj aa / ia ja

Допустим, что соотношение (1.1) выполнено. Тогда, очевидно, имеем 
Н ( )  Н( ) + Н ( ) < Н ( ) +Н ( ), т. е. Н ( ) < Н ( ) +Н 
( ) , что означает, что элементы  и  взаимозависимы. Таким образом, 
достаточность доказана. 

ji aa , ≤ ki aa / kaaj / ia ja ji aa , ia

ja ia ia

Но тогда величина K= Н( ) + Н ( ) - Н ( ) может служить 
информационным показателем синтеза П-системы. 

ki aa / kaaj / ji aa ,

 В самом деле, если K≥0, то П-система возникает, и если K<0, то не 
возникает; i k ≠ ≠ j; i, k, j = 1,2… п. 

Выясним на конкретном примере, какой содержательный смысл можно 
вложить в условие (1.1).  

Приведем пример совокупности стохастических элементов, не 
являющейся П-системой, и убедимся, что соотношение (2.1) для нее не 
выполняется, т. е. K< 0.  

Пример 
Рассмотрим опыт, в результате которого могут возникать следующие 

три случайных события: А − выпадение двух очков при бросании 
экспериментатором правильной игральной кости левой рукой; А − 
выпадение двух очков при бросании другой правильной игральной кости 
правой рукой; А 3− выпадение хотя бы на одной кости двух очков. Бросания 
производятся одновременно. 

1

2

Очевидно, случайные события А 1и А 3 , а также А и А 3  зависимы, в то 
время как случайные события А  и А 2  независимы ( A  ⊂  A , A   A  ) . 

2

1 1 3 2 ⊂ 3

Свяжем с этим опытом дискретные случайные величины X, Y, Z со 
следующими законами распределения: 
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Х X =1  
1

(если наступило событие А 1 )  
x =0  2

(если наступило событие не А 1 )

Р 1/6 5/6 

 
 

Y Y1 = 1  
(если наступило событие А ) 2

y  = 0  2

(если наступило событие не А )2

Р 1/6 5/6 

Z z 1  == 1 
(если наступило событие Аз) 

z == 0 2

(если не наступило событие Аз)
Р 11/36 25/36 

 

В самом деле, P ( z = 1 ) = P ( А 1 + А ) = P ( А 1 ) + P ( А ) – P ( А 1 )P ( 
А ) = 1/6 + 1/6 – 1/6 1/6 = 11/36. 

1 2 2

2

Ясно, что совокупность этих случайных величин не образует П-
систему, так как Х и Z, а также У и Z взаимозависимы, а Х и Y независимы 
по построению.  

Покажем, что H (X,Y) > H(X/Z) + H(Y/Z), т. е К < 0. 

В самом деле, 

Н (X, Y) = -  =  ∑ =

2

1j
),(ln),(2

1 jiji i yxpyxp∑=

= - 1/36 ln(1/36) – 5/6 1/6 ln (5/36) – 1/6 5/6 ln (5/36) – 5/6 5/6 ln( 25/36) = 
0.910. 

Н (X/ Z) = - =  ∑ =

2

1j
)/(ln),(2

1 jiji i zxpzxp∑ =

= - 1/6 ln ( 6/11) - 5/6 1/6 ln (5/11) - 0 - 5/6 5/6 ln 1 = 0.206. 
В силу симметрии задачи 
H(X/Z)=H(Y/Z). 
Тогда  
H(X,Y) = 0.910; H(X/Z) + H(Y/Z) = 0.412. 
Полученные результаты противоречат условию синтеза П-системы, 

поскольку K = - 0.412. 
Вернемся к исходной задаче. 
Исследуется закон распределения момента «смерти» (потери спроса) 

одного из товаров этой группы (не важно какого), первый для всей группы.  
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Например, можно говорить о группе трикотажных товаров, 
(производимой некоторой фирмой), состоящих из четырех наименований. 
Пусть это носки ( Н ), колготки ( К ), гольфы ( Г ), чулки ( Ч ). В случае 
«смерти» любого из членов товарной группы производитель должен принять 
решение об изменении ассортимента. 

Пусть теперь случайные величины X, Y, Z и W характеризуют 
«возраст» (например, этап ЖЦ) каждого из перечисленных товаров, т.е. X – 
«возраст» носков, Y – колготок и т.д. Данная совокупность образует 
однородную группу попарно взаимосвязанных между собой товаров. 

Пусть f (X,Y,Z,W) – плотность распределения вероятностей этих 
случайных величин. Найти эту функцию, как уже отмечалось, не 
представляется возможным. 

Однако производителю важно знать закон распределения другой 
случайной величины – момента “смерти” (снятия с производства) одного из 
членов этой группы, первого для нее. 

Обозначим его T (min {X,Y,Z,W } ) . Зная закон распределения этой 
случайной величины, можно рассчитать длину жизненного цикла всей 
группы товаров.  

Поскольку X , Y , Z , W -− непрерывные случайные величины, то 
условие (1.1) в явном виде выписывается следующим образом: 

H (X1 , X  ) = −  
3 ∫

∞

0
31311331

0
13 ),(ln),( dxdxxxfxхf∫

∞

≤   

≤  H(X  / X  ) = −  −  
1 2 ∫

∞

0
21211221

0
12 )/(ln),( dxdxxxfxхf∫

∞

−H(X /X1 ) = -    (2.2)  3 ∫
∞

0
23233223

0
32 )/(ln),( dxdxxxfxхf∫

∞

Мы использовали обозначения X1 , X , X 3  для любых трех элементов 
множества {X, Y, Z , W}. 

2

В маркетинговых исследованиях Х , Х , Х  характеризуются 
следующими дифференциальными функциями: 

1 2 3

− законом распределения Эрланга 
f ( x ) = x [( N – 1 )!]1−n 1− ν N exp ( - ν x ), 

где ν,N  − параметры, 
− логнормальным распределением 

f ( x ) = 1/ σ ( ln (x )) ( 2π ) exp ( - ½ ( ln x – a( ln x ) / 2/1

σ ( ln x )) , 2

где a ( ln (x ) и σ ( ln x ) − параметры распределения,  
− распределением со следующей плотностью 

f i (x i ) = 1/ek iiiii xx λλλ +− 1/)exp( , iλ >0, x 0,     (2.3) ≥i

k = , i = 1,2,3        (2.4) iii dxxx )exp(
1

1 −∫
∞

−

Нетрудно проверить, что 
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ii dxxf∫
∞

0

)( = 1 и = f ,  

где f ( x i , x ) = 1/ek 

jjiij dxxxf∫
∞

0

),( )( ii x

ij j
λ i λ j exp ( - λ i x i  - λ j x  - j λ i λ j x i x )   (2.5) j

Назовем это распределение (1.5) обобщенным экспоненциальным 
распределением. 

Из этих соотношений следует, что 
f (x i , x ) ij j ≠ f i (x i ) f (x ), i j j ≠ j.       (2.6) 

Для логнормального и обобщенного экспоненциального распределения 
условие (1.6) выполняется, а для распределения Эрланга не выполняется.  

Отсюда вытекает важный результат теории систем бинарного типа с 
отношением эквивалентности (П-систем): срок жизни каждого элемента как 
члена однородной группы, рассматриваемый как случайная величина, 
должен подчиняться обобщенному экспоненциальному 
(однопараметрическому) или логнормальному (двухпараметрическому) 
распределению.  

Срок жизни, возможно, может подчиняться еще какому-либо 
распределению, но выяснение этого − задача отдельных исследований. 

Итак, рассматривается однородная группа товаров – группа из четырех 
наименований: носков (Н, будем обозначать также индексом 1) , колготок (К, 
индексом 2), гольфов (Г, индексом 3) и чулок (Ч, индексом 4). 

Поскольку элементы рассматриваемой группы товаров в силу 
однородности взаимозависят друг от друга, то эта группа товаров – П-
система, состояние которой инвариантно относительно времени и 
описывается одним полным графом.  

Следовательно, для этой системы и ее элементов (носков, колготок, 
гольфов и чулок), рассматриваемой как множество мощности 4, должно 
выполняться транзитивное замыкание для элементов любого его 
подмножества, состоящего из трех элементов. 

Имеем следующие четыре подмножества этого множества: 
- Н – Г - Ч ( подмножество НГЧ ) 
- К – Г – Ч (подмножество КГЧ ) 
- Н – К – Ч (подмножество НКЧ) 
- Н – Г - К (подмножество НГК) 

Рассмотрим любое из этих подмножеств.  
Оно будет П-системой, если выполняется транзитивное замыкание 

бинарных отношений между его элементами.  
Следовательно, для того, чтобы однородная группа товаров, 

рассматриваемая как множество, была П-системой необходимо и достаточно 
одновременное выполнение транзитивного замыкания для всех элементов 
каждого из множеств НГК, НКЧ, КГЧ и НГЧ . 

В общем случае, для однородной группы, состоящей их N товаров 
(множества мощности N) , одновременное выполнение транзитивного 
замыкания должно выполняться для C  (числа сочетаний из N элементов по 
два) подмножеств данного множества, состоящих из трех элементов. 

2
N

 20



Выясним, какие соотношения между параметрами λ 1 , λ 2 , λ 3  
дифференциальных функций распределения f i (x) должны выполняться , 
чтобы осуществилось транзитивное замыкание для трех элементов любого из 
множеств НГК, НКЧ, КГЧ и НГЧ .  

Для этого подставим выражения (2.4) и (2.3) в неравенство (2.2), 
вспомнив, что  

f ( x i / x ) = f ( x i , x ) / f ( x ), i ij j ij j j j ≠  j. 
В результате громоздких преобразований имеем следующее 

эквивалентное неравенству (2.2) соотношение: 
ln λ 1 λ 3

≥  (1/1 – ek) ( 2ek1  + ln k + e – 1 ) ,     (2.7) 

где k1  = x exp ( - x i ) ln x i dx i . ∫
∞

1

1−
i

С учетом конкретных значений k1 = 0.09783 и k = 0.21942 (точность 
расчета 10-5 ) окончательно, получаем 

ln (λ 1  λ 3 )  1.51678. ≥

Тогда для П-системы - множества из 4 элементов: Н, К, Г, Ч - должна 
выполняться следующая система неравенств: 

ln (λ
1
λ 4 ) ≥  1.51678 

ln (λ
3
λ 4 ) ≥  1.51678 

ln ( λ 1  λ 3 ) ≥  1.51678 
ln (λ 3 λ 2 ) ≥  1.51678 
ln ( λ 3 λ 4  ) ≥  1.51678 
ln ( λ 2 λ 4  ) ≥  1.51678. 
Найдем решение этой системы, соответствующее нижней границе 

достаточного условия выполнения транзитивного замыкания. Оно 
соответствует случаю равенств. В итоге получаем: 

λ 1 = λ 2  = λ 3  = λ 4 = 2.12.  
Нетрудно видеть, что мы получим значение λ 12.2=  для любого числа 

членов в однородной группе товаров. 
Таким образом, распределение случайной величины T{min(X,Y,Z,W)} 

описывается следующим законом 
f ( x ) = (1/ek) λ  exp ( - λ x ) /( 1 + λ x )  

при условии, что параметр λ =2.12. 
Полученный результат позволяет рассчитать важнейшую для 

производителя характеристику: вероятность того, что с момента t ( до 
которого в группе товаров не было «смертельных» случаев ) и до момента  
t 1   t произойдет “смертельный” случай : ≥

P ( t  T { min ( X, Y, Z, W ) } ≤ ≤  t 1  ) = 
= f ( x ) dx = (1/ек) ∫

1t

t ∫
1t

t
λ  exp ( - λ x )/( 1 + λ x ) d x   (2.8) 

Отсюда следует другой важный результат применения теории П-
систем к экономике рынка: указанная вероятность не зависит от числа 
элементов, составляющих однородную группу.  
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Полученный результат обобщается и на другие области исследования 
систем управления экономическими объектами. 

 
2.4 Применение теории П-систем к задачам исследования  управления 
страховыми и инвестиционными компаниями 

В математике страхования жизни рассматривается задача о 
нахождении распределения случайной величины T{min(X,Y,Z,W)} – срока 
возникновения страхового случая («первой» смерти) у группы однородных 
страхователей, например у семьи, состоящей из мужа (X), жены (Y), дочери 
(Z) и сына (W) .  

Для ее решения можно использовать приведенное выше решение 
задачи маркетинговых исследований.  

Полученное там решение дает возможность найти распределение 
вероятностей случайной величины T{min (X,Y,Z,W)}. При этом это 
распределение не зависит от числа страхователей в однородной группе.  

Очевидно, что это решение позволяет рассчитать величину страхового 
аннуитетного платежа (что важно для страхователя) и величину нетто и 
брутто премии (что важно для успешного функционирования страховой 
компании). 

Покажем теперь эффективность применения теории П-систем к 
задачам количественной оценки природных и техногенных рисков при 
управлении инвестициями в объекты промышленного и гражданского 
строительства (строительство атомных станции, гидроэлектростанций, 
нефтепроводов и т.д.).  

Пусть X,Y,Z,W − потоки случайных событий (оползней, карстовых 
разломов, размывов почвы, землетрясений и т.д.) − от, допустим, четырех 
участков пятна застройки. Эти случайные процессы взаимозависимы, так как 
являются проявлением сейсмической активности ядра Земли. 

Ищется распределение случайной величины T{min(X,Y,Z,W)} − срока 
наступления «первого смертельного» случая − природного или техногенного 
катаклизма на каком-либо (не важно каком) участке пятна застройки. 
Решение этой задачи приведено выше.  

Задаваясь (из соображений конкретной задачи) уровнем вероятности 
появления «смертельного события», (например , 0.7) , можно исходя из 
таблицы вероятностей распределения «смертельных случаев» определить 
интервал времени, через который такое событие произойдет или (как 
противоположное событие), интервал времени в течение которого 
«смертельное событие» не произойдет.  

Например, можно найти с фиксированной вероятностью, выбор 
которой обусловливается экономическими и экологическими факторами, 
срок функционирования без экологических интервенций в окружающую 
среду («смертельных событий») таких потенциально опасных объектов, 
атомная станция или нефтепровод. 

В настоящее время управление инвестиционными компаниями в 
области строительства немыслимо без оценки экологических характеристик 
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объекта инвестирования. При этом управление проектами сопровождается 
работой со страховыми компаниями. 

Страхование [2] как известно, разделяется на обязательное 
(соответствующие виды страхования устанавливаются законом) и 
добровольное (по договору между страхователем и страховщиком). 

Примером обязательного страхования является страхование 
ответственности за причинение вреда при эксплуатации опасного 
производственного объекта, введенное в действие Статьей 15 Закона РФ  
«О промышленной безопасности опасных производственных объектов». 

Этой Статьей определена обязательность страхования ответственности 
за причинение вреда жизни, здоровью или имуществу других лиц и 
окружающей природной среде в случае аварии на опасном производственном 
объекте. 

Тарифная ставка, по которой заключается договор страхования, как 
известно, носит название брутто-ставки, которая, в свою очередь, состоит из 
нетто-ставки и нагрузки. Собственно, нетто-ставка выражает ожидаемый 
уровень потерь от пожара, наводнения, взрыва и т.д. 

В основе построения нетто-ставки по любому виду страхования лежит 
вероятность наступления страховых случаев, например рассмотренных выше 
«смертельных событий». 

Расчеты тарифных ставок осуществляются с помощью актуарных 
расчетов (системы математических и статистических закономерностей), 
регламентирующих взаимоотношения между страховщиком и 
страхователями. Актуарные расчеты позволяют оценивать ожидаемый 
уровень потерь общества вследствие чрезвычайных ситуаций, 
обусловленных промышленными авариями, то есть техногенный риск.  

С помощью актуарных расчетов определяется доля участия каждого 
страхователя в создании страхового фонда, что и определяет, в конечном 
счете, размеры тарифных ставок. 

В настоящее время в РФ ущерб, нанесенный авариями, катастрофами, 
стихийными бедствиями измеряются затратами, которые возмещает 
государство. По данным МЧС России затраты на компенсацию 
материальных потерь от аварий, катастроф и стихийных бедствий 
составляют около 5 миллиардов рублей за счет средств федерального 
бюджета и около 7 миллиардов рублей за счет средств российских страховых 
компаний. 

В современных экономических условиях возможности государства по 
возмещению потерь от чрезвычайных ситуаций природного и техногенного 
характера крайне ограничены и основным резервом улучшения положения в 
этой области является страхование соответствующих рисков. 

Нахождение закона распределения случайной величины 
T{min(X,Y,Z,…,W)} − «первого смертельного» события для случая 
экологического страхования соответствует нахождению закона 
распределения первой природной или техногенной катастрофы, 
обусловленной конечной группой факторов риска X,Y,Z,…,W (социального, 
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индивидуального, экономического характера и других типов риска от 
различных природных и технологических опасностей). 

Как известно из статистики наблюдений за природными и 
техногенными катаклизмами [4] , распределение интервалов между 
последовательными катастрофами (в каком – либо участке территории, 
подверженной карстовым провалам), подчиняется логнормальному 
распределению.  

Средний за определенный интервал времени риск события A 
определяется из выражения 

R(A) = P(A) Y(A),  (2.9) 
где P(A) – повторяемость события A, имеющая размерность обратную 
времени, Y (A) – возможный одномоментный ущерб от события A, имеющий 
размерность потерь. 

Повторяемость обычно оценивается частотой события A , равной числу 
появления события в единицу времени, или другими словами, 
интенсивностью потока событий. 

В работе [4] предложено риск, определенный по формуле (2.9), 
называть комбинированным или приведенным (к единице времени) в 
соответствии со своим классификатором риска. Автором этой работы 
вводятся понятия стоимостного риска: 

R*(A) = Y(A)  (2.10)  
и событийного риска: 

(R*) (A) = P(A)  (2.11) 
Как следует из формулы (2.11) , событийный риск представляет собой 

одну из характеристик опасности «смертельного события» (в терминологии 
автора указанной выше работы – негативного события), в то время как 
стоимостный риск является показателем уязвимости объекта – системы 
(населения, жилой застройки и т.д.). 

Эти представления корреспондируют с методологией исследования 
систем управления на основе П-систем. 

В самом деле, в качестве события A нами рассматривается событие, 
состоящее в том, что за определенный интервал времени произойдет 
«смертельное событие» (природная или техногенная катастрофа ). 

Вероятность этого события вычисляется по формуле (2.8), выведенной 
для элементов П-системы. Но жилая застройка, население какого-либо 
региона и т.д., рассматриваемые как системы попарно взаимосвязанных 
элементов, в точности представляют собой П-систему. 

Следовательно, для (R*)(A) можно воспользоваться результатами, 
представленными в разделе 2.3.  

Размеры ущерба, или стоимостного риска, в каждом конкретном случае 
зависят, с одной стороны, от интенсивности негативного события (объем и 
скорость перемещения масс, пород, снега, воды, объем выброса, разлива, 
зоны поражения и т.д.), а с другой от уязвимости поражаемого объекта. 

Под уязвимостью поражаемого объекта понимается степень 
возможных потерь объекта или его отдельных элементов (люди, здания, 
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дороги, угодья, флора, фауна и т.д.), обусловленных действием на него 
поражающих факторов определенной интенсивности. 

Ниже изложен статистический метод оценки интенсивности 
негативного события [1]. 
 
2.5 Статистический метод количественной оценки интенсивности 
негативного события 

Количественная оценка устойчивости территорий в отношении 
провалов, как известно, проводится по целому ряду показателей [4]. Однако 
основным среди них является интенсивность провалообразования – 
среднегодовое количество карстовых провалов, отнесенное к единице 
площади. 

Точность его определения играет первостепенную роль в оценке 
надежности территории для строительства, т.е. в оценке вероятности того, 
что в течение определенного заданного времени эта территория не будет 
поражена карстовыми провалами диаметрами, превышающими 
фиксированную величину. 

Этот показатель представляет собой, как всякая средняя, случайную 
величину, и должен быть охарактеризован через свой закон распределения. 
Оценка этого закона может быть проведена на основании регистрации 
периодичности провалов, т.е. промежутков времени, через которые на 
площади 1 квадратный километр появляется один провал. 

Для решения этой задачи строится гистограмма распределения этих 
интервалов, которая затем аппроксимируется подходящим аналитическим 
законом, параметры которого определяются, например, методом 
максимального правдоподобия. При этом средняя периодичность провалов 
вычисляется как математическое ожидание длины интервалов, а 
среднегодовое количество карстовых провалов – как обратная ей величина. 

Однако этот простой алгоритм нуждается в серьезном теоретическом 
обосновании, поскольку гистограмма будет использована корректно, если 
допустить, что интервалы между провалами являются статистически 
независимыми и представляют собой реализации одинаково распределенных 
случайных величин.  

В данном разделе рассматривается статистический метод оценки 
степени достоверности этого допущения на основе имеющихся 
эмпирических данных. 

Эта задача может быть переформулирована как задача оценки 
взаимосвязи временных потоков провалов ( как событий на временной оси ) 
от двух расчетных участков.  

Потребуем выполнения следующего условия − в распоряжении 
исследователя имеются синхронные записи потоков провалов каждого 
отдельно взятого участка и двух вместе. 

Пусть это условие выполнено. 
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Обозначим через Х1 первый поток провалов, а через Х2 - второй. 
Предположим, что Х1 и Х2 − потоки восстановления, т. е. выполнены 
следующие допущения:  

1) случайные величины x1, x2, ... (интервалы между провалами) 
независимы; 

2) функции распределения величин x2, x3, ... одинаковы, т. е. Р(хk < t) = F(t) 
для k = 2, 3, 4, ... 

Заметим, что функция распределения F1(t) = Р(x1 < t) не обязана быть 
равной функциям распределения остальных интервалов, т. е. F1(t) ≠ F(t). 
Функцию F(t) = Р(хk < t), k = 2,3, ... называют функцией распределения 
потока восстановления. Для нахождения функции распределения первого 
интервала стационарного ординарного потока восстановления используем 
следующее утверждение (1). 

 
Рис. 2. Схема образования суперпозиции потоков. 
 ti, ti

’ − моменты появления событий (провалов) 
 

Утверждение 1. Пусть Х − стационарный и ординарный поток 
восстановления. Пусть F(t) − функция распределения потока, а F1(t) − 
функция распределения первого интервала, т. е. F1(t) = P (x1 < t). 

Пусть μ − среднее время между событиями потока восстановления. 

Тогда ∫ ΘΘ−=
t

FtF
0

1 d))(1(1)(
μ

. Будем называть два потока Х и Y независимыми, 

если независимы случайные величины х1,х2, х3 ..., y1, y2, y3 ... Здесь x1,x2, ... − 
длины интервалов потока X, y1,y2, ... − длины интервалов потока Y. 

Далее, пусть Х и Y − два потока. Снесем моменты появления событий 
потоков Х и Y на одну ось, как показано на рис.2. Поток Z, соответствующий 
полученной последовательности провалов, будем называть объединением 
(наложением), или суперпозицией потоков Х и Y.  

Справедливо утверждение 2. 
Утверждение 2. Пусть Х и Y − независимые стационарные 

ординарные потоки восстановления. Пусть  и  − функции 
распределения первого интервала времени для потоков Х и Y 
соответственно, а F

F X )(
1 F Y )(

1

x⊕Fy  − функция распределения объединения потоков Х и 
Y. Тогда 
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Пусть Z − объединение потоков Х1 и Х2. 

Обозначим через FZ функцию распределения потока Z. Допустим, что 
потоки Х1 и Х2 независимы. 

Тогда, как следует из утверждения 2, можно найти функцию 
распределения объединенного потока при условии независимости, т. е. 

, зная деления 
1
и 

2
потоков Х

21 XX FF ⊕ XF XF 1 и Х2. Обозначим через 
полученную таким образом функцию. 

21 XX FF ⊕

Понятно, что если функция FZ равна 
21 XX FF ⊕ , то гипотезу о 

независимости потоков Х1 и Х2 не следует отвергать. Следовательно, 
алгоритм оценки взаимн й независимости потоков сводится к проверке 
следующей основной гипотезы H. 

Гипотеза H. Распределения FZ и совпадают. 
21

Проверку этой гипотезы естественно осуществить с помощью критерия 
согласия Смирнова-Колмогорова. 

XX FF ⊕

Выдвинем гипотезу H1: структура потока каждого договора 
удовлетворяет следующей модели. 

Если x - интервал между провалами, последовательность появления 
которых составляет поток, то плотность вероятности fj(x) в такой модели 
описывается следующим выражением: 
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        (2.12) 

Здесь Nj = 1,2, ..., νj > 0, j =1,2. Распределение (2.12), как известно, 
является распределением Эрланга. 

Для проверки гипотезы Н1 используем метод максимального 
правдоподобия и критерий согласия χ2. Можно считать, что хi > 0  
для i = 1,2, ..., n. Проверку гипотезы Н1 разобьем на два этапа. 

Первый этап будет состоять в нахождении таких чисел N* и ν*, для 
которых соответствующая функция правдоподобия достигает максимума. 
Второй этап − проверка гипотезы H1, где N = N* и ν = ν*, с помощью 
критерия согласия χ2. Перейдем к подробному описанию этапов 1 и II. 

Этап 1. Нахождение N*, ν*. Очевидно, что функция правдоподобия 
для последовательности значений интервалов между провалами при условии 
выполнения гипотезы H1 имеет вид 
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Здесь xr  − вектор с координатами x1,x2,...xn. Требуется найти такие 
значения ν* и N* параметров ν и N, при которых достигается глобальный 
максимум функции правдоподобия L( xr ,N,ν). 

Далее будем придерживаться следующих обозначений: 
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Заметим, что из классического неравенства о среднем арифметическом 
S/n и среднем геометрическом n r  следует, что g ≥ 1; причем g = 1 тогда и 
только тогда, когда выполняется равенство x1 = x2 = ... = xn. 

Прежде чем приступить к нахождению N* и ν*, отметим, что 
справедливо следующие утверждения (3 и 4). 

Утверждение 3. Пусть δk = (1 + 1/k)k+1, где k = 1, 2, . . . Тогда  
а) если g > 1 и δ1 ≤ gе, то δk ≤ ge при k = 1,2,...; 
б) если g > 1 и δ1 > gе, то существует и единственно такое натуральное 

число k0, что δk > ge при 1 ≤ k < k0 и δj ≤ gе при j ≥ k0; 
в) если g = 1, то δk > gе при k = 1,2,... (здесь е - основание натуральных 

логарифмов).  
Утверждение 4. 
Случай 1. Пусть число g > 1. Тогда глобальный максимум функции 

правдоподобия L( xr ,N,ν) достигается при ν* = nN*/S, причем 
а) если gе ≥ 4, то N* = 1; 
б) если gе < 4, то N* = k0.
Случай 2. Если g = 1, то функция правдоподобия не ограничена сверху 

и потому глобального максимума не существует. 
Этап II. Проверка гипотезы H1 с помощью критерия согласия χ2 

проводится обычным образом. 
В качестве показателя уязвимости объекта предлагается использовать 

степень уязвимости, представляющую собой отношение пораженных 
(разрушенных) объектов (элементов) к общему их числу в зоне поражения, 
зафиксированное для событий определенной интенсивности, вычисленной по 
предложенному статистическому методу. 

Степень уязвимости предлагается выражать в долях единицы от 
возможных полных потерь в поражаемой зоне. 

Ущерб в формулах риска (1.10) и (1.11) связан со степенью уязвимости 
соотношением 

Y ( A ) = C Y П (A ),         (2.13) 
где CY(A) − степень уязвимости объекта при осуществлении события 

А определенной интенсивности, YП(A) – условный полный ущерб от 
события А, равный численности населения, количеству или стоимости всех 
объектов (элементов) в зоне поражения. 

Степень интенсивности можно определить отдельно для каждого 
объекта по эмпирическим зависимостям зависимости ущерба в социальной, 
экономической или экологической сферах от интенсивности этих процессов, 
полученным по результатам статистической обработки фактических данных 
или по данным моделирования негативных событий на основе использования 
теории систем бинарного типа с отношением эквивалентности ( П – систем). 
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Заключение  
Полученные результаты представляют собой решения ряда 

экономических задач, позволяющих осуществлять на количественной основе 
поддержку управления сложными хозяйственными системами: 

− страховыми компаниями, осуществляющими политику в разных 
видах страхования, 

− банками и инвестиционными компаниями за счет выбора 
оптимальной политики инвестирования, 

− фирмами за счет прогнозирования их финансового состояния. 
Полученные результаты не требуют проведения специальных 

статистических исследований или анализа уже имеющихся баз данных. Это 
обусловлено тем обстоятельством, что срок “жизни” каждого из 
рассматриваемых стохастических элементов системы управления: человека, 
элементов микросреды фирмы (финансовой службы, бухгалтерии, 
производства, службы маркетинга и т.д.), подразделений строительной или 
промышленной корпорации, товаров, услуг и многих других подчиняется 
одному и тому же закону распределения.  
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Глава 3. Метод исследования социально-экономических систем 
управления на основе математического моделирования этики бизнеса 
 

Введение 
В настоящее время очень популярным стал метод исследования 

социально-экономических систем управления, названный « прикладной 
этикой» (applied ethics). Его сущность состоит в рассмотрении проблем 
морали во всех экономических, социальных и политических ситуациях, 
требующих этического подхода.  

Особенно активно развиваются такие направления прикладной этики, 
как этика бизнеса, этика окружающей среды, биоэтика, этика средств 
массовой информации, космическая этика и т.д. 

Первые исследования, посвященные роли этического фактора в 
экономике, были выполнены в США. Теперь уже общепринято во всем мире, 
что строгое соблюдение этических норм является важным условием 
адекватного принятия решений и развития предпринимательства. 

В данной главе показано как можно посредством моделирования и 
количественного изучения влияния этических сторон бизнеса на такие 
микроэкономические характеристики региона, как обеспеченность товарами 
и услугами, вероятность кризисной ситуации (связанной, например, с 
нехваткой в течение некоторого времени особенно важного для жизни 
региона товара или услуги ) и др. принимать оптимальные управленческие 
решения, касающиеся региональной социально-экономической системы. 
 

3.1 Постановка задачи 
В морали оцениваются практические действия людей (поведение), их 

мотивы, побуждения и намерения. Строго говоря, мораль проявляется в 
поведении, во взаимоотношениях между людьми. Моральной оценке в жизни 
подвергаются нравственные качества личности, отдельные поступки 
человека, движущие мотивы конкретных действий. 

Нет ни одной области человеческой жизни, где не присутствовала бы 
мораль, связанная со всеми видами и сферами человеческой деятельности. 
Но эта связь очень сложна, поскольку помимо морали во всех сферах 
действуют и другие регуляторы поведения - правовые нормы, декреты 
государства, уставы и инструкции и т.д. 

В морали принято различать, такие понятия как должное и сущее. 
Должное – это некий идеал того, как следует поступать, т.е. « идеальные» 
требования. Сущее – это многообразие практических действий людей. 

Следовательно, должное и практически принятое совпадают не всегда 
и, если совпадают, то не полностью.  

Можно предположить, что этика предпринимательства обладает как 
общими чертами, так и определенными различиями в зависимости 
социально-экономических условий в конкретном регионе. 

Существуют два основных подхода к оценке влияния этики на бизнес. 
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Первый состоит в том, что во всех без исключения областях 
человеческой жизни необходимо следовать моральным нормам. Это 
поведение соответствует христианской этике и его нужно распространять на 
сферу бизнеса. Довольно давно ведется дискуссия о том, существует ли 
особая этика бизнеса, отличная от этической нормы христианской морали.  

Ряд ученых считает, что нет этики бизнеса. Есть этические нормы, 
типа: честность – лучшая политика (следуйте «золотому» правилу 
нравственности). Они размышляет о том, можно ли реально следовать этим 
принципам в рыночной среде и приходят к выводу, что любое свободно 
принятое решение обязательно имеет этическую составляющую. 

И решения, принимаемые в бизнесе, не являются исключением. 
Каждое решение в бизнесе является выражением философского и 
этического взгляда на жизнь. 

Изложенный подход принято называть моралистическим. 
Второй подход, в отличие от первого, носит чисто прагматический 

характер, состоящий в том, что бизнес должен приносить максимальную 
прибыль. Основная парадигма этого подхода состоит в том, что деловые 
отношения невозможно строить, если вы не в состоянии предсказать 
поведение партнера. 

Нормы морали в чем-то ограничивают бизнес, но одновременно 
выгодны и полезны для предпринимательства, которое рассчитывает на 
длительный успех, доброе имя и высокий престиж. 

Между этими двумя подходами не существует четкой границы. В 
реальной жизни они реализуются вместе и тесно переплетаются. При этом 
первый подход делает упор на убеждение и моральную ответственность. 
Второй подход опирается на нормативное регулирование через 
законодательство и воздействие, оказываемое на участников бизнеса 
средствами массовой информации. 

Строго говоря, существует и третий подход к рассмотрению этики 
бизнеса, который никак не связан с соображениями пользы и выгоды. 

Его можно назвать эвристическим. 
В истории человечества известны альтруистические поступки людей, 

логически не оправданные и даже не связанные с религиозными 
убеждениями. При оценке эффективности этики бизнеса нельзя не учитывать 
и этот фактор. 

В США этика бизнеса рассматривается с позиций популярной там 
теории социального обмена. Основная идея этой теории состоит в том, что 
деятельность людей очень сильно зависит от обмена с другими людьми 
информацией, идеями, знаниями, материальными благами и т.п. 

Существует сильная взаимозависимость бизнеса, общества и его 
членов. В каждом человеке необходимо видеть индивидуальность, личность. 
Человек должен осознать свою ответственность за принимаемые решения, 
поскольку они оказывают влияние на других людей. 
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Более того, не только решения, но и стиль поведения и манера общения 
с людьми - все это также является существенным для тех, с кем приходится 
иметь дело. 

Следовательно, можно сделать вывод о большом значении 
«личностных» элементов бизнеса, этики общения и имиджа менеджера.  

Наконец, следует отметить популярную в западной науке концепцию 
разумно понятого интереса. Ее представители пытаются гармонизировать 
взаимоотношения между бизнесом и обществом. Основная идея этой 
концепции заключается в попытке непротиворечивого соединения 
общественных интересов и эффективности бизнеса. Например, выдвинуто 
предложение включать в цену любой продукции затраты на решение 
глобальных проблем. 

Таким образом, в настоящее время очень актуальной является задача 
нахождения количественных показателей в оценке этики бизнеса и 
разработки математического аппарата для исследования влияния этической 
компоненты на эффективность бизнеса.  
 

3.2 Формализация задачи 
Этика предпринимательства проявляется при взаимодействии 

предпринимателей (фирм) с: 
 - заказчиками и поставщиками; 
 - потребителями; 
 - акционерами; 
 - персоналом в целом; 
 - каждым работником в отдельности; 
 - органами власти; 
 - конкурентами; 
 - местным населением. 

Оно проявляется также в неформальных коммуникациях. 
Для формализации задачи рассмотрим следующую модель.  
Пусть в некоторой местности построен супермаркет. Вокруг него 

имеются частные дома, банк, мэрия, церковь, колледж, полицейский участок. 
Очевидно, все эти объекты функционально взаимосвязаны между собой. 

Супермаркет представляет собой систему следующих взаимосвязанных 
отделов (служб): маркетинга, кадров, рекламы, логистики, охраны.  

В момент окончания постройки отделы и склады супермаркета еще 
пусты и не функционируют. 

Введем в рассмотрение декартову систему координат, где по оси 
абсцисс будем откладывать время  (неотрицательная величина), а по оси 
ординат будем откладывать величину потребности сообщества, 
проживающего в данной местности, в товарах и услугах. Обозначим ее  
(может принимать и положительные и отрицательные значения) и ее можно 
количественно оценить с помощью экспертов. 

t

z

Условно назовем ее положительные значения зоной «печали» (у 
населения есть потребности в товарах и услугах, а супермаркет еще не 
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работает), а ее отрицательные значения зоной « радости» (у населения есть 
избыток товара, купленный про запас и есть сертификаты на оказание 
разнообразных услуг, как то телефонные карточки, абонементы и на 
обслуживание, отдых и т.д.). 

Значение  означает ситуацию, когда товаров и услуг населением 
куплено ровно столько, чтобы жить «с колес». Экономически это 
оптимальная ситуация, так как « лишние» товары вызывают проблему их 
хранения, а сертификаты могут быть не использованы. Например, абонемент 
в бассейн часто не используется полностью или вообще не используется в 
связи с занятостью его обладателя. 

0=z

Подчеркнем, что мы рассматриваем ситуацию, когда все товары и 
услуги можно приобрести только в данном супермаркете. Это допущение не 
ограничивает общности рассуждений, так как в европейской провинции оно 
выполняется во многих случаях, а в американской провинции является 
законом. 

Пусть  − момент постройки супермаркета, а  − момент его открытия 
его. Очевидно, в течение времени [ ] величина  принимает постоянное и 
отрицательное значение. 

0t 1t

10 , tt z

С момента  (момента открытия супермаркета) величина  
увеличивает свое значение, поскольку супермаркет наполняется товарами и 
вводит службы сервиса. 

1t z

 Однако с момента  из-за нерасторопности менеджеров или в силу 
этических проблем, возникших между поставщиками и отделом маркетинга 
супермаркета, величина 

2t

z  уменьшает свое значение, т.е. ощущается большая, 
чем до момента , потребность в определенном товаре или услуге или в 
группе товаров.  

1t

Затем с момента  величина  опять увеличивает свое значение, так 
как менеджеры справились с ситуацией и обеспечили поставку данного 
товара или услуги потребителю (жителям данной местности, или commutity, 
как это называется в США). 

2t z

Этот процесс, то увеличения то уменьшения значения величины z , 
продолжается в силу влияния этических и экономических причин на 
организацию менеджерами супермаркета торговли товарами и услугами. 

Однако значения величины z  со временем имеют тенденцию к 
увеличению в силу организации торговли, налаживания связей с 
поставщиками, и в какой-то момент  пересекает ось абсцисс. 3t

Назовем интервал времени ( ] периодом оптимизма. 32 , tt
С момента  и до момента  в деятельности супермаркета и в жизни 

данной социальной общины наступает период « благополучия» (назовем его 
так, поскольку величина  принимает положительные значения). При этом и 
в периоде «благополучия» возможно увеличение или уменьшение значений 
величины 

3t 4t

z

z .  
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С момента  и до момента  наступает период «пессимизма». Он 
характеризуется тем, что значение величины  уменьшается, т.е. 
супермаркет не справляется с потребностями общины. Это может быть 
вызвано, например, высокими ценами, которые установил супермаркет на 
свои товары и/или услуги.  

4t 5t
z

В свою очередь, высокие цены обусловлены неудовлетворительной 
работой отдела маркетинга супермаркета, который ориентирован на 
«дорогого» поставщика.  

Это может быть в точности объяснено этическими проблемами 
взаимодействия руководства супермаркета и руководства фирмы − 
поставщика товаров или услуг. Например, поставщик может лоббировать 
интересы руководства супермаркета в органах управления регионом. 

В результате община начинает покупать товары в другом 
супермаркете, пусть дальше расположенном.  

С момента  и до момента  может начаться период, который можно 
назвать периодом « выживания» супермаркета. В этот период супермаркет 
вынужден идти на снижения цен и привлечение покупателей, неся большие 
убытки. 

5t 6t

С момента , если меры по оздоровлению финансового состояния 
супермаркета не увенчались успехом, возможно банкротство супермаркета, 
вследствие не выплаты долгов банку, и как результат − продажа 
супермаркета. 

6t

Очевидно, точно так же с позиций этики бизнеса ставится задача 
анализа деятельности любой фирмы или предприятия. 

 
3.3 Решение задачи 
Введем следующие функции. 
Пусть функция )exp()( 0 htztF −= , где  – константа,  – интенсивность 

удовлетворения потребностей общины,  – время, отражает характер 
удовлетворения покупателей – членов общины товарами и услугами. Выбор 
функции этого класса совершенно естественен, так как со временем (и 
достаточно быстро) супермаркет насыщает рынок товарами и услугами. 

0z h
t

Пусть функция brtatL +−−= ))exp(()(  отражает уровень наличия товаров 
и услуг в супермаркете в момент . t

Здесь r  – параметр, а  – постоянная, равная значению функции в 
начальный момент – момент открытия супермаркета,  – это уровень 
наличия товаров в супермаркете по прошествии достаточно большого 
времени его работы. 

b
a

Строго говоря,  – это случайные процессы, например процессы 
восстановления. 

)(),( tLtF

Рассмотрим случайный процесс 
)()()( tLtFtR −= . 

Он отражает ситуацию в общине в момент . t
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Если закон распределения  известен, то можно решать задачу 
следующего вида 

)(tR

,0))(( astRP =≥  
где P  – вероятность, а  – некоторые уровни, соответствующие 
катастрофическому состоянию в деятельности супермаркета и 
соответственно жизни общины, поскольку ей придется предпринимать меры 
через руководство общины, так как жителям общины гораздо удобнее 
покупать товары и пользоваться услугами «своего» супермаркета. 

0,as

 
Заключение 
В главе посредством моделирования показана возможность 

количественной оценки такого важного фактора бизнеса, как его этика.  
Ясно, что выбор функций  и  в таком виде как он сделан в 

данном разделе, не является строго обязательным. Более того, оценка 
параметров этих функций 

)(tF )(tL

r  и  должна строится на основании 
эмпирических данных, используя, например, метод максимального 
правдоподобия с последующей проверкой по критерию согласия « хи-
квадрат». 

h

Изложенный в данной главе метод количественной оценки этики 
бизнеса может быть перспективным в маркетинговых исследованиях систем 
управления, при оценке инвестиций и производственном и финансовом 
менеджменте. 
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Глава 4. Метод исследования хозяйственной системы с помощью  
математического моделирования (динамическое  программирование) 
 

Введение 
Динамическое программирование – это общий метод решения 

управленческих задач, когда общее решение заменяется решением 
последовательности задач, в каждой из которых количество переменных 
меньше, чем число переменных во всей задаче. 

Применим этот метод к управленческой задаче, известной как задача о 
распределении ресурсов. 

4.1. Формулировка задачи 
Пусть имеется некоторая сумма финансовых средств , которую 

нужно разделить между двумя отраслями производства. При этом известен 
годовой доход каждой отрасли при вложении в эту отрасль какого-то 
количества средств. 

0S

Пусть при вложении в первую отрасль количество финансовых 
средств, равное X , мы получаем годовой доход, равный , а в случае 
вложения во вторую отрасль финансовых средств 

1D )(X
Y , получаем годовой 

доход, равный . При этом мы допускаем, что не все средства, 
вложенные в любую из этих отраслей, используются до конца. 

)(2 YD

Допустим, что  – остаток на конец года при инвестировании )(1 XR X  
средств в первую отрасль, а  – при инвестировании средств )(2 YR Y  во 
вторую отрасль. 

Требуется так управлять распределением средств в обе отрасли, чтобы 
за  лет суммарный доход от обеих отраслей был бы максимальным. Мы 
допускаем, что в начале каждого года (кроме первого) между отраслями 
происходит перераспределение суммы средств, оставшихся от предыдущего 
года. 

n

 
4.2 Математическая модель задачи 
Пусть  и  – это средства, которые вкладываются в первую и 

вторую отрасль в начале - го года, и – остаток средств на конец i - го года, 
 = 1,2,…, . 

iX iY
i iS

i n
Тогда  =  + , iS )(1 iXR )(2 iYR

1−iS  =  + . iX iY
Следовательно 

iS  =  + . )(1 iXR )( 12 ii XSR −−

Суммарный доход за  лет запишется следующим образом: n

),...,,,...,,( 21,21 nYYYXXXF
n

 =  .  ∑
=

+
n

i
ii YDXD

1
21 ))()(( → max

При этом должны выполнятся следующие ограничения: 
011 SYX =+ , 
122 SYX =+ , 
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233 SYX =+ , 
………… 

1−=+ nnn SYX . 
 

4.3 Решение задачи 
Данная задача решается с помощью применения принципа Беллмана, 

который лежит в основе динамического программирования. Этот принцип 
состоит в том, что решение задачи на каждом шаге должно строится так, 
чтобы последующие шаги от данного шага до конца приводили к 
оптимальному решению всей задачи, а не только данного шага. 

 Чтобы следовать этому принципу задачу решают с конца. Сначала 
рассматривается  шаг, а именно выделение средств  и  при условии, 
что предпоследний шаг закончился остатком средств . Затем переходят к 

 шагу и управляют выделением средств  и  таким образом, чтобы 
суммарный доход за последние два года был максимальным, затем переходят 
к шагу n – 2 и т.д., вплоть до первого. 

n nX nY

1−nS
1−n 1−nX 1−nY

Поясним подробнее эти шаги: 
 
Первый шаг 
Найти наибольшее значение следующей функции: 

)}()(max{)}()(max{ 12121 nnnnnn XSDXDYDXDD −+=+= −  
0  0  ≤ nX ≤ 1−nS ≤ nX ≤ 1−nS
 
Второй шаг 
Найти наибольшее значение следующей функции: 

++−+=++= −−−−−−−− )(()()(max{)}()()(max{ 111221111211,1 nnnnnnnnnnn XRDXSDXDSDYDXDD

0≤  0  1−nX ≤ 2−nS ≤ 1−nX ≤ 2−nS
)}( 122 −− −+ nn XSR  

Последним будет шаг, состоящий в выделении средств  и , причем 
общее количество выделяемых средств известно уже не условно, а точно. 
Оно равно . 

1X 1Y

0S
 

Приведем конкретный пример решения данной задачи. 
Пусть =100, =3, = 0S n )(1 XD 2X , , , 2

1 2)( YYD = XXR 8.0)(1 = .3.0)(2 YYR =  
Доход за три года можно записать следующим образом: 

∑
=

+=
3

1
321321 ))()((),,,,,(

i
ii YDXDYYYXXXF .  

При этом  +  = 100,  +  = ,  +  = . 1X 1Y 2X 2Y 1S 3X 3Y 2S
Запишем решение на первом шаге.  

)}()(max{)}()(max{ 3223132313 XSDXDYDXDD −+=+= = 
0≤  0  3X ≤ 2S ≤ 3X ≤ 2S
= +  = = 2

3max{X })(2 2
32 XS − }2(2max{ 2

332
2
2

2
3 XXSSX +−+
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0≤  0  3X ≤ 2S 23 SX ≤≤

= . }423max{ 32
2
2

2
3 XSSX −+

0≤  23 SX ≤

График функции (  – параметр), стоящей в последних фигурных 
скобках, представляет собой параболу, ветви которой направлены вверх. 
Поэтому ее максимальное значение лежит на концах отрезка 0

2S

23 SX ≤≤ . 
Имеем 

,2)0( 2
233 SXD ==   

2
222

2
2

2
2233 423)( SSSSSSXD =−+== . 

Таким образом, максимальное значение равно , когда 2
22S 03 =X . 

Следовательно . 23 SY =

Рассмотрим теперь второй шаг: 
)}()(()()(max{)}()()(max{ 212213212212322213,2 XSRXRDXSDXDSDYDXDD −++−+=++=

0     012 SX ≤≤ 12 SX ≤≤  
=  = . 

0    0
}))(3.08.0(2)(2max{ 2

21
2
2

2
21

2
2 XSXXSX −++−+ 18.245.35.0max{ 21

2
2 +− XSX }2

1S

12 SX ≤≤ 12 SX ≤≤   
Аналогично первому шагу получаем 

,18.2)0( 2
133,2 SXD ==  

.28.1)( 2
1133,2 SSXD ==   

Таким образом, максимальное значение равно , когда 
  

2
118.2 S

.,0 122 SYX ==
Третий шаг: 

=+−+= }18.2)100()(max{ 2
112113,2,1 SXDXDD  

0 10001 =≤≤ SX   
=   =−++−+ }))100(3.08.0(18.2)100()(max{ 2

111211 XXXDXD
0 10001 =≤≤ SX  
= .  }))100(3.08.0(18.2)100(2max{ 2

11
2

1
2

1 XXXX −++−+
0 10001 =≤≤ SX  

Аналогично шагам 1 и 2 получаем 
,21962)0( 13,2,1 ==XD  

.23952)100( 13,2,1 ==XD  
Итак, максимальное значение дохода за три хозяйственных года равно  

23 952, когда   .0,100 11 == YX
Таким образом, оптимальное управление ресурсом в 100 единиц 

состоит в следующем: 
1. В первый год первой отрасли следует выделить финансовых средств 

в количестве 100 единиц, а второй – 0 единиц. 
2. Во второй год первой отрасли следует выделить 0 средств. Остаток 

средств после первого года хозяйствования будет равен следующей 
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величине: .801008.0)100( 11 =∗==XR  Поэтому второй отрасли надо выделить, 
следуя полученному решению, 80 единиц финансовых средств. 

3. В третий год первой отрасли надо снова выделить 0 средств. Остаток 
после второго года хозяйствования будет равен следующей величине: 

 Поэтому, следуя полученному решению, второй 
отрасли в третий год надо выделить 24 единицы. 

.24803.0)80( 22 =∗==YR

Общий максимальный доход, как уже отмечалось, при этом составит 
23 952 единицы.  

 
Заключение 
Заметим, что если бы мы принимали все время интуитивное решение 

вкладывать все средства на каждом шаге (в начале каждого хозяйственного 
года) во вторую отрасль (более доходную), то получили бы следующий 
общий доход: 

2000010022 22
1 =∗== YD , остаток равен 0.3∗  100 = 30, 

1800302 2
2 =∗=D , остаток равен 0.3∗  30 = 9, 

.16292 2
3 =∗=D  

Тогда общий доход за три года равнялся бы 20 000 + 18 00 + 162 = 
21962, что меньше, чем получилось при решении методом динамического 
программирования. 
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Глава 5. Линейное программирование  
в исследовании систем управления  

 
Исследование систем управления в части формализованных методов  

(т.е. нахождение оптимального способа действия в условиях определенных 
экономических ограничений) сводится к построению математических моде-
лей и анализу их характеристик. Совокупность математических методов, по-
зволяющих проводить такой анализ, образует раздел математики, называе-
мый математическим программированием [4],[5],[7]. 

Построение математической модели означает определение целевой 
функции  и множества ),...,,(),( 21 nxxxxxfZ ==

rr Ω , на котором она задана: 
Ω∈xr . Множество  называется областью допустимых планов задачи.  Ω
Тот план, на котором целевая функция достигает своего наибольшего 

(наименьшего) значения, – оптимальный план, т.е. решение задачи. Методы 
нахождения оптимального плана зависят от конкретного вида функции )(xf  
и множества . Вот почему математическое программирование состоит из 
нескольких разделов. В этой теме затрагивается один из них – линейное про-
граммирование. 

Ω

Линейным программированием называется раздел математического 
программирования, который занимается изучением линейных моделей. Это 
означает, что целевая функция ),...,,(),( 21 nxxxxxfZ ==

rr  представляет собой 
линейную функцию и множество Ω  задается линейными уравнениями и не-
равенствами: 

;... 11212111 bxaxaxa nn =+++  
……………………… 

;0,...2211 ≥=+++ kbxaxaxa knknkk  
;... 1,122,111,1 ++++ ≤+++ knnkkk bxaxaxa  

…………………………        (5.1) 
;,... ln2211 klbxaxaxa lnll ≥≤+++  
;... 1,122,111,1 ++++ ≥+++ lnnlll bxaxaxa   

…………………………  
;,...2211 lmbxaxaxa mnmnmm ≥≥+++  

0,...,0,0 21 ≥≥≥ jpjj xxx  
max(min)... 02211 →++++= cxcxcxcZ nn       (5.2) 

Здесь pijj jjjnjmiRacc ,...,,),,...,1,,...,1(,, 210 ==∈ − некоторые из чисел 1, 2, … ,  
. 

:n
},....,2,1{},...,,{ 21 njjj p ⊂

Ограничения (5.1) при 0=k  не содержат уравнений, при kl =  не со-
держат неравенств вида , при ≤ lm =  не содержат неравенств вида . Задача 
(5.1)-(5.2) называется общей задачей линейного программирования. 

≥
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Задача (5.1)-(5.2) называется стандартной задачей линейного програм-
мирования, если 0=k , lm =  (т.е. все ограничения (5.1) имеют вид нера-
венств ), ≤ np =  (т.е. условие неотрицательности наложено на все перемен-
ные), (т.е. в целевой функции (5.2) нет свободного члена). 00 =c

Приведем различные типы экономических задач, математическая по-
становка которых представляет собой разные варианты линейных моделей. 

 
5.1. Задача об ассортименте продукции 
Кондитерская фабрика вырабатывает и продает печенье и торты. Для 

изготовления каждого вида продукции фабрика использует сахар, яйца, муку 
(предположим, что все остальные ингредиенты имеются в избытке и поэтому 
не рассматриваются). Известны затраты каждого ресурса на производство 
1 кг выпечки, прибыль от продажи 1 кг продукции и количество ресурсов, 
которыми фабрика располагает на один день (Таблица 5.1). 

Таблица 5.1 
Изделие, расход на 1 кг Ресурсы 

Печенье Торты 
Дневной запас 

ресурса 
Сахар 0,4 кг 0,4 кг 120 кг 
Яйца 3 шт. 5 шт. 1500 шт. 
Мука 0,5 кг 0,25 кг 100 кг 
Прибыль от реализации 1 кг печенья составляет 3 у.е., а от реализации 

1 кг торта – 6 у.е. Требуется составить дневной план выпуска продукции, при 
котором фабрика получит наибольшую прибыль. 

 Математическая формулировка задачи. Главным моментом по-
строения математической модели является идентификация переменных (ис-
комых величин данной задачи). Далее следует определить ограничения на 
переменные, которые диктуются условиями исходной задачи. Эти ограниче-
ния и зададут множество . Теперь нужно определить цель, для достижения 
которой из всех допустимых значений переменных нужно выбрать те, кото-
рые будут соответствовать оптимальному (наилучшему) решению задачи. 
Формулировка этой цели на математическом языке и приведет к построению 
целевой функции.  

Ω

Пусть  – количество (в килограммах) печенья, выпускаемого фабри-
кой в день,  – количество (в килограммах) тортов, выпускаемых фабрикой 
в день. 

1x
2x

Тогда количество сахара, расходуемого фабрикой в день: 21 4,04,0 xx + . 
Это значение не должно превышать имеющийся у фабрики дневной запас са-
хара в 120 кг. Количество яиц, расходуемое в день: 21 53 xx + . Но их дневной 
запас 1500 шт. Количество муки, необходимое на день: . В на-
личии имеется 100 кг муки на день. 

21 5,025,0 xx +
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Очевидны следующие ограничения: 
10025,05,0;150053;1204,04,0 212121 ≤+≤+≤+ xxxxxx , 

где  (условие неотрицательности переменных). Прибыль за сутки 
составит  у.е., и ее, естественно, нужно максимизировать. Таким об-
разом, целевая функция имеет вид 

2,1,0 =≥ jx j

21 63 xx +
max63 21 →+= xxZ . 

 
5.2. Задача о диете  
Для поддержания здоровья собаку следует кормить мясом и овсянкой. 

В среднем в день собака съедает 2 кг пищи. При этом кормовой рацион дол-
жен удовлетворять определенным требованиям по питательности. Ограничи-
ваясь, для простоты, только тремя компонентами – белками, жирами и угле-
водами, – можно сказать, что дневной рацион собаки должен содержать: не 
менее 20% белков, не менее 10%, но не более 40% жиров, не менее 30% угле-
водов. 

В таблице 5.2 приведены данные по содержанию питательных веществ 
в каждом виде корма и стоимость его 1 кг.  

 Таблица 5.2 
Компоненты, на 1 кг  

Корм Белки Жиры 
Углеводы, на 

1 кг 
Стоимость, 

у.е. 

Мясо 0,25 0,15 0,35 5 
Овсянка  0,08  0,04 0,6 2 

Сколько мяса и сколько овсянки должна получать собака в день, чтобы 
были соблюдены все требования по питательности пищи, а затраты на ее со-
держание при этом были минимальны? 

Математическая формулировка задачи. Выберем переменные:  - 
содержание мяса (в кг) в дневном рационе собаки, - содержание овсянки 
(кг) в дневном рационе собаки. 

1x
2x

Теперь приступим к выводу ограничений. Общий вес дневной пищи 
составляет  кг, и это значение должно равняться 2 кг. Заметим, что ес-
ли оптимальное решение будет соответствовать расходу пищи, строго рав-
ному 2 кг (в день), ограничение, представленное в виде неравенств 

 не будет препятствовать получению такого решения. 

21 xx +

221 ≥+ xx
Теперь вспомним о требованиях, предъявляемых к пище с точки зрения 

ее питательности. 
Содержание белков в дневном рационе 21 08,025,0 xx +  должно быть не 

менее  21 08,025,0 xx + )(2,0 21 xx +≥ . Жиров должно быть не менее 10%: 
но и не более 40%: ),(1,004,015,0 2121 xxxx +≥+ ).(4,004,015,0 2121 xxxx +≤+   
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Углеводов требуется не менее 30%: ).(3,06,035,0 2121 xxxx +≥+  Эти 
ограничения можно упростить, объединив в левых частях неравенств члены, 
содержащие  и  1x :2x

,03,005,0
;036,025,0;006,005,0;012,005,0;2

21

21212121
≥+

≥+≥−≥−≥+
xx

xxxxxxxx
 

где (условие неотрицательности переменных). 2,1,0 =≥ jx j

Завершается построение математической модели данной задачи мини-
мизацией расходов по поддержанию отменного здоровья собаки 

 . min25 21 →+= xxZ
 
5.3. Задача по планированию работы автобусного парка 
Сбор и обработка необходимой информации показали, что минималь-

ное количество автобусов, которое может удовлетворить потребности в пере-
возках пассажиров по данному маршруту в микрорайоне, существенно меня-
ется в течение суток. Их количество можно считать величиной постоянной в 
пределах следующих четырехчасовых интервалов:  
6:00 – 10:00 10:00 –14:00 14:00-18:00 18:00 –22:00 22:00 – 2:00 

10 авт. 4 авт. 6 авт. 12 авт. 4 авт. 
В период с 2:00 до 6:00 автобусы не требуются. Также установлено, что 

с учетом затрат времени на текущий ремонт и обслуживание непрерывное 
использование автобуса на линии должно продолжаться только по 8 час в су-
тки. 

Требуется определить количество автобусов в каждой из смен, при 
учете, что оно должно быть не меньше минимальной потребности в них, а 
также, чтобы общее количество автобусов, выходящих на линию в течение 
суток, было минимальным. 

Математическая формулировка задачи. Заметим, что если ориенти-
роваться на общепринятый восьмичасовой график работы 6:00 – 14:00; 14:00 
– 22:00; 22:00 – 6:00, очевидно, что в первой смене должно работать не 
меньше 10 автобусов; во второй – не меньше 12 автобусов: а в третьей – не 
меньше 4 автобусов. Итого, минимальное количество автобусов, задейство-
ванных в течение суток, будет равняться 10+12+4=26. 

Однако более выгодным может оказаться график работы с наклады-
вающимися друг на друга сменами. Например, рассмотрим следующий гра-
фик работы автобусов. Пусть - число автобусов, выходящих на линию в 
6:00, - число автобусов, выходящих на линию в 10:00,  - число автобу-
сов, выходящих на линию в 14:00, - число автобусов, выходящих на ли-
нию в 18:00, - число автобусов, выходящих на линию в 22:00, - число 

1x
2x 3x

4x
5x 6x
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автобусов, выходящих на линию в 2:00. Тогда математическая модель будет 
представлена следующими ограничениями: 

,0;4;12;6;4;10 655443322161 ≥+≥+≥+≥+≥+≥+ xxxxxxxxxxxx
6,...,2,1,0 =≥ jx j  и целевой функцией min654321 →+++++= xxxxxxZ . 

Отметим, что предпоследнее неравенство в системе неравенств выпол-
няется автоматически, следовательно, его можно исключить. Анализ данной 
модели приводит к следующему оптимальному решению: для перевозок тре-
буется только 22 автобуса. Таким образом, варьирование выбора начала смен 
позволяет существенно улучшать решение задачи, а именно, уменьшать су-
точную потребность в автобусах. 

 
5.4. Задача о раскрое или минимизации обрезков 
Ателье по пошиву женских кожаных курток располагает кусками кожи 

определенного размера. Для модели, которая шьется в этом сезоне, требуется 
две детали типа А, три детали типа В и четыре детали типа С. В результате 
анализа всех возможных способов раскроя материала были получены пять 
разных вариантов, схематически представленных на рис. 1.1.  

 
Первый вариант (16 )  2дм

 А  В ******* 
******* 

Второй вариант (8 )  2дм
 С  В 
 С 

***** 
***** 

Третий вариант (0 )  2дм
 С  А 
 С 

Четвертый вариант (24 ) 2дм
 В  В ******************* 

******************* 
Пятый вариант (8 ) 2дм

 А  А * 
* 

Рис.5.1. Пять вариантов раскроя кожи 
 

Часть, обозначенная звездочками, представляет собой отходы. На де-
таль А уходит 40  кожи, на деталь В – 32  кожи и деталь С – 24 

кожи. Ателье имеет заказ на 100 курток. Требуется найти сочетание вари-
антов раскроя кожи, при котором имеющийся заказ будет удовлетворен с 
минимальными потерями. 

2дм 2дм
2дм
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Математическая формулировка задачи. Определим переменные сле-
дующим образом:  - количество кусков кожи, раскроенных по 5,...,2,1, =jx j
j  - му варианту. Тогда получим: деталей типа А 531 2xxx ++  штук, типа В 

 штук и типа С 421 2xxx ++ 32 22 xx +  штук. 
Обозначим через  избыточное количество деталей А, В, С со-

ответственно. Тогда 
321 ,, yyy

.40022;3002;2002 32342125311 −+=−++=−++= xxyxxxyxxxy  
Общее выражение для суммарной величины потерь кожи (в единицах 

площади) будет иметь следующий вид: 
3215421 243240824816 yyyxxxx ++++++ . 

Таким образом, имеем следующую математическую модель: 
;400220;3002;2002 332124211531 =−++=−++=−++ yxxxyxxxyxxx

.3,2,1,0;5,...,2,1,0 =≥=≥ kyjx kj  
min243240824816 3215421 →++++++= yyyxxxxZ  

Эта и подобные ей задачи решаются с помощью разных методов ли-
нейного программирования (графического, симплекс-метода и др.). В на-
стоящее время решение реализовано на основе применения электронных таб-
лиц MS Excel. 

 
5.5. Задачи линейного программирования для самостоятельного 

решения  
Задача 1. На одном из предприятий в специализированных бассейнах 

разводят на продажу два вида рыб - карпов и окуней. При этом используются 
два вида корма:  и . Средняя масса карпа составляет 2 кг, окуня – 1 кг. 
Карп в среднем потребляет 1 единицу корма  и 3 единицы корма  в день, 
окунь – 2 единицы корма  и 1 единицу корма . Ежедневный запас корма 

 составляет 500 единиц, корма  - 900 единиц. В каком количестве следу-
ет разводить каждый вид рыбы, чтобы максимизировать их общую массу? 
При этом, чтобы выполнить имеющийся заказ, окуней должно быть не менее 
50 .  

1k 2k
1k 2k

1k 2k
1k 2k

Ответ: .640,120,200 max21 === Zxx   
Задача 2. Фирма «Русский чайный дом» производит и продает две 

марки чая – «Боярский» и «Купеческий». Для их изготовления используются 
одни и те же сорта чая в разных пропорциях, указанных в таблице 5.3. В этой 
же таблице указаны дневные запасы ингредиентов.  
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Таблица 5.3 
Сорт Ингредиент (чай) 

«Боярский» «Купеческий» 
Запас на день, кг 

Цейлонский 0,6 0,3 54 
Индийский 0,3 0,2 48 
Грузинский 0,1 0,5 36 

Составить дневной план выпуска продукции, при котором прибыль 
фирмы будет максимальной, если прибыль от реализации 1 кг «Боярского» 
чая составляет 18 у.е., а от реализации «Купеческого» - 14 у.е. 

Ответ: 1920,60,60 max21 === Zxx . 
Задача 3. В ресторанах «McDonald’s» был проведен конкурс на самую 

популярную продукцию. Наибольшее признание получили два вида сендви-
чей: чизбургеры и гамбургеры. Для приготовления сендвичей требуется гор-
чица, кетчуп, мясо, и сыр в пропорциях, которые указаны в таблице 5.4. 

Таблица 5.4 
Ингредиент Чизбургер Гамбургер Запас ресурсов на 1 ч
Горчица 0,6 мл 0,6 мл 27 мл 
Кетчуп 8 мл 5 мл 300 мл 
Мясо 40 г 65 г 2600 г 
Сыр 15 г 0 450 г 
Прибыль от реализации одного чизбургера составляет 20 у.е., а от реа-

лизации гамбургера 15 у.е. Какое количество сендвичей каждого вида нужно 
изготавливать в час, чтобы прибыль ресторана была максимальной? При 
этом нужно учесть, что для обеспечения ассортимента сендвичей каждого 
вида необходимо изготавливать не менее 15 шт. в час. 

Ответ: .800,20,25 max21 === Zxx  
Задача 4. Предприятие по производству сплавов цветных металлов 

специализируется на производстве латуни и нейзильберов. Затраты ресурсов 
на изготовление каждого сплава, их дневной запас и прибыль от продажи од-
ной тонны сплава представлены в таблице 5.5. 

Таблица 5.5 
Ресурсы Латунь на 1 т Нейзильберы на 1 т Дневной запас 

ресурса, т 
Медь 0,50 0,75 8,25 
Никель 0,04 0,10 1,00 
Цинк 0,45 0,25 5,00 
Прибыль от реализации 1 т латуни составляет 600 у.е., а 1 т нейзильбе-

ров – 1120 у.е. Составить дневной план выпуска продукции, при котором 
предприятие получит максимальную прибыль. 

Ответ: .11770,5,8,75,3 max21 === Zxx  
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Задача 5. Фармацевтическая фирма для изготовления двух видов сер-
дечных препаратов использует три полуфабриката: фенотерол, динатрий, 
эналаприл. Их дневной запас составляет 400, 1500 и 900 кг соответственно. В 
результате смешивания этих трех компонентов в пропорции 1:3:1 получают 
сердечный препарат «энап», а при смешивании в пропорции 1:5:3 – сердеч-
ный препарат «энвас». 

Прибыль от реализации 1 кг энапа составляет 300 у.е., а от реализации 
1 кг энваса – 400 у.е. Определить дневной план выпуска продукции, при ко-
тором фирма получит максимальную прибыль. 

Ответ: .135000,150,250 max21 === Zxx  
Задача 6. Комбинат по переработке фруктово-ягодной продукции про-

изводит мармелад и фруктовый концентрат. Для изготовления каждого вида 
продукции необходимы вода, сахар и фрукты. Пропорции, в которых они ис-
пользуются, указаны в таблице 5.6. Прибыль от реализации 1 т мармелада 
равна 7 у.е., а от реализации 1 т фруктового концентрата – 10 у.е. Сколько 
тонн мармелада и фруктового концентрата должен выпускать комбинат, что-
бы получить максимальную прибыль? 

 Таблица 5.6 
Ресурсы Мармелад, т Фруктовый 

концентрат, т 
Дневной запас 
ресурса, т 

Вода 0,5 1 6 
Сахар 1 1 8 
Фрукты 2 1 14 
Ответ: .68,4,4 max21 === Zxx  
Задача 7. В результате проведенного технико-экономического анализа 

на пивоваренном заводе выяснилось, что разработка, производство и про-
движение на рынке большого ассортимента пива «съедают» громадную часть 
прибыли. 

Проведя маркетинговое исследование потребительского спроса, руко-
водство завода пришло к выводу, что большинство потребителей предпочи-
тают давно известные, привычные сорта пива. Было принято решение о 
дальнейшем выпуске только двух сортов пива – «С» и «П». Для производства 
пива требуются солод, хмель и вода (таблица 5.7). 

 На основе имеющихся данных о затратах каждого ресурса на 1 л пива 
перед экономистами завода была поставлена задача рассчитать дневной план 
выпуска продукции, при котором предприятие получит наибольшую при-
быль. При этом прибыль от реализации 1 л пива сорта «С» составляет 10 у.е., 
а от реализации 1 л пива сорта «П» − 12 у.е.  
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Таблица 5.7 
Ресурсы «С» «П» Дневной запас 

ресурса, л 
Солод  0,3  0,4  800 
Хмель  0,1  0,2  400 
Вода  0,6  0,4  1000 
Ответ:  и 6661 =x 24666,1500,3/2 max2 == Zx 3 и /2 . 
Задача 8. Экспериментальная лаборатория «Эвента» в качестве новей-

шей разработки начала выпуск и продажу опытной партии образцов – крема 
для быстрого роста ногтей и крема для тела, способствующего снижению ве-
са. Для изготовления каждого уникального крема используются активные 
вещества – гиалурон, карбопол и аллантоин (остальные ингредиенты имеют-
ся в избытке). Поскольку партия является опытной, дневной запас ресурсов 
невелик. Затраты каждого ресурса на изготовление одного флакона крема и 
количество ресурсов, которыми лаборатория располагает на один день, при-
ведены в таблице 5.8. Прогнозируемая прибыль от продажи одного флакона 
крема для тела составляет 6 у.е., а от продажи одного флакона крема для ног-
тей – 5 у.е. 

 Таблица 5.8 
Ресурс Крем для тела, г Крем для ногтей, г Дневной запас 

ресурса, г 
Гиалурон 1 1 5 
Карбопол 3 2 12 
Аллантоин 5 1 15 
Необходимо составить дневной план выпуска продукции, при котором 

лаборатория получит наибольшую прибыль. 
Ответ: .27,3,2 max21 === Zxx  
Задача 9. На конезаводе «Восход» занимаются племенной работой по 

разведению двух пород лошадей – чистокровной верховой и тракененской. 
Для обеспечения нормальных условий выращивания лошадей они должны 
получать в день определенное количество кормов (таблица 5.9). Также в таб-
лице указано общее количество корма каждого вида, которым конезавод рас-
полагает на день. Прибыль от реализации лошади породы «чистокровная вер-
ховая» составляет 1600 у.е., а от реализации лошади породы «тракененская» 
– 1200 у.е. 

Таблица 5.9 
Корма Чистокровная 

верховая, кг 
Тракененская, кг Дневной запас 

корма, кг 
Сено 2 3 180 
Овес 4 1 240 

Ячмень 6 7 426 
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Сколько лошадей каждой породы нужно выращивать, чтобы прибыль 
конезавода была максимальной? 

Ответ: .105600,12,57 max21 === Zxx  
Задача 10. Горнолыжный курорт предоставляется на определенное 

время для тренировок олимпийской сборной, а в остальное время открыт для 
любительского катания. Он работает ежедневно с 10 часов до 22 часов. 
Мощность местной электростанции такова, что она вырабатывает электро-
энергию на сумму не более 1 000 у.е. в неделю, из которой 100 у.е. необхо-
димо затрачивать на освещение. 

Остальные средства идут на работу подъемников. Во время тренировок 
сборной на склоне работает один подъемник, который затрачивает электро-
энергию на 5 у.е. в час, для коммерческого катания (в среднем количество 
катающихся составляет 50 человек) запускается четыре аналогичных подъ-
емника.  

Среди отдыхающих 100% пользуются подъемником, прибыль от кото-
рого составляет 4 у.е. в час с каждого катающегося , 60% берут на прокат 
снаряжение, что приносит прибыль 3 у.е. в час за комплект, 10% нанимают 
инструктора, что приносит курорту еще по 5 у.е. дохода в час с каждого обу-
чающегося.  

Рассчитать, какое количество часов в неделю склон должен быть пре-
доставлен олимпийской сборной и какое - должен быть открытым для люби-
тельского катания, если сборная платит за аренду склона 105 у.е. в час (в це-
ну включен подъемник) и ей необходимо для тренировок не менее 20 часов в 
неделю. Прибыль от работы горнолыжного курорта должна быть максималь-
но возможной. 

Ответ: .15540,32,52 max21 === Zxx  
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Глава 6. Исследование процессов управления 
 на основе сетевых методов  

Одним из эффективных способов представления и управления слож-
ными процессами являются методы сетевого планирования и управления 
(СПУ) [2],[3],[6]. 

Методы СПУ применяются в различных сферах: при проведении мар-
кетинговых исследований, проектировании опытно-конструкторских разра-
боток, освоении опытного и серийного производств продукции, управлении 
строительством объектов, разработке бизнес-планов и проектов, реструкту-
ризации действующего производства, подготовке различных категорий пер-
сонала, управлении инновационной деятельностью и т. п. 

В основе СПУ лежит сетевая модель, графическое представление кото-
рой называется сетевым графиком. Сетевая модель представляет собой план 
выполнения некоторого комплекса взаимосвязанных работ (операций), за-
данного в виде сети, в которой отражаются все логические и хронологиче-
ские взаимосвязи и результаты выполняемых работ, необходимые для дос-
тижения конечной цели планирования. 

Сетевой график указывает виды работ, их последовательность, а также 
время их выполнения, необходимые для окончания всех видов деятельности 
не позже заданного или планируемого срока.  

Основными элементами сетевой модели являются виды работ и собы-
тия. 

Работа представляет собой выполнение некоторого мероприятия, на-
пример, выполнение определенной технологической, управленческой или 
других операций. Работа связана с затратами времени и ресурсов, она должна 
иметь начало и конец. На сетевом графике работа изображается стрелкой. 
Событиями называют начальные и конечные точки работы, например, нача-
ло или окончание производственной операции. 

 Предполагается, что событие не имеет продолжительности и не требу-
ет затрат ресурсов. Событие может начаться только тогда, когда закончатся 
все работы, ему предшествующие. Последующие работы могут начаться 
только тогда, когда событие свершится. События на графике изображаются 
кружками. Выделяют исходное и завершающее события. Исходное событие 
не имеет предшествующих работ и событий. Завершающее событие не имеет 
последующих работ и событий.  

 
6.1. Построение и расчет сетевой модели 
Сетевой график формируется на начальном этапе планирования про-

цесса. 
Вначале планируемый процесс разбивается на отдельные работы, со-

ставляется перечень работ и событий, продумываются их логические взаимо-
связи и последовательность выполнения. Работы закрепляются за ответст-
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венными исполнителями, с помощью которых оценивается длительность ка-
ждой работы. Затем составляется сетевой график. После упорядочения сете-
вого графика рассчитываются параметры событий и работ. Далее проводятся 
анализ и оптимизация сетевого графика, который при необходимости строит-
ся заново с пересмотром параметров событий и работ. При построении сете-
вого графика необходимо соблюдать ряд правил:  

1. В сетевой модели не должно быть событий, из которых не выходит 
ни одна работа (дуга), за исключением завершающего события.  

2. В сетевой модели не должно быть событий, в которые не входит ни 
одна работа (дуга), за исключением исходного события.  

3. В сети не должно быть замкнутых контуров и петель, т.е. путей, со-
единяющих некоторые события с ними самими.  

4. Любые два события должны быть непосредственно связаны не более, 
чем одной работой. 

5. В сети рекомендуется иметь одно исходное и одно завершающее со-
бытие. 

Если в составленной сети указанные правила не соблюдаются, то целе-
сообразно обеспечить их выполнение с помощью введения фиктивных работ 
и событий. 

Каждая работа кодируется индексом с номерами событий, между кото-
рыми она заключена. Совершение события зависит от окончания самой 
длинной из всех входящих в него работ. Последовательные работы и события 
формируют пути, которые ведут от исходного события к завершающему. 
Полный путь − любой путь, начало которого совпадает с исходным событием 
сети, а конец – с завершающим. Наиболее продолжительный полный путь в 
сетевой модели называется критическим. Он определяет время выполнения 
проекта в целом. Основные задачи сетевого планирования – нахождение кри-
тического пути и определение возможностей его сокращения (оптимизации). 

При анализе сетевых моделей прежде всего вычисляют их временные 
параметры. К основным временным параметрам относятся продолжитель-
ность критического пути (критический срок), резервы времени событий и ре-
зервы времени работ. 

Критический путь − это наиболее протяженный по времени полный 
путь; его продолжительность и определяет критический срок ( ). Критиче-
ских путей на сетевом графике может быть несколько. 

kpt

Ранний срок  свершения события )( jt p j  − это самый ранний момент, к 
которому завершаются все работы, предшествующие этому событию: 

,),());,()(max()( +∈+= jpp Ujijititjt   (6.1) 
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где  − множество работ, заканчивающихся +
jU j -м событием;  − ранний 

срок свершения начального события работы 
)(it p

),( ji ; ),(i jt  − продолжитель-
ность работы ),( jit . Предполагается, что ,)(,0)( kppp tStIt ==  где SI ,  − ис-
ходное и завершающее события, соответственно.  

Поздний срок  свершения события  − такой предельный момент, 
после которого остается ровно столько времени, сколько необходимо для 
выполнения всех работ, следующих за этим событием: 

)(itn i

,),());,()(min()( −∈−= inn Ujijitjtit   (6.2) 

где  − множество работ, начинающихся -м событием;  − поздний 
срок свершения конечного события работы . Для завершающего события 

 предполагается, что 

−
iU i )( jtn

),( ji
S .)()( kppn tStSt ==  

Резерв времени  события  показывает, на какой предельно допус-
тимый срок может задержаться свершение события  без нарушения срока 
наступления завершающего события: 

)(iR i
i

)()()( ititiR pn −= .  (6.3) 
Ранний срок начала работы : ),( ji

)(),(. itjit pnp = .  (6.4) 
Ранний срок окончания работы : ),( ji

),()(),(. jititjit pop += .  (6.5) 
Поздний срок начала работы : ),( ji

),()(),(. jitjtjit nnn −= .  (6.6) 
Поздний срок окончания работы : ),( ji

)(),(. jtjit pon = .  (6.7) 
Ранний срок свершения события j  часто находят по формуле 

+∈= jopp Ujijitjt ),();,(max)( .   (6.8) 
а поздний срок свершения события i  − по формуле 

_
. ),();,(min)( innn Ujijitit ∈=   (6.9) 

Полный резерв времени  работы  − это максимальный запас 
времени, на которое можно задержать начало работы или увеличить ее про-
должительность при условии, что весь комплекс работ будет завершен в кри-
тический срок: 

),( jiRn ),( ji

),()(),()()(),( . jitjtjititjtjiR opnpnn −=−−=  (6.10) 
Свободный резерв времени  работы  − это максимальный за-

пас времени, на которое можно отсрочить или (если она началась в свой ран-
),( jiRc ),( ji
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ний срок) увеличить ее продолжительность при условии, что не нарушатся 
ранние сроки начала всех последующих работ: 

),()(),()()(),( . jitjtjititjtjiR oppppc −=−−=   (6.11) 
Критические работы, как и критические события, резервов не имеют. 
Методику расчетов сети проиллюстрируем на примере сетевого графи-

ка, изображенного на рис. 6.1. Здесь каждый кружок, моделирующий собы-
тие, разделен диаметрами на четыре сектора.  
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Рис. 6.1. 
 

В верхнем секторе запишем номер (шифр) i  события, в левом − по мере 
вычислений будем записывать ранний срок  совершения события , в 
правом − поздний срок , в нижнем − резерв  времени события. Расче-
ты проводят в четыре этапа - вычисляют , ,  и выделяют крити-
ческий путь. 

)( jt p i

)(itn )(iR
)( jt p )(itn )(iR

I этап. При вычислении ранних сроков свершения событий переме-
щаются по сетевому графику от исходного события 1 вправо по мере возрас-
тания номеров событий. 

Поскольку , в левый сектор кружка 1 запишем 0. Затем рас-
смотрим событие 2, в которое входит только одна работа (1, 2). В соответст-
вии с формулой (6.1) сложим число 

0)1( =pt

0)1( =pt  с числом  и результат 
 запишем в левый сектор кружка 2. Аналогично находим 

 и записываем в левый сектор кружка 3.  

4)2,1( =t

4)2( =pt

550)3,1()1()3( =+=+= ttt pp

При вычислении  учитываем, что в событие 4 входят две работы: 
(1, 4) и (3, 4). Составим две суммы: 

)4(pt

)4,1()1( tt p +  и )4,3()3( tt p + . По формуле (6.1) 
найдем 
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 12)75,60max())4,3()3(),4,1()1(max()4( =++=++= ttttt ppp ,  
поэтому в левый сектор кружка 4 запишем 12. Аналогично вычислим ранние 
сроки и всех остальных событий, помня, что продолжительность фиктивной 
работы принимается равной 0. В конце вычислений найдем , т.е. 
критический срок. Итак,  

26)11( =pt

.26=kpt

II этап. При вычислении поздних сроков свершения событий переме-
щаются по сетевому графику от завершающего события влево по мере убы-
вания номеров событий. Поскольку )()( StSt pn = , то в правый сектор кружка 
11 запишем число .  .26)11( =pt

 Рассмотрим далее предшествующее событие 10, из которого выходит 
только одна работа (10, 11) продолжительностью 3)11,10( =t . Следовательно, 
по формуле (6.2) получим 23326)11,10()11()10( =−=−= ttt nn . Этот результат и 
запишем в правый сектор кружка 10. Аналогично находим 

.19423)10,9()10()9( =−=−= ttt nn   
Из события 8 выходят три работы: (8, 9), (8, 10), (8, 11), поэтому опре-

делим поздний срок по каждой из этих работ, т.е. составим три разности: 
 и )10,8()10(),9,8()9( tttt nn −− )11,8()11( ttn − . В соответствии с формулой (6.2) вы-

бираем из них минимальную, которая и определит , т.е. )8(nt
.17)226,523,219min()8( =−−−=nt  Это число и запишем в правый сектор кружка 

8. Аналогично определяются поздние сроки свершения и всех остальных со-
бытий сетевого графика. Заметим только, что результатом расчетов должно 
быть равенство  .0)1()( == nn tIt

III этап. Для определения резервов времени событий в соответствии с 
формулой (6.3) достаточно из чисел, записанных в правых секторах кружков, 
вычесть числа, записанные в левых секторах. Полученные значения записы-
ваются в нижние секторы. 

IV этап. У критических событий резерв времени равен 0, так что ран-
ние и поздние сроки свершения совпадают. В нашем примере критическими 
являются события 1, 2, 5, 8, 9, 10 и 11, они и определяют критические работы 
и критический путь: 1−2−5−8−9−10−11. Все остальные временные параметры 
(сроки начала и окончания работ, резервы времени работ) легко определяют-
ся по найденным значениям  и  на основе формул (6.4) − (6.11). Так, для 
определения полного резерва времени работы надо из числа, стоящего в пра-
вом секторе кружка, изображающего конечное событие работы, вычесть чис-
ло, записанное в левом секторе кружка, соответствующего начальному собы-
тию этой работы, и продолжительность работы (например, 

). 

pt nt

311216)7,4( =−−=nR
Построение сетевой модели и ее последующий анализ рассмотрим на 

конкретном примере.  
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6.2. Пример сетевого планирования 
Перечень работ по организации на промышленной выставке зала для 

демонстрации образцов продукции, выпускаемой производственным объеди-
нением, приведен в табл. 6.1. Требуется построить сетевой график выполне-
ния комплекса работ. 

 Таблица 6.1 
Содержание работы Исходная 

работа 
Опирается
на работу 

Обор образцов продукции для выставки 1a  - 
Изготовление информационных и рекламных мате-
риалов, указателей, надписей и т. д. 

2a  1a  

Изготовление стендов и другого оборудования для 
установки образцов в демонстрационном зале 

3a  1a  

Доставка образцов в демонстрационный зал 4a  1a  
Доставка в демонстрационный зал стендов и другого 
оборудования 

  5a 4a  

Монтаж стендов и другого оборудования 6a  5a  
Установка образцов продукции на стендах 7a  3a ,  6a
Оформление залов и стендов указателями, надпися-
ми, рекламными и информационными материалами 

8a  2a ,  7a

Репетиция открытия выставки 9a  8a  
  
Решение. Обозначим работы в порядке их следования через . 

С учетом технологической зависимости работ друг от друга, установим их 
последовательную связь, т.е. для каждой работы укажем, на какие работы она 
«опирается». 

921 ,...,, aaa
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Рис. 6.2. 

 
Приступив к построению сетевого графика (рис. 6.2), замечаем, что ра-

бота  не опирается ни на какую работу, поэтому она изобразится дугой, 
выходящей из события 1, означающего исходный момент, с которого начи-

1a
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нается выполнение рассматриваемого комплекса работ. На работу  опира-
ются работы ,  и , поэтому дуги, соответствующие этим работам, на 
сетевом графике будут следовать непосредственно за дугой  (от события 2, 
означающего момент окончания работы  и начало работ ,  и ). На 
работу  опирается работа , а на нее − работа , что и отражено на сете-
вом графике следующими друг за другом дугами  и . Работа  опира-
ется на работы  и  , поэтому дуга  исходит из события 5, означающе-
го момент, к которому завершены обе эти работы. Аналогичная ситуация 
имеет место и для работы , исходящей из события 6, которое означает факт 
выполнения работ  и . Дуга  соответствует последней работе, а ко-
нечное ее событие 8 означает момент завершения работ всего рассматривае-
мого комплекса. 

1a
2a 3a 4a

1a
1a 2a 3a 4a

4a 5a 6a
5a 6a 7a

3a 6a 7a

8a
2a 7a 9a

В настоящее время сложные задачи сетевого программирования реша-
ются c помощью компьютера на основе применения электронных таблиц  
MS Excel. 

 
6.3. Задачи сетевого планирования  для самостоятельного решения 
Задача 1. На сетевых графиках, изображенных на рис. 6.3, найти ошиб-

ки, считая, что каждый график имеет одно исходное I  и одно завершающее 
S  событие. 
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Задача 2. Построить фрагмент сетевого графика, включающего пять 
работ, если работы и начаты одновременно, работа может быть нача-
та после выполнения работ , работа может начаться после выпол-
нения работы . 

2a 3a 4a
321 ,, aaa 5a

3a
Задача 3. Построить фрагмент сетевого графика, если начало работы 

 зависит только от окончания работ  и , начало работы − только от 
окончания работы , начало работы — только от окончания работ  и 

. 

5a 1a 3a 4a
3a 6a 2a

3a
Задача 4. Построить фрагмент сетевого графика, содержащего шесть 

работ, если начало работы  зависит от результата выполнения работы , 
работа может быть начата после выполнения работ , работа может 
быть начата после завершения работ и . 

4a 2a
5a 21,aa 6a

3a 4a
Задача 5. Построить фрагмент сетевого графика, если он включает 

семь работ и при этом работа  выполняется после работ  и , работа 
 начинается после выполнения работы , работа может быть выпол-

нена после работ  и  , работа  выполняется после завершения работ 
 и . 

3a 1a 4a
4a 2a 6a

4a 5a 7a
3a 6a

Задача 6. Построить сетевой график по следующим данным: работы 
 могут выполняться одновременно после свершения исходного со-

бытия; работы и начинаются после окончания работы , работы  и 
могут начаться после выполнения работ  и , начало работ  и  за-

висит от результата работы , работа  может быть начата после выпол-
нения работ  и ,к работе  можно приступить после завершения работ 

и , работу  следует начать после окончания работы , работа  

будет выполняться после завершения работ ,  и . 

321 ,, aaa
4a 5a 1a 6a

7a 2a 4a 8a 9a
3a 10a

5a 6a 11a

7a 8a 12a 9a 13a

10a 11a 12a
Задача 7. Построить сетевой график по следующим данным: 
а) Таблица 6.2 

Исходная работа Опирается на работу 
1a  − 
2a  − 
3a  − 
4a  1a  
5a  2a  
6a  2a  
7a  3a ,  5a

8a  4a , ,  6a 7a
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б) Таблица 6.3 
Исходная работа Опирается на работу 

1a  − 
2a  − 
3a  − 
4a  1a ,  2a

5a  2a ,  3a

6a  2a ,  3a

7a  6a  
8a  4a ,  ,  5a 7a

в) Таблица 6.4 
Исходная работа Опирается на работу 

1a  − 
2a  − 
3a  1a ,  2a

4a  1a  
5a  1a  
6a  4a ,  5a

7a  4a ,  5a

8a  3a ,  7a
Задача 8. Строительная фирма-подрядчик пытается составить план ра-

бот, связанных со строительством дома по заказу. В таблице приводятся дан-
ные о последовательности работ, отношениях предшествования и продолжи-
тельностях работ. Постройте соответствующую сетевую модель для последо-
вательности работ и проанализируйте ее. 

 Таблица 6.5 
Ра-
бота 

Описание работ Непосредственно 
предшествую-
щие работы 

Продолжитель-
ность работ,  

сутки 
a Начало  0 
b Рытье котлована и заливка основания a 4 
c Заливка бетонного фундамента b 2 
d Сооружение деревянного каркаса,  

в том числе крыши 
c 4 

e Выполнение кирпичной кладки d 6 
f Укладка канализационных и водопро-

водных труб в подвальном помещении 
c 1 

g Заливка пола подвального помещения f 2 
h Установка водопроводных труб f 3 
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i Прокладка проводов d 2 
j Установка отопления и  

вентиляции 
d,g 4 

k Крепление штукатурных труб и штука-
турные работы 

i,j,h 10 

l Кладка покрытия пола k 3 
m Установка кухонной арматуры l 1 
n Завершение слесарно-водопроводных 

работ 
l 2 

o Завершение плотницких работ l 3 
p Кровельные работы и нанесение гид-

роизоляции 
e 2 

q Крепление водосточных труб p 1 
r Кладка коллектора ливневых вод c 1 
s Циклевка и покрытие  

полов лаком 
o,t 2 

t Покраска m,n 3 
u Завершение установки электрообору-

дования 
t 1 

v Земляные работы q,r 2 
w Заливка пешеходных дорожек и благо-

устройство территории 
v 5 

x Окончание s,u,v 0 
Задача 9. Рассматривается проект по организации сбыта нового изде-

лия. В таблице приводятся продолжительности работ, необходимых для вы-
полнения проекта. Найдите минимальное время выполнения проекта. 

 Таблица 6.6 
Номер Работы Предшествующие 

работы 
Продолжительность, 

недели 
0 Планирование работ − 3 
1 Составление учебного плана 0 6 
2 Отбор слушателей 0 4 
3 Подготовка брошюры 0 3 
4 Проведение учебных занятий 1,2,3 1 
5 Поставка образцов продукции 0 4 
6 Печатание брошюры 3 5 
7 Подготовка рекламных мате-

риалов 
0 5 

8 Выпуск рекламных материа-
лов 

7 1 

9 Распространение брошюры 6 2 
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Задача 10.Фундамент здания больницы состоит из четырех последова-
тельно сооружаемых секций. Для сооружения каждой секции необходимо 
выполнение таких работ, как рытье котлована, монтаж арматуры и заливка 
бетоном.  

Рытье котлована для какой-либо одной секции не может начинаться до 
завершения этой работы для предыдущей секции. Это же относится и к за-
ливке бетоном. После того как все котлованы вырыты, могут начинаться сле-
сарно-водопроводные работы, но до заливки бетона можно выполнить только 
15% этой работы. После подготовки фундамента каждой секции можно на-
чинать выполнение еще 10% слесарно-водопроводных работ, если выполне-
ны предыдущие 15% работы. Постройте сетевую модель для этого проекта. 
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