
Е. Г. Семенова, М. С. Смирнова

ОСНОВЫ
ЭКОНОМЕТРИЧЕСКОГО

АНАЛИЗА

Учебное пособие

Допущено УМО по образованию
в области прикладной математики и управления качеством

в качестве учебного пособия для студентов
высших учебных заведений, обучающихся по специальности

220501 – «Управление качеством»

Санкт#Петербург

2006

ФЕДЕРАЛЬНОЕ  АГЕНТСТВО  ПО  ОБРАЗОВАНИЮ

Государственное образовательное учреждение
высшего  профессионального  образования

САНКТ#ПЕТЕРБУРГСКИЙ  ГОСУДАРСТВЕННЫЙ  УНИВЕРСИТЕТ
АЭРОКОСМИЧЕСКОГО  ПРИБОРОСТРОЕНИЯ



2

УДК  [519.2+330.4] (075)
ББК  65в6я7

 С30

Рецензенты:

доктор технических наук, профессор И. Г. Мироненко;
доктор технических наук, профессор В. М. Балашов

Утверждено редакционно#издательским советом университета
в качестве учебного пособия

Семенова Е. Г. , Смирнова М. С.
С30 Основы эконометрического анализа: учеб. пособие / Е. Г.  Семе#

нова, М. С. Смирнова; ГУАП. – СПб., 2006. – 72  с.: ил
ISBN 5#8088#0195#8

В данном учебном пособии рассмотрен ряд вопросов, раскрываю#
щих основное содержание дисциплины «Эконометрика», формулиру#
ются цели и задачи этого направления. Приводятся темы практичес#
ких и лабораторных работ, а также тесты для самопроверки знаний,
рекомендуемая литература. Основное внимание уделяется построению
эконометрических моделей на основе пространственных данных и вре#
менных рядов. Приводятся краткие методические положения, вклю#
чающие основные понятия, определения, формулы. Рассмотрены при#
меры решения типовых задач, представлены процедуры, математи#
ческий аппарат и программные средства моделирования задач эконо#
метрического анализа.

Предназначено для студентов и аспирантов соответствующих эко#
номических и управленческих направлений обучения.

УДК [519.2+330.4] (075)
ББК  65в6я7

©  ГУАП,  2006
©  Е. Г.  Семенова, М. С. Смирнова,

2006

ISBN 5#8088#0195#8



3

ПРЕДИСЛОВИЕ

Целью преподавания дисциплины является получение знаний в
области построения эконометрических моделей и определения воз#
можностей использования моделей для описания, анализа и прогно#
зирования реальных экономических процессов как на микро#, так и
на макроуровне. Основными задачами изучения дисциплины явля#
ются:

– методология принятия решений о спецификации и идентифика#
ции моделей;

– ознакомление с методами и приемами интерпретации результа#
тов эконометрического моделирования;

– изучение принципов выбора метода оценки параметров моделей;
– выработка устойчивых практических навыков разработки про#

гнозных оценок.
В результате усвоения материала дисциплины студент должен

знать:
– терминологию, основные понятия и определения;
– методологические основы эконометрического моделирования;
– принципы и методы построения эконометрических моделей на

основе пространственных данных и временных рядов;
– принципы решения типовых задач с учетом мультиколлинеаро#

сти и автокорреляции;
– возможности реализации типовых задач на компьютере с помо#

щью пакета прикладных программ Excel.
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Введение

Эконометрика – быстроразвивающаяся отрасль науки, цель ко#
торой состоит в том, чтобы придать количественные меры экономи#
ческим отношениям. Слово «эконометрика» представляет собой ком#
бинацию двух слов: «экономика» и «метрика» (от греч. «метрон»).
Таким образом, сам термин подчеркивает специфику, содержание
эконометрики как науки: количественное выражение тех связей и
соотношений, которые раскрыты и обоснованы экономической тео#
рией.

Зарождение эконометрики является следствием междисциплинар#
ного подхода к изучению экономики. Эта наука возникла в результа#
те взаимодействия и объединения в особый «сплав» трех компонент:
экономической теории, статистических и математических методов.
Впоследствии к ним присоединилось развитие вычислительной тех#
ники как условие развития эконометрики.

Существуют различные варианты определения эконометрики:
1) расширенные, при которых к эконометрике относят все, что

связано с измерениями в экономике;
2) узко инструментально ориентированные, при которых понима#

ют определенный набор математико#статистических средств, позво#
ляющих верифицировать модельные соотношения между анализи#
руемыми экономическими показателями.

Эконометрика – это самостоятельная научная дисциплина, объе#
диняющая совокупность теоретических результатов, приемов, мето#
дов и моделей, предназначенных для того, чтобы на базе экономичес#
кой теории, экономической статистики и экономических измерений,
математико#статистического инструментария придавать конкретное
количественное выражение общим (качественным) закономерностям,
обусловленным экономической теорией.

Становление и развитие эконометрического метода происходили
на основе так называемой высшей статистики – на методах парной и
множественной регрессии; парной, частной и множественной корре#
ляции; выделения тренда и других компонент временного ряда; на
статистическом оценивании. Основной базой для эконометрических
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исследований служат данные официальной статистики, либо дан#
ные бухгалтерского учета.

Эконометрическое моделирование реальных социально#экономи#
ческих процессов и систем обычно преследует два типа конечных при#
кладных целей (или одну из них): 1) прогноз экономических и соци#
ально#экономических показателей, характеризующих состояние и
развитие анализируемой системы; 2) имитацию различных возмож#
ных сценариев социально#экономического развития анализируемой
системы (многовариантные сценарные расчеты, ситуационное моде#
лирование).
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1. ПАРНАЯ РЕГРЕССИЯ И КОРРЕЛЯЦИЯ

1.1. Методические указания

В экономике широко используются методы статистики. Ставя цель
дать количественное описание взаимосвязей между экономическими
переменными, эконометрика, прежде всего, связана с методами рег#
рессии и корреляции.

В зависимости от количества факторов, включенных в уравнение
регрессии, принято различать простую (парную) и множественную
регрессии.

Парная регрессия – уравнение связи двух переменных y и x:

= ( ),y f x

где y – зависимая переменная (результативный признак), х – незави#
симая, объясняющая переменная (признак#фактор).

Различают линейные и нелинейные регрессии.
Линейная регрессия: y = a + bx + ε.
Нелинейные регрессии делятся на два класса:
– регрессии, нелинейные относительно включенных в анализ

объясняющих переменных, но линейные по оцениваемым парамет#
рам;

– регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам.
Регрессии, нелинейные по объясняющим переменным:
– полиномы разных степеней = + + + + ε2 3

1 2 3 ;y a b x b x b x

– равносторонняя гипербола = + + ε.b
y a

x
Регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам:
– степенная y = axb + ε;
– показательная y = abx + ε;
– экспоненциальная += + ε.a bxy e
Построение уравнения регрессии сводится к оценке ее парамет#

ров. Для оценки параметров регрессий, линейных по параметрам,
используют метод наименьших квадратов (МНК), который позво#
ляет получить такие оценки параметров a и b, при которых сумма
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квадратов отклонений фактических значений результативного при#
знака y от теоретических �xy  минимальна:

�( )
= =

− = ε →∑ ∑
2 2

1 1

min
i

n n

i ix
i i

y y .

Знак «^» означает, что между переменными x и y нет строгой фун#
кциональной зависимости, поэтому практически в каждом отдель#
ном случае величина y складывается из двух слагаемых:

�= + ε,xy y

где y – фактическое значение результативного признака; �xy – теоре#
тическое значение результативного признака, найденное исходя из
уравнения регрессии; ε – случайная величина, характеризующая от#
клонения реального значения результативного признака от теорети#
ческого, найденного по уравнению регрессии.

Случайная величина ε называется также возмущением. Она вклю#
чает влияние не учтенных в модели факторов, случайных ошибок и
особенностей измерения. Ее присутствие в модели порождено тремя
источниками: спецификацией модели, выборочным характером ис#
ходных данных, особенностями измерения переменных.

От правильно выбранной спецификации модели зависит величи#
на случайных ошибок: они тем меньше, чем в большей мере теорети#
ческие значения результативного признака � ,xy  подходят к факти#
ческим данным y.

К ошибкам спецификации относятся неправильный выбор той или
иной математической функции для �xy  и недоучет в уравнении регрес#
сии какого#либо существенного фактора, т. е. использование парной
регрессии вместо множественной.

Для линейных и нелинейных уравнений, приводимых к линей#
ным, решается следующая система относительно a и b:

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

∑ ∑
∑ ∑ ∑2

,

.

na b x y

a x b x yx

Можно воспользоваться готовыми формулами, которые вытека#
ют из этой системы:

= − ;a y bx  
−= =

σ −2 2 2

cov( , )
.

x

x y yx y x
b

x x
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Тесноту связи изучаемых явлений оценивает линейный коэффи#
циент парной корреляции rxy и индекс корреляции ρxy. Для линейной
регрессии ( − ≤ ≤1 1xyr ), причем, если коэффициент регрессии b > 0, то
≤ ≤0 1,xyr  и, наоборот, при b < 0    1 0xyr− ≤ ≤

σ −= = =
σ σ σ σ σ

cov( , )
.x

xy
y x y x y

x y yx y x
r b

Индекс корреляции ρxy – для нелинейной регрессии ≤ ρ ≤0 1,xy  при#
чем, чем ближе к единице, тем теснее связь рассматриваемых призна#
ков, тем более надежно найденное уравнение регрессии:

�( )
( )

−σ
ρ = − = −

σ −

∑
∑

2
2
ост
2 2

1 1 .
x

xy
у

y y

y y

Оценку качества построенной модели дает коэффициент детерми#
нации, а также средняя ошибка аппроксимации.

Коэффициент детерминации (квадрат линейного коэффициента
корреляции 2

xyr ) характеризует долю дисперсии результативного при#
знака y, объясняемую регрессией, в общей дисперсии результативно#
го признака:

�σ −
= =

σ −
∑
∑

2 2
 объясн2
2 2

 общ

( )
.

( )

у x
xy

у

y y
r

y y

Средняя ошибка аппроксимации – среднее отклонение расчетных
значений от фактических.

Фактические значения результативного признака отличаются от
теоретических, рассчитанных по уравнению регрессии, т. е. y и �xy .
Чем меньше это отличие, тем ближе теоретические значения подхо#
дят к эмпирическим данным, лучше качество модели. Величина от#
клонений фактических и расчетных значений результативного при#
знака �( )− xy y  по каждому наблюдению представляет собой ошибку
аппроксимации. Чтобы иметь общее суждение о качестве модели из от#
носительных отклонений по каждому наблюдению, определяют сред#
нюю ошибку аппроксимации как среднюю арифметическую простую:

�−= ⋅∑1
100, %.

y y
A

n y
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Допустимый предел значений A  – не более 8–10% (это свидетель#
ствует о хорошем подборе модели к исходным данным).

Средний коэффициент эластичности Э  показывает, на сколько
процентов в среднем по совокупности изменится результат у от своей
средней величины y  при изменении фактора х на 1% от своего сред#
него значения:

′= ( ) .
x

Э f x
y

Оценка значимости уравнения регрессии в целом дается с помо#
щью F(критерия Фишера. При этом выдвигается нулевая гипотеза,
что коэффициент регрессии равен нулю, т. е. b = 0, и, следователь#
но, фактор x не оказывает влияния на результат y.

Непосредственному расчету F#критерия предшествует анализ дис#
персии. Центральное место в нем занимает разложение общей суммы
квадратов отклонений переменной y от среднего значения y  на две
части: «объясненную» и «необъясненную»:

( ) �( ) �( )− = − + −∑ ∑ ∑
2 22

,x xy y y y y y

где ( )−∑ 2
y y  – общая сумма квадратов отклонений; �( )−∑

2

xy y  – сум#
ма квадратов отклонений, обусловленная регрессией (объясненная,

или факторная); �( )−∑
2

xy y  – остаточная сумма квадратов отклоне#
ний (необъясненная).

Если сумма квадратов отклонений, обусловленная регрессией,
будет больше остаточной суммы квадратов, то уравнение регрессии
статистически значимо и фактор x оказывает существенное влияния
на результат y. Это равносильно тому, что коэффициент 2

xyr  будет
приближаться к единице.

При расчете объясненной суммы квадратов �( )−∑
2

xy y  использу#
ются теоретические (расчетные) результативного признака � ,xy  най#
денные по линии регрессии:

� = + .xy a bx

Сумма квадратов отклонений, обусловленных линейной регрес#
сией, составляет:

�( )− = −∑ ∑
2 2 2( ) .xy y b x x

Поскольку при заданном объеме наблюдений по x и y факторная
сумма квадратов при линейной регрессии зависит только от одной
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константы коэффициента регрессии b, то данная сумма квадратов
имеет одну степень свободы. Число степеней свободы – это число сво#
боды независимого варьирования признака; оно связано с числом
единиц совокупности n и с числом определяемых по ней констант.
Существует равенство между числом степеней свободы общей, фак#
торной и остаточной суммы квадратов. Число степеней свободы оста#
точной суммы квадратов при линейной регрессии составляет n–2.
Число степеней для общей суммы квадратов составляет n–1, так как
для ( )−∑ 2

y y  требуется n–1 независимых отклонений (из n единиц
после расчета среднего уровня свободно варьируются лишь n–1, чис#
ло отклонений).

Следовательно, имеем два равенства:

( ) �( ) �( )− = − + −∑ ∑ ∑
2 22

,x xy y y y y y  − = + −1 1 ( 2).n n

Разделив каждую сумму квадратов на соответствующее ей число
степеней свободы, получим средний квадрат отклонений, или, что то
же самое, дисперсию на одну степень свободы D:

−
=

−
∑ 2

общ

( )
;

1

y y
D

n
 

� −
= ∑

2

факт

( )
;

1
xy y

D  
�−

=
−

∑ 2

ост

( )
.

2
xy y

D
n

Определение дисперсии на одну степень свободы приводит диспер#
сии к сравнимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную дис#
персии в расчете на одну степень свободы, получим величину F крите#
рия для проверки нулевой гипотезы (H0: Dфакт = Dост):

= факт

ост

.
D

F
D

Если нулевая гипотеза справедлива, то факторная и остаточная
дисперсии не отличаются друг от друга. Фактическое значение F#кри#
терия Фишера сравнивается с табличным значением Fтабл(α; k1; k2)
при уровне значимости α и степенях свободы k1 = m и k2 = n–m –1.

Табличное значение F#критерия – это максимальная величина
отношения дисперсий, которая может иметь место при случайном их
расхождении для данного уровня вероятности наличия нулевой ги#
потезы. Вычисленное значение F#критерия признается достоверным
(отличным от единицы), если оно больше табличного. В этом случае
нулевая гипотеза об отсутствии связи признаков отклоняется и де#
лается вывод о существенности этой связи: Fфакт > Fтабл.
H0отклоняется.
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Если же величина окажется меньше табличной Fфакт < Fтабл, то
вероятность нулевой гипотезы выше заданного уровня (например,
0,05) и она не может быть отклонена без серьезного риска сделать
неправильный вывод о наличии связи. В этом случае уравнение рег#
рессии считается статистически незначимым, H0 не отклоняется:

�

�
−

= = −
−− − −

∑
∑

22

22

( ) /
 ( 2),

1( ) /( 1)

xy

xy

ry y m
F n

ry y n m

где n – число единиц совокупности; m – число параметров при пере#
менных x.

Для оценки статистической значимости коэффициентов регрес#
сии и корреляции рассчитываются t(критерии Стьюдента. С этой це#
лью по каждому из параметров определяется его стандартная ошиб#
ка: mb и ma.

Стандартная ошибка коэффициента регрессии определяется по
следующей формуле:

�−
−=

−

∑

∑

2

2

( )
( 2)

.
( )

x

b

y y
n

m
x x

Для оценки существующей коэффициента регрессии его величина
сравнивается с его стандартной ошибкой, т. е. определяется факти#

ческое значение t#критерия Стьюдента: = ,b
b

b
t

m
 которое затем срав#

нивается с табличным значением при определенном уровне значимо#
сти α и числе степеней свободы (n–2). Если фактическое значение t#
критерия превышает табличное, то гипотезу о несущественности
коэффициента регрессии можно отклонить.

Можно доказать равенство =2
bt F :

� �

�

�

−
= = = =

− −
− −

−

−
= = =

−
−

∑
∑ ∑

∑
∑
∑

2 22 22
22 2

2

2
факт

2
ост

( )

( ) ( )
( 2) ( 2)

( )

( )
.

( )

( 2)

b
xb x

x

x

b x xb bt
y ym y y

n n
x x

Dy y
F

Dy y

n
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Стандартная ошибка параметра а определяется по следующей
формуле:

�−
=

− −
∑ ∑

∑
2 2

2

( )
 .

2 ( )

x
a

y y x
m

n n x x

Значимость линейного коэффициента корреляции проверяется на
основе величины ошибки коэффициента корреляции:

−=
−

21
.

2r
r

m
n

Фактическое значение t#критерия определяется как:

= −
− 2

2.
1

r
r

t n
r

Данная формула свидетельствует, что в парной линейной регрес#

сии =2 ,rt F  так как = −
−

2

2
( 2),

1

r
F n

r
кроме того, =2 ,bt F  следователь#

но, =2 2.r bt t
Таким образом, проверка гипотез о значимости коэффициентов

регрессии и корреляции равносильна проверке гипотезы о существен#
ности линейного уравнения регрессии.

После того как произведена оценка параметров модели, рассчиты#
вая разности фактических и теоретических значений результативно#
го признака y, можно определить оценки случайной составляющей
�− .xy y  Поскольку они не являются реальными случайными остат#

ками, их можно считать некоторой выборочной реализацией неизве#
стного остатка заданного уравнения, т. е. εi.

При изменении спецификации модели, добавлении в нее новых
наблюдений выборочные оценки остатков εi могут меняться. Поэто#
му в задачу регрессионного анализа входит не только построение са#
мой модели, но и исследование случайных отклонений εi, т. е. оста#
точных величин.

При использовании критериев Фишера и Стьюдента делаются
предположения относительно поведения остатков εi – остатки пред#
ставляют собой независимые случайные величины, и их среднее зна#
чение равно 0; они имеют одинаковую (постоянную) дисперсию и под#
чиняются нормальному распределению.

Дисперсия остатков должна быть гомоскедастичной, т. е. для каж#
дого значения фактора xj остатки εi должны иметь одинаковую дис#
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персию. Если это условие не соблюдается, то имеет место гетероске(
дастичность. Наличие гетероскедастичности можно наглядно ви#
деть из поля корреляции (рис. 1): а – дисперсия остатков растет по
мере увеличения x; б – дисперсия остатков достигает максимальной
величины при средних значениях переменной x и уменьшается при
минимальных и максимальных значениях x; в – максимальная дис#
персия остатков при малых значениях x, и дисперсия остатков одно#
родна по мере увеличения значений x.

1.2. Решение типовых задач

Задача 1.1. По семи территориям Уральского района за 200х год
известны значения двух признаков (табл. 1.1).

Требуется:
– для характеристики зависимости у от х рассчитать параметры;
– оценить модель через ошибку аппроксимации А  и F#критерий.
Решение. Для расчета параметров а и b линейной регрессии = +y a bx

решаем систему нормальных уравнений относительно а и b:

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

∑ ∑
∑ ∑ ∑2

,

.

na b x y

a x b x yx

�

�

�

xy

�

�

�

xy

�

�

�

xy

Рис. 1. Примеры гетероскедастичности

а) б)

в)
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По исходным данным рассчитываем 2, , , ,y x yx x∑ ∑ ∑ ∑  2y∑
(табл. 1.2)

− − ⋅= = = −
σ
= − = + ⋅ =

2

3166,05 57,89 54,9
0,35,

34,33

57,89 0,35 54,9 76,88.
x

yx y x
b

a y bx

Таблица 1.1

нойаР
укпукопаныдохсаР

воравотхынневтсьловодорп
,хадохсархищбов у %,

яантобаразяанвендендерС
,огещюатобарогондоаталп

х .е.у,

.псеряакструмдУ 8,86 1,54

.лбояаксволдревС 2,16 0,95

натсотрокшаБ 9,95 2,75

.лбояакснибялеЧ 7,65 8,16

.лбояаксмреП 0,55 8,85

.лбояакснагруK 3,45 2,74

.лбояаксгрубнерО 3,94 2,55

Таблица 1.2

п/п№ y x xy x2 y2 –y Ai

1 8,86 1,54 88,2013 10,4302 44,3374 3,16 5,7 9,01

2 2,16 0,95 08,0163 00,1843 44,5473 5,65 7,4 7,7

3 9,95 2,75 82,6243 48,1723 10,8853 1,75 8,2 7,4

4 7,65 8,16 60,4053 42,9183 98,4123 5,55 2,1 1,2

5 0,55 8,85 00,4323 44,7543 00,5203 5,65 5,1– 7,2

6 3,45 2,74 60,2652 48,7222 94,8492 5,06 2,6– 4,11

7 3,94 2,55 63,1272 40,7403 94,0342 8,75 5,8– 2,71

оготИ 2,504 2,483 43,26122 14,83312 67,58632 2,504 0,0 7,65

еендерС
еинечанз

98,75 9,45 50,6613 43,8403 86,3833 – – 1,8

s 7,5 9,5 – – – – – –

s2 34,23 33,43 – – – – – –

�

xy �

xy
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Уравнение регрессии: = −76,88 0,35 .y x
С увеличением среднедневной заработной платы на одну услов#

ную единицу (у. е.) доля расходов на покупку продовольственных
товаров снижается в среднем на 0,35% пункта.

Рассчитаем линейный коэффициент парной корреляции:

σ
= = − = −

σ
5,9

0,35 0,362.
5,7

x
xy

y

r b

Связь умеренная, обратная.
Определим коэффициент детерминации:

= − =2 2( 0,362) 0,131.xyr

Вариация результата на 13,1% объясняется вариацией фактора х.
Подставляя в уравнение регрессии фактические значения х, опре#

делим теоретические (расчетные) значения � .xy
Найдем величину средней ошибки аппроксимации А :

�−= = ⋅ = =∑ ∑1 1 56,7
100 8,1%.

7i
y y

А A
n n y

В среднем расчетные значения отклоняются от фактических на
8,1%.

Рассчитаем F#критерий:

= ⋅ =факт
0,127

5 0,7.
0,873

F

Полученное значение указывает на необходимость применять ги#
потезу H0 о случайной природе выявленной зависимости, т. к.
Fфакт < Fтабл = 6,61 (табличные значения F#критерия приведены в
Приложении).

Задача 1.2. По территориям региона приводятся данные (табл. 1.3).

ремоН
аноигер

вмуминимйынчотижорпйовешудендерС
.е.у,огонбосопсодуртогондоьнед

яанвендендерС
.е.у,аталпяантобараз

1 87 331

2 28 841

3 78 431

Таблица 1.3



16

ремоН
аноигер

вмуминимйынчотижорпйовешудендерС
.е.у,огонбосопсодуртогондоьнед

яанвендендерС
.е.у,аталпяантобараз

4 97 451

5 98 261

6 601 591

7 76 931

8 88 851

9 37 251

01 78 261

11 67 951

21 511 371

Таблица 1.4

п/п№ x y xy x2 y2 Ai

1 87 331 47301 4806 98671 941 61– 0,21

2 28 841 63121 4276 40912 251 4– 7,2

3 78 431 85611 9657 65971 751 32– 2,71

4 97 451 66121 1426 61732 051 4 6,2

5 98 261 81441 1297 44262 951 3 9,1

6 601 591 07602 63211 52083 471 12 8,01

7 76 931 3139 9844 12391 931 0 0,0

8 88 851 40931 4477 46942 851 0 0,0

9 37 251 69011 9235 40132 441 8 3,5

01 78 261 49041 9657 44262 751 5 1,3

11 67 951 48021 6775 18252 741 21 5,7

21 511 371 59891 52231 92992 381 01– 8,5

оготИ 7201 9681 808161 70998 773492 9681 0 8,86

еендерС
еинечанз

6,58 8,551 0,48431 3,2947 4,13542 – – 7,5

s 59,21 35,61 – – – – – –

s2 7,761 4,372 – – – – – –

Окончание  табл. 1.3

�

xy �

xy y−
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Требуется:
– построить линейное уравнение парной регрессии у от х;
– рассчитать линейный коэффициент парной корреляции и сред#

нюю ошибку аппроксимации.
Решение. Для расчета параметров уравнения линейной регрессии

строим расчетную табл. 1.4.

− − ⋅= = = =
−−

= − = − ⋅ =
∑ 22 2

13484 85,6 155,8 151,8
0,92,

164,947492,3 85,6( )

155,89 0,92 85,6 77,0.

yx y x
b

x x

a y bx

Получено уравнение регрессии: = +77,0 0,92 .y x
С увеличением среднедушевого прожиточного минимума на одну

у. е. среднедневная заработная плата возрастет в среднем на 0,92 у.е.
Тесноту линейной связи оценит коэффициент корреляции:

σ
= = =

σ
12,95

0,92 0,721;
16,53

x
xy

y

r b =2 0,52.xyr

Это означает, что 52% вариации заработной платы (у) объясняет#
ся вариацией фактора х – среднедушевого прожиточного минимума.

Качество модели определяет средняя ошибка аппроксимации:

= = =∑1 68,9
5,7%.

12iА A
n

Качество построенной модели хорошее, так как А  не превышает
8–10%.

Задача 1.3. По группе предприятий, производящих однородную
продукцию, известно, как зависит себестоимость единицы продук#
ции у от факторов, приведенных в табл. 1.5.

Таблица 1.5

роткаф#канзирП ииссергерйонрапеиненварУ еинечанзеендерС
ароткаф

,автсдовзиорпмеъбО x1,
.рнлм

ыцинидеьтсокмеодурТ
,иицкудорп x2 .ч#.леч,

т1азанецяавотпО
,ялетисоногренэ x3 .р.нлм,

йомеамызи,илыбирпялоД
,мовтсрадусог x4 %,

�

1 10,65 58,85 1/xy x= + ⋅ 1 2,55x =

�

2 29,50 9,85xy x= + 2 1,58x =

�

3

1,55
315,75xy x= ⋅ 3 1,53x =

� 4
4

14,07 1,01x
xy = ⋅ 4 28,35x =
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Требуется:
– определить с помощью коэффициентов эластичности силу влия#

ния каждого фактора на результат;
– ранжировать факторы по силе влияния.
Решение. Для уравнения равносторонней гиперболы

� = + ⋅
1

1

1
0,65 58,85 :xy

x

′= = − ⋅ = − =
+ +

= − = −
⋅ +

1

1 1
1 2

1 11

( )
/

58,85
0,973%.

0,65 2,55 58,85

yx
x xb b

Э f x
y a b x ax bx

Для уравнения прямой � = +
2 29,50 9,85 :xy x

⋅= = = =
+ + ⋅2

2 2
2

2

9,85 1,58
'( ) 0,62%.

9,50 9,85 1,58yx
x bx

Э f x
y a bx

Для уравнения степенной зависимости � =
3

1,55
315,75 :xy x

−= = = =
3

13 3
3 3

3

'( ) 1,55%.b
yx b

x x
Э f x abx b

y ax

Для уравнения показательной зависимости � = ⋅ 4

4
14,07 1,01 :x

xy

′= = = = ⋅ =
⋅

4

4 4

4 4
4 4( ) ln ln ln1,01 26,35 0,26%.x

yx x

x x
Э f x ab b bx

y a b

Сравнивая значения
iyxЭ , ранжируем xj по силе их влияния на се#

бестоимость единицы продукции:

а) =
3

1,55%,yxЭ  б) = −
1

0,973%,yxЭ  в) =
2

0,62%,yxЭ
г) =

4
0,26%.yxЭ

Для формирования уровня себестоимости продукции группы пред#
приятий первоочередное значение имеют цены на энергоносители; в
гораздо меньшей степени влияют трудоемкость продукции и отчис#
ляемая часть прибыли. Фактором снижения себестоимости высту#
пает размер производства: с ростом его на 1% себестоимость единицы
продукции снижается на –0,973%.
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1.3. Решение с помощью ППП Excel

Задача 1.4. По территориям региона приводятся данные (табл. 1.6).

Таблица 1.6

ремоН
аноигер

вмуминимйынчотижорпйовешудендерС
.е.у,огонбосопсодуртогондоьнед

яанвендендерС
.е.у,аталпяантобараз

1 87 331

2 28 841

3 78 431

4 97 451

5 98 261

6 601 591

7 76 931

8 88 851

9 37 251

01 78 261

11 67 951

21 511 371

1) Встроенная статистическая функция ЛИНЕЙН определяет па#
раметры линейной регрессии y = a + bx. Порядок вычисления следую#
щий:

1. Введите исходные данные или откройте существующий файл,
содержащий анализируемые данные;

2. Выделите область пустых ячеек 5×2 (5 строк, 2 столбца) для
вывода результатов регрессионной статистики или область 1×2 по#
лучения только оценок коэффициентов регрессии;

3. Активизируйте Мастер функций любым из способов:
а) в главном меню выберите Вставка/Функция;
б) на панели инструментов Стандартная щелкните по кнопке

Вставка Функции;
4. В окне категория (рис. 1.1) выберите Статистические, в окне

функция – ЛИНЕЙН. Щелкните по кнопке ОК;
5. Заполните аргументы функции (рис. 1.2):
Известные_значения_y – диапазон, содержащий данные результа#

тивного признака;



20

Рис. 1.1. Диалоговое окно Мастер функций

Рис. 1.2. Диалоговое окно ввода аргументов функции ЛИНЕЙН
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Известные_значения_x – диапазон, содержащий данные факторов
независимого признака;

Константа – логическое значение, которое указывает на наличие
или отсутствие свободного члена в уравнении; если Константа = 1,
то свободный член рассчитывается обычным образом, Константа = 0,
то свободный член равен 0;

Статистика – логическое значение, которое указывает, выводить
дополнительную информацию по регрессионному анализу или нет.
Если Статистика = 1, то дополнительная информация выводится,
если Статистика = 0, то выводятся только оценки параметров урав#
нения. Щелкните по кнопке ОК;

6. В левой верхней ячейке выделенной области появится первый
элемент итоговой таблицы. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите
на клавишу < F2 > , а затем – на комбинацию клавиш
< CTRL > + < SHIFT > + < ENTER > .

Дополнительная регрессионная статистика будет выводиться в
порядке, указанном в следующей схеме:

атнеициффэокеинечанЗ b атнеициффэокеинечанЗ a

еоксечитардавкендерС
еиненолкто b

еиненолктоеоксечитардавкендерС a

иицанимретедтнеициффэоK еиненолктоеоксечитардавкендерС y

F акитситатс# ыдобовсйенепетсолсиЧ

вотардавкаммусяанноиссергеР вотардавкаммусяанчотатсО

Для данных из задачи 1.4 результат вычисления функции ЛИ#
НЕЙН приведен на рис.1.3.

2) С помощью инструмента анализа данных Регрессия, помимо
результатов регрессионной статистики, можно получить остатки и
графики подбора линии регрессии и остатков. Порядок действий сле#
дующий:

1. Проверьте доступ к пакету анализа. В главном меню последова#
тельно выберите Сервис/Настройки. Установите флажок Пакет ана$
лиза (рис.1.4).

2. В главном меню выберите Сервис/Анализ данных/Регрессия.
Щелкните по кнопке ОК.

3. Заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода
(рис. 1.5):

Входной интервал Y – диапазон, содержащий данные результа#
тивного признака;
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Рис. 1.3. Результат вычисления функции ЛИНЕЙН

Рис. 1.4. Подключение надстройки Пакет анализа
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Рис. 1.5. Диалоговое окно ввода параметров инструмента Регрессия

Входной интервал X – диапазон, содержащий данные факторов
независимого признака;

Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка
названия столбцов или нет;

Константа – ноль – флажок, указывающий на наличие или отсут#
ствие свободного члена в уравнении;

Выходной интервал – достаточно указать левую верхнюю ячейку
будущего диапазона;

Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового
листа.

Если необходимо получить информацию и графики остатков, ус#
тановите соответствующие флажки в диалоговом окне. Щелкните
по кнопке ОК.

Результаты регрессионного анализа для данных из задачи 1.4 при#
ведены на рис. 1.6.
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Контрольные задания

Задача 1. Для трех видов продукции А, В, С модели зависимости
удельных постоянных расходов от объема выпускаемой продукции
выглядят следующим образом:

Y
A

= 500, Y
B

= 85 + 0,75x, Y
C

= 40x0,5.

Задание:
– определите коэффициенты эластичности по каждому виду про#

дукции и поясните их смысл;
– сравните при х = 1000 эластичность затрат для продукции В и С;
– определите, каким должен быть объем выпускаемой продукции,

чтобы коэффициенты эластичности для продукции В и С были равны.
Задача 2. Исследуя спрос на продукцию марки N, аналитический

отдел компании АБС, по данным, собранным по 19 торговым точкам
компании, выявил следующую зависимость: = −ln 15,0 0,85ln ,y x  где

Рис. 1.6. результат применения инструмента Регрессия
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y – объем продаж телевизоров марки N в отдельной торговой точке; х –
средняя цена телевизора в данной торговой точке.

Задание.
До проведения этого исследования администрация компании пред#

полагала, что эластичность спроса по цене для продукции марки N
составляет 0,9. Подтвердилось ли предположение администрации
результатами исследования?

Задача 3.
По территориям Центрального района известны данные за 200х г.

(табл. 1.7).

Таблица 1.7

,нойаР .лбо
хыннечанзанремзарйиндерС

,йиснепхынчясемеже y .р,

муминимйынчотижорП
ареноиснепогондоанмендерсв

,цясемв х .р,

яакснярБ 0044 0873

яаксримидалВ 0624 0203

яаксвонавИ 0124 0793

яаксжулаK 0624 0103

яаксмортсоK 0024 0982

яаксвоксоМ 0054 0204

яаксволрО 0734 0513

яаксназяР 0234 0663

яакснеломС 0514 0993

яаксревТ 0024 0083

яаксьлуТ 0224 0183

яаксвалсорЯ 0134 0683

Задание:
– рассчитайте параметры уравнения линейной парной регрессии;
– оцените тесноту связи с помощью показателей корреляции и

детерминации;
– дайте с помощью среднего коэффициента эластичности сравни#

тельную оценку силы связи фактора с результатом;
– оцените с помощью средней ошибки аппроксимации качество

уравнения.
Задача 4. По территориям Уральского и Западно#Сибирского рай#

онов известны данные за 200х г. (табл. 1.8)
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Таблица 1.8

нойаР
ыдохсареиксьлетибертоП

,яинелесанушудан ,у р.
ушуданыдоходеынженеД

,яинелесан ,х .р

йиксьларУ

.псеР
натсотрокшаБ

0166 0238

.псеряакструмдУ 0427 0839

.лбояакснагруK 0894 0517

.лбояаксмреП 0155 0048

.лбояаксволдревС 0487 0889

.лбояакснибялеЧ 0526 0408

нойарйиксрибиС#ондапаЗ

йатлА.псеР 0774 0308

.лбояаксворемеK 0377 0936

.лбояаксрибисовоН 0677 0589

.лбояаксмО 0887 0069

.лбояаксмоТ 0796 00301

.лбояакснемюТ 03601 03922

Задание:
– рассчитайте параметры уравнения линейной парной регрессии;
– оцените тесноту связи с помощью показателей корреляции и

детерминации;
– дайте с помощью среднего коэффициента эластичности сравни#

тельную оценку силы связи фактора с результатом;
– оцените с помощью средней ошибки аппроксимации качество

уравнения.

1.5. Контрольные вопросы

1. Что такое коэффициент регрессии? Каковы способы его оцени#
вания?

2. В чем смысл коэффициента детерминации?
3. Для чего применяется критерий Фишера? В чем его суть?
4. Для чего применяется анализ дисперсии в критерии Фишера?
5. Для чего необходим расчет дисперсии на одну степень свободы?
6. Перечислите виды нелинейных моделей.
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7. Как определяются коэффициенты эластичности по различным
видам регрессионных моделей?

8. Как определяется средняя ошибка аппроксимации? В чем ее
смысл?

9. Что представляют собой остаточные величины? Какие требова#
ния к ним предъявляются?
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2. МНОЖЕСТВЕННАЯ РЕГРЕССИЯ И КОРРЕЛЯЦИЯ

2.1. Методические указания

Множественная регрессия – уравнение связи с несколькими неза#
висимыми переменными:

= 1 2( , , ..., ),py f x x x

где y – зависимая переменная (результативный признак); x1, x2, …,
xp – независимые переменные (факторы).

Для построения множественной регрессии используются линей#
ная, степенная, экспоненциальная и гиперболическая функции, а
также другие функции, приводимые к линейному виду.

Для линейных и нелинейных уравнений, приводимых к линей#
ным, строится следующая система нормальных уравнений, решение
которой позволяет получить оценки параметров регрессии:

= + + + +

= + + + +

= + + + +

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 2 2

2
1 1 1 1 2 1 2 1

2
1 1 2 2

... ,

... ,

...........................................

... .

p p

p p

p p p p p p

y na b x b x b x

yx a x b x b x x b x x

yx a x b x x b x x b x

Для ее решения может быть применен метод определителей:

Δ=
Δ

,
a

a
Δ

=
Δ

1
1 ,

b
b …, 

Δ
=

Δ
,p

p

b
b

гдеΔ =

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2

2
1 1 2 1 1

2
2 1 2 2 2

2
1 2

...

...

...

... ... ... ... ...

...

p

p

p

p p p p

n x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

 –  определитель системы.
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Другой вид уравнения множественной регрессии – уравнение рег(
рессии в стандартизованном масштабе:

= β +β + +β
1 21 2 ,,, ,

py x x p xt t t t

где
−−= =

σ σ
, 

i

i

i i
y x

y x

x xy y
t t  – стандартизованные переменные; βi –

стандартизованные коэффициенты регрессии.
Связь коэффициентов множественной регрессии bi со стандарти#

зованными коэффициентами βi описывается следующим соотноше#
нием:

σ
=β

σ
.

i

y
i i

x

b

Параметр а определяется как

= − − − −1 1 2 2 ... .p pa y b x b x b x

Для расчета частных коэффициентов эластичности применяет#
ся следующая формула:

�
− +

=
1

1 2 1 1, , ..., , ..., , ..., 

.
x

i i i p

i
y i

x x x x x x

x
Э b

y

При построении уравнения множественной регрессии может воз#
никнуть проблема мультиколлинеарности факторов, их тесной ли#
нейной связи. Чем сильнее мультиколлинеарность факторов, тем
менее надежна оценка распределения суммы объясненной вариации
по отдельным факторам с помощью метода наименьших квадратов.

Считается, что две переменные коллинеарны, т. е. находятся между
собой в линейной зависимости, если коэффициент корреляции боль#
ше или равен 0,7.

Для оценки мультиколлинеарности факторов используется опре#
делитель матрицы парных коэффициентов корреляции между фак#
торами.

Если между факторами существует полная линейная зависимость
и все коэффициенты корреляции равны 1, то определитель такой
матрицы равен 0:

= =
1 1 1

Det 1 1 1 0.

1 1 1

R
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Если факторы не коррелированны между собой, то матрица коэф#
фициентов корреляции имеет определитель, равный 1.

Оценки параметров регрессии должны отвечать определенным кри#
териям: быть несмещенными, состоятельными и эффективными.

Несмещенность оценки означает, что математическое ожидание
остатков равно нулю. Если оценки обладают свойством несмещенно#
сти, то их можно сравнивать по разным исследованиям.

Оценки считаются эффективными, если они характеризуются наи#
меньшей дисперсией. В практических исследованиях это означает
возможность перехода от точечного оценивания к интервальному.

Состоятельность оценок характеризует увеличение их точности с
увеличением объема выборки. Большой практический интерес пред#
ставляют те результаты регрессии, для которых доверительный ин#
тервал ожидаемого значения параметра регрессии bi имеет предел зна#
чений вероятности, равный единице. Иными словами, вероятность
получения оценки на заданном расстоянии от истинного значения
параметра близка к единице.

Указанные критерии оценок (несмещенность, состоятельность и
эффективность) обязательно учитываются при разных способах оце#
нивания. Метод наименьших квадратов строит оценки регрессии на
основе минимизации суммы квадратов остатков. Поэтому очень важно
исследовать поведение остаточных величин регрессии εi. Условия,
необходимые для получения несмещенных, состоятельных и эффек#
тивных оценок, представляют собой предпосылки МНК, соблюдение
которых желательно для получения достоверных результатов рег#
рессии.

Исследования остатков εi предполагают проверку наличия следу#
ющих пяти предпосылок МНК:

1) случайный характер остатков;
2) нулевая средняя величина остатков, не зависящая от xi;
3) гомоскедастичность – дисперсия каждого отклонения εi, одина#

кова для всех значений x;
4) отсутствие автокорреляции остатков – значения остатков εi

распределены независимо друг от друга;
5) остатки подчиняются нормальному распределению.
Если распределение случайных остатков εi не соответствует неко#

торым предпосылкам МНК, то следует корректировать модель.
Для применения МНК требуется, чтобы дисперсия остатков была

гомоскедастичной. Это означает, что для каждого значения фактора
xj остатки εi имеют одинаковую дисперсию. Если это условие не со#
блюдается, то имеет место гетероскедастичность.
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Уравнения множественной регрессии могут включать в качестве
независимых переменных качественные признаки (например, про#
фессию, пол, образование, климатические условия, отдельные реги#
оны и т. д.). Чтобы ввести такие переменные в регрессионную мо#
дель, их необходимо упорядочить и присвоить им те или иные значе#
ния, т. е. качественные переменные преобразовать в количественные.
Такие переменные в эконометрике принято называть фиктивными
переменными. Например: 1 – мужской пол, 0 – женский.

Коэффициент регрессии при фиктивной переменной интерпрети#
руется как среднее изменение зависимой переменной при переходе от
одной категории (женский пол) к другой (мужской пол) при неизмен#
ных значениях остальных параметров. На основе t#критерия Стью#
дента делается вывод о значимости влияния фиктивной переменной,
существенности расхождения между категориями.

2.2. Решение типовых задач

Задача 2.1. Зависимость спроса на компьютеры x1 от цены на них
x2 и от цены на ноутбуки x3 представлена уравнением:

= − +1 2 3lg 0,1274 0,2245lg 2,8557lg .x x x

Требуется:
– представить данное уравнение в естественной форме (не в лога#

рифмах);
– оценить значимость параметров данного уравнения, если извес#

тно, что t#критерий для параметра b2 при x2 составил 0,8, а для пара#
метра b3 при x3 – 1,1.

Решение.
Представленное степенное уравнение множественной регрессии

приводим к естественной форме путем потенцирования обеих частей
уравнения:

−=

=

0,1274 0,2245 2,8557
1 2 3

2,8557
1 30,2245

2

10 ;

1
1,3409 .

x x x

x x
x

Значения коэффициентов регрессии b1 и b2 в степенной функции
равны коэффициентам эластичности результата x1 от x2 и x3.

= −
1 2

0,2245%;x xЭ =
1 3

2,8557%.x xЭ
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Спрос на компьютеры x1 сильнее связан с ценой на ноутбуки – он
увеличивается в среднем на 2,86% при росте цен на 1%. С ценой на
компьютеры спрос на них связан обратной зависимостью – с ростом
цен на 1% потребление снижается в среднем на 0,22%.

Табличные значения t#критерия обычно лежат в интервале от 2 до
3 (см. Приложение). Поэтому в данном примере t#критерий меньше
табличного значения, что свидетельствует о случайной природе вза#
имосвязи, о статистической ненадежности всего уравнения. Приме#
нять полученное уравнение для прогноза не рекомендуется.

Задача 2.2. Имеются данные о ценах и дивидендах по обыкновен#
ным акциям, а также о доходности компании (табл. 2.1).

Таблица 2.1

п/п№ .е.у,иицкаанеЦ %,алатипакьтсондохоД %,воднедивидьневорУ

1 52 2,51 6,2

2 02 9,31 1,2

3 51 8,51 5,1

4 43 8,21 1,3

5 02 9,6 5,2

6 33 6,41 1,3

7 82 4,51 9,2

8 03 3,71 8,2

9 32 7,31 4,2

01 42 7,21 4,2

11 52 3,51 6,2

21 62 2,51 8,2

31 62 0,21 7,2

41 02 3,51 9,1

51 02 7,31 9,1

61 31 3,31 6,1

71 12 1,51 4,2

81 13 0,51 0,3

91 62 2,11 1,3

02 11 1,21 0,2
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Задание: построить линейное уравнение множественной регрес#
сии и пояснить экономический смысл его параметров.

Решение.
Необходимо построить расчетную табл. 2.2.

Таблица 2.2

п/п№ y x1 x2 x2*x2 x1*x1 y*x1 y*x2 x1* x2

1 52 2,51 6,2 67,6 40,132 0,083 0,56 25,93

2 02 9,31 1,2 14,4 12,391 0,872 0,24 91,92

3 51 8,51 5,1 52,2 46,942 0,732 5,22 07,32

4 43 8,21 1,3 16,9 48,361 2,534 4,501 86,93

5 02 9,6 5,2 52,6 16,74 0,831 0,05 52,71

6 33 6,41 1,3 16,9 61,312 8,184 3,201 62,54

7 82 4,51 9,2 14,8 61,732 2,134 2,18 66,44

8 03 3,71 8,2 48,7 92,992 0,915 0,48 44,84

9 32 7,31 4,2 67,5 96,781 1,513 2,55 88,23

01 42 7,21 4,2 67,5 92,161 8,403 6,75 84,03

11 52 3,51 6,2 67,6 90,432 5,283 0,56 87,93

21 62 2,51 8,2 48,7 40,132 2,593 8,27 65,24

31 62 0,21 7,2 92,7 0,441 0,213 2,07 04,23

41 02 3,51 9,1 16,3 90,432 0,603 0,83 70,92

51 02 7,31 9,1 16,3 96,781 0,472 0,83 30,62

61 31 3,31 6,1 65,2 98,671 9,271 8,02 82,12

71 12 1,51 4,2 67,5 10,822 1,713 4,05 42,63

81 13 0,51 0,3 0,9 0,522 0,564 0,39 0,54

91 62 2,11 1,3 16,9 44,521 2,192 6,08 27,43

02 11 1,21 0,2 0,4 14,641 1,331 0,22 02,42

оготИ 174 5,672 4,94 7,621 95,6193 1,9656 6121 43,286

еендерС
еинечанз

55,32 – – – – 554,523 8,06 711,43

s 70,6 861,2 484,0
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По данным табл. 2.2 строится система нормальных уравнений с
тремя неизвестными:

⎧ = + +
⎪⎪ = + +⎨
⎪

= + +⎪⎩

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

1 1 2 2

2
1 1 1 1 2 1 2

2
2 2 1 1 2 2 2

,

,

,

y na b x b x

yx a x b x b x x

yx a x b x x b x

= + +⎧
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

1 2

1 2

1 2

471 20 276,5 49,4 ,

6569,1 276,5 3916,59 682,34 ,

1216 49,4 682,34 126,7 .

a b b

a b b

a b b

Из этой системы находятся коэффициенты a, b1, b2:

= − = =1 213,925; 0,686; 11,331.a b b

Таким образом, уравнение множественной регрессии имеет следу#
ющий вид:

= − + +�
1 213,925 0,686 11,331 .b x x

Экономический смысл коэффициентов b1 и b2 в том, что это пока#
затели силы связи, характеризующие изменение цены акции при из#
менении какого#либо факторного признака на единицу своего изме#
рения при фиксированном влиянии другого фактора.

2.3. Решение с помощью ППП Excel

Задача 2.3. По 20 предприятиям региона (табл. 2.3) изучается за#
висимость выработки продукции на одного работника y (тыс. руб.)
от ввода в действие новых основных фондов x1 (% от стоимости фон#
дов на конец года) и от удельного веса рабочих высокой квалифика#
ции в общей численности рабочих x2 (%).

Сводную таблицу основных статистических характеристик для
одного или нескольких массивов данных можно получить с помо#
щью инструмента анализа данных Описательная статистика. Для
этого выполните следующие шаги:

1) введите исходные данные или откройте существующий файл,
содержащий анализируемые данные;

2) в главном меню выберите последовательно пункты Сервис /
Анализ данных / Описательная статистика, после чего щелкните по
кнопке ОК;
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Таблица 2.3

яитяирпдерпремоН у x1 x2

1 0,7 9,3 0,01

2 0,7 9,3 0,41

3 0,7 7,3 0,51

4 0,7 0,4 0,61

5 0,7 8,3 0,71

6 0,7 8,4 0,91

7 0,8 4,5 0,91

8 0,8 4,4 0,02

9 0,8 3,5 0,02

01 0,01 8,6 0,02

11 0,9 0,6 0,12

21 0,11 4,6 0,22

31 0,9 8,6 0,22

41 0,11 2,7 0,52

51 0,21 0,8 0,82

61 0,21 2,8 0,92

71 0,21 1,8 0,03

81 0,21 5,8 0,13

91 0,41 6,9 0,23

02 0,41 0,9 0,63

3) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода
(рис. 2.1):

Входной интервал – диапазон, содержащий анализируемые дан#
ные, это может быть одна или несколько строк (столбцов);

Группирование – по столбцам или по строкам – необходимо ука#
зывать дополнительно;

Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка
названия столбцов или нет;

Выходной интервал – достаточно указывать левую верхнюю ячей#
ку будущего диапазона;
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Новый рабочий лист – можно задать произвольное имя нового
листа.

Если необходимо получить дополнительную информацию Итого#
вой статистики, Уровня надежности, к#го наибольшего и наимень#
шего значений, установите соответствующие флажки в диалоговом
окне. Щелкните по кнопке ОК.

Результаты вычисления соответствующих показателей для каж#
дого признака приведены на рис. 2.2.

Матрица парных коэффициентов корреляции переменных рассчи#
тывается с использованием инструмента анализа данных Корреля$
ция. Для этого:

1) в главном меню последовательно выберите пункты Сервис /
Анализ данных / Корреляция; щелкните по кнопке ОК;

2) заполните диалоговое окно ввода данных и параметров вывода
(рис. 2.3);

3) результаты вычислений – матрица коэффициентов парной кор#
реляции – приведены на рис. 2.4.

Для вычисления параметров линейного уравнения множествен#
ной регрессии используется инструмент анализа данных Регрессия.

Рис. 2.1.  Диалоговое окно ввода параметров инструмента Описатель(
ная статистика
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Рис. 2.3. Диалоговое окно ввода параметров инструмента Корреляция

Рис. 2.4. Матрица коэффициентов парной корреляции
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Рис. 2.6. Результат применения инструмента Регрессия

Рис. 2.5. Диалоговое окно ввода параметров инструмента Регрессия

Она аналогична расчету параметров парной линейной регрессии, опи#
санной выше, только в отличие от парной регрессии в диалоговом
окне при заполнении параметра входной интервал Х следует указы#
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вать не один столбец, а все столбцы, содержащие значения фактор#
ных признаков (рис. 2.5).

Результаты анализа приведены на рис. 2.6.

2.4. Контрольные задания

Задача 1. Зависимость спроса на товар К от его цены характеризу#
ется по 20 наблюдениям уравнением:

= −lg 5,25 0,85lg .y x

Задание.
– записать данное уравнение в виде степенной функции;
– оценить эластичность спроса на товар в зависимости от его цены.
Задача 2. Изучается влияние стоимости основных и оборотных

средств на величину валового дохода торговых предприятий (табл. 2.4).

Таблица 2.4

п/п№
у йыволав,

догаздоход
x1, ьтсомиотсяаводогендерс

воднофхынвонсо
x2, ьтсомиотсяаводогендерс

втсдерсхынторобо

1 303 811 502

2 361 821 651

3 541 711 451

4 312 051 361

5 122 651 821

6 881 202 051

7 012 612 451

8 651 422 241

9 081 412 631

01 732 452 602

11 061 512 881

21 571 891 641

Задание:
– используя ППП Excel, получить таблицу статистических ха#

рактеристик;
– построить линейное уравнение множественной регрессии и по#

яснить экономический смысл его параметров;
– рассчитать частные коэффициенты эластичности;



41

– определить частные и парные коэффициенты корреляции, а так#
же множественный коэффициент корреляции;

· дать оценку полученного уравнения на основе коэффициента де#
терминации и F#критерия Фишера.

Контрольные вопросы

1. Что представляет собой множественная регрессия?
2. Какие функции применяются для построения множественной

регрессии?
3. Чему равен определитель матрицы, если между всеми фактора#

ми существует полная линейная связь?
4. Какие факторы включаются в модель множественной регрес#

сии?
5. Как определяется множественный коэффициент корреляции?
6. Что такое фиктивные переменные? Как они входят в уравнение

множественной регрессии?
7. Каким критериям должны отвечать оценки параметров регрес#

сии?
8. Для чего применяется анализ остатков при наличии регресси#

онной модели?
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3. ВРЕМЕННЫЕ РЯДЫ
В ЭКОНОМИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ

3.1. Методические указания

Модели, построенные по данным, характеризующим один объект
за ряд последовательных моментов (периодов) времени, называются
моделями временных рядов.

Временной ряд – это совокупность значений какого#либо показате#
ля за несколько последовательных моментов или периодов. Каждый
уровень временного ряда формируется из трендовой (Т), циклической
(S) и случайной (Е) компонент. Модели, в которых временной ряд пред#
ставлен как сумма перечисленных компонент – аддитивные модели, как
произведение – мультипликативные модели. Основная задача эконо#
метрического исследования отдельного временного ряда – выявление и
придание количественного выражения каждой из перечисленных выше
компонент с тем, чтобы использовать полученную информацию для
прогнозирования будущих значений ряда или при построении моделей
взаимосвязи двух и более временных рядов.

Аддитивная модель имеет следующий вид:

= + + .Y T S E

Мультипликативная модель:

= .Y TSE

Построение аддитивной и мультипликативной моделей сводится
к расчету значения Т, S, Е для каждого уровня ряда.

Построение модели включает следующие шаги:
1) выравнивание исходного ряда методом скользящей средней;
2) расчет значений сезонной компоненты S;
3) устранение сезонной компоненты из исходных уровней ряда и

получение выровненных данных в аддитивной (Т + Е) или в мульти#
пликативной (Т·Е) модели.

4) аналитическое выравнивание уровней (Т + Е) или (Т·Е) и расчет
значений Т с использованием полученного уравнения тренда;
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5) расчет полученных по модели значений (Т + S) или (T·S);
6) расчет абсолютных или относительных ошибок.
В моделях с сезонной компонентой обычно предполагается, что

сезонные воздействия за период взаимопогашаются. В аддитивной
модели это выражается в том, что сумма значений сезонной компо#
ненты по всем кварталам должна быть равна нулю.

3.2. Решение типовых задач

Задача 3.1. Имеются данные об общем количестве правонаруше#
ний на таможне одного из субъектов РФ (табл. 3.1).

Таблица 3.1

доГ латравK t ,ледхыннеджубзововтсечилоK yt

2002

I 1 573

II 2 173

III 3 968

VI 4 5101

3002

I 5 753

II 6 174

III 7 299

VI 8 0201

4002

I 9 093

II 01 553

III 11 299

VI 21 509

5002

I 31 164

II 41 454

III 51 029

VI 61 729

Данный временной ряд содержит сезонные колебания периодич#
ностью 4, так как количество правонарушений в первый#второй квар#
талы ниже, чем в третий#четвертый. Необходимо рассчитать компо#
ненты аддитивной модели временного ряда.

Шаг 1. Проводится выравнивание исходных уровней ряда мето#
дом скользящей средней (табл. 3.2). Для этого:
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Таблица 3.2

№
#равк

,алат t

овтсечилоK
#урановарп

,йинеш yt

оготИ
ерытечаз
алатравк

яащязьлокС
#ечазяяндерс
алатравкерыт

#навориртнеЦ
#язьлоксяан
яяндерсяащ

акнецО
йоннозес

ытненопмок

1 2 3 4 5 6

1 573 – – – –

2 173 0362 5,756 – –

3 968 2162 356 52,556 57,312

4 5101 2172 876 5,566 5,943

5 753 5382 57,807 57,396 57,633–

6 174 0482 017 573,907 573,832–

7 299 3782 52,817 521,417 578,772

8 0201 7572 52,986 57,307 52,613

9 093 7572 52,986 52,986 52,992–

01 553 2462 5,066 578,476 578,913–

11 299 3172 52,876 573,966 526,223

21 509 2182 307 526,096 573,412

31 164 0472 586 496 332–

41 454 2672 5,096 57,786 57,332–

51 029 – – – –

61 729 – – – –

1. Суммируются уровни ряда последовательно за каждые четыре
квартала со сдвигом на один момент времени.

2. Разделив полученные суммы на 4, находятся скользящие сред#
ние. Полученные таким образом выровненные значения уже не со#
держат сезонной компоненты.

3. Необходимо привести эти значения в соответствие с фактичес#
кими моментами времени, для чего находятся средние значения из
двух последовательных скользящих средних – центрированные
скользящие средние.

Шаг 2. Находятся оценки сезонной компоненты как разность меж#
ду фактическими уровнями ряда и центрированными скользящими
средними. Эти оценки используются для расчета значений сезонной
компоненты S. Для этого находятся средние за каждый квартал (по
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всем годам) оценки сезонной компоненты Si. В моделях с сезонной
компонентой обычно предполагается, что сезонные воздействия за
период взаимопогашаются. В аддитивной модели это выражается в
том, что сумма значений сезонной компоненты по всем кварталам
должна быть равна нулю (табл. 3.3).

Таблица 3.3

илетазакоП

доГ
,алатравк№ i

I II III VI

2002 – – 57,312 5,943

3002 57,633– 573,832– 578,772 52,613

4002 52,992– 578,913– 526,223 573,412

5002 332– 57,332– – –

азогесВ i латравкй# 968– 297– 52,418 521,088

акнецояяндерС
ытненопмокйоннозес

ялд i ,алатравког#
766,982– 462– 714,172 573,392

яаннавориткеррокС
,атненопмокяаннозес Si

844,292– 187,662– 636,862 395,092

Для данной модели имеем:

− − + + =289,667 264 271,417 293,375 11,125.

Корректирующий коэффициент = =11,125 4 2,781.k
Расчет скорректированных значений сезонной компоненты

( = −i iS S k ).

Проверка равенства нулю суммы значений сезонной компоненты:

− − + + =292,448 266,781 268,636 290,593 0.

Шаг 3. Исключается влияние сезонной компоненты, путем вычи#
тания ее значения из каждого уровня исходного временного ряда.
Получаются величины T + E = Y–S. Эти значения рассчитываются за
каждый момент времени и содержат только тенденцию и случайную
компоненту (табл. 3.4).

Шаг 4. Определение компоненты T данной модели. Для этого про#
водится аналитическое выравнивание ряда (T + E) с помощью линей#
ного тренда. Результаты аналитического выравнивания следующие:

= +671,777 0,9233 .T t

iS
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Подставляя в это уравнение значения t = 1, 2, …, 16, находятся
уровни T для каждого момента времени.

Шаг 5. Находятся значения уровней ряда, полученные по адди#
тивной модели. Для этого к уровням T прибавляются значения се#
зонной компоненты для соответствующих кварталов.

Для оценки качества построенной модели применяется сумма квад#
ратов полученных абсолютных ошибок.

( )
= − = − =

−

2
2

2

37911,973
1 1 0,970.

1252743,75
t

E
R

y y

Следовательно, можно сказать, что аддитивная модель объясня#
ет 97% общей вариации уровней временного ряда количества право#
нарушений по кварталам за четыре года.

Таблица 3.4

t yt Si yt S– i T S+T y=E t (– S+T ) E2

1 2 3 4 5 6 7 8

1 573 – 844,292 844,766 007,276 252,083 – 252,5 485,72

2 173 – 187,662 187,736 426,376 348,604 – 348,53 127,4821

3 968 636,862 463,006 745,476 381,349 – 381,47 711,3055

4 5101 395,092 704,427 074,576 360,669 739,84 038,4932

5 753 – 844,292 844,946 493,676 649,383 – 649,62 780,627

6 174 – 187,662 187,737 713,776 635,014 464,06 598,5563

7 299 636,862 463,327 042,876 678,649 421,54 571,6302

8 0201 395,092 704,927 361,976 657,969 442,05 064,4252

9 093 – 844,292 844,286 780,086 936,783 163,2 475,5

01 553 – 187,662 187,126 010,186 922,414 – 922,95 470,8053

11 299 636,862 463,327 339,186 965,059 134,14 825,6171

21 509 395,092 704,416 758,286 054,379 – 054,86 304,5864

31 164 – 844,292 844,357 087,386 233,193 866,96 036,3584

41 454 – 187,662 187,027 307,486 229,714 870,63 226,1031

51 029 636,862 463,156 726,586 362,459 – 362,43 359,3711

61 729 395,092 704,636 055,686 341,779 – 341,05 023,4152
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Шаг 6. Прогнозирование по аддитивной модели. Необходимо дать
прогноз об общем объеме правонарушений на I#й и II#й кварталы 2006
года. Прогнозное значение Ft уровня временного ряда в аддитивной
модели есть сумма трендовой и сезонной компонент. Для определе#
ния трендовой компоненты воспользуемся уравнением тренда

= +671,777 0,9233 .T t

Получим

= + ⋅ =17 671,777 0,9233 17 687,473;T

= + ⋅ =18 671,777 0,9233 18 688,396.T

Значения сезонных компонент за соответствующие кварталы рав#
ны: = −1 292,448S и = −2 266,781.S  Таким образом,

= + = − ≈17 17 1 687,473 292,448 395;F T S

= + = − ≈18 18 2 688,396 266,781 422.F T S

То есть в первые два квартала 2006 года следует ожидать порядка
395 и 422 правонарушений соответственно.

Задача 3.2. На основе помесячных данных о числе браков (тыс.) в
регионе за последние три года была построена аддитивная модель
временного ряда. Скорректированные значения сезонной компонен#
ты за соответствующие месяцы приведены в табл. 3.5.

Таблица 3.5

цясеМ
#ечанзеыннавориткеррокС

ытненопмокйоннозесяин
цясеМ

#ечанзеыннавориткеррокС
ытненопмокйоннозесяин

ьравнЯ 0,1– ьлюИ 0,3

ьларвеФ 0,2 тсугвА 0,1

траМ 5,0– ьрбятнеС 5,2

ьлерпА 3,0 ьрбяткО 0,1

йаМ 0,2– ьрбяоН 0,3–

ьнюИ 1,1– ьрбакеД ?

Уравнение тренда выглядит следующим образом:

� = +2,5 0,03 .ty t

При расчете параметров тренда использовались фактические мо#
менты времени (t от 1 до 36 месяцев).
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Требуется:
– определить значение сезонной компоненты за декабрь;
– на основе постоянной модели дать прогноз, заключенных в тече#

ние 1#го квартала следующего года.
Решение.
Сумма значений сезонной компоненты внутри одного цикла дол#

жна быть равна 0 (в соответствии с методикой построения аддитив#
ной модели временного ряда). Следовательно, значение сезонной ком#
поненты за декабрь составит:

S
12

= 0 – (–1 + 2 – 0,5 + 0,3 – 2 – 1,1 + 3 + 1 + 2,5 + 1 – 3) = – 2,2.

Прогнозное значение уровня временного ряда Ft в аддитивной мо#
дели есть сумма трендового значения Tt и соответствующего значе#
ния сезонной компоненты St.

Число браков, заключенных в I#м квартале следующего года, есть
сумма числа браков, заключенных в январе F37, феврале F38 и марте
F39.

Для расчета трендовых значений воспользуемся уравнением трен#
да, указанным в условии задачи:

� = +
= + ⋅ =
= + ⋅ =
= + ⋅ =

37

38

39

2,5 0,03 ;

2,5 0,03 37 3,61;

2,5 0,03 38 3,64;

2,5 0,03 39 3,67.

ty t

T

T

T

Соответствующие значения сезонных компонент составят:

S1 = –1 (январь)
S2 = 2 (февраль)
S3 = –0,5 (март)

Таким образом,

= + = − =
= + = + =
= + = − =

37 37 1

38 38 2

39 39 3

3,61 1,0 2,61;

3,64 2,0 5,64;

3,67 0,5 3,17.

F T S

F T S

F T S

Количество браков, заключенных в I#м квартале следующего года,
составит:

2,61 + 5,64 + 3,17 = 11,42 тыс.
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3.3. Решение с помощью ППП Excel

Задача 3.3. Динамика выпуска продукции Швеции характеризу#
ется данными (млн дол.), приведенными в табл. 3.6.

Таблица 3.6

,доГ х ,иицкудорпксупыВ у ,доГ х ,иицкудорпксупыВ у

0791 4501 8891 27111

1791 4011 9891 05141

2791 9411 0991 40041

3791 1921 1991 88031

4791 7241 2991 81521

5791 5051 3991 17431

6791 3151 4991 71631

7791 5361 5991 65361

8791 7891 6991 73002

9791 6032 7991 84712

0891 7632 8991 89232

1891 3192 9991 07562

2891 7383 0002 08032

3891 0945 1002 18932

4891 2055 2002 64432

5891 2436 3002 85692

6891 5667 4002 37593

7891 0758 5002 53483

1. Для определения параметров линейного тренда по методу наи#
меньших квадратов используется статистическая функция ЛИНЕЙН,
для определения экспоненциального тренда – ЛГРФПРИБЛ. В каче#
стве зависимой переменной в данном примере выступает время (t = 1,
2, …, n). Приведем результаты вычисления функции ЛИНЕЙН и
ЛГРФПРИБЛ (рис. 3.1 и 3.2).

Запишем уравнение линейного и экспоненциального тренда, ис#
пользуя данные рис. 3.1 и 3.2:

� = − +1921124,37 977,12 ,ty t � = −1,0045 .t
ty
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2. Построение графиков осуществляется с помощью Мастера ди$
аграмм.

Порядок построения следующий:
1) введите исходные данные или откройте существующий файл,

содержащий анализируемые данные;
2) активизируйте Мастер диаграмм любым из следующих спосо#

бов:

Рис. 3.1. Результат вычисления функции ЛИНЕЙН
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а) в главном меню выберите Вставка / Диаграмма;
б) на панели инструментов Стандартная щелкните по кнопке Ма$

стер диаграмм;
3) в окне Тип выберите График (рис. 3.3); вид графика выберите в

поле рядом со списком типов. Щелкните по кнопке Далее;

Рис. 3.2. Результат вычисления функции ЛГРФПРИБЛ
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Рис. 3.3. Диалоговое окно Мастера диаграмм: тип диаграммы

Рис. 3.4. Диалоговое окно Мастера диаграмм: источник данных
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4) заполните диапазон данных, как показано на рис. 3.4. Устано#
вите флажок размещения данных в столбцах (строках). Щелкните
по кнопке Далее;

5) заполните параметры диаграммы на разных закладках (рис.
3.5): название диаграммы и осей, значение осей, линии сетки, пара#
метры легенды, таблица и подписи данных. Щелкните по кнопке
Далее;

6) укажите место размещения диаграммы на отдельном или имею#
щемся листе (рис. 3.6). Щелкните по кнопке Далее. Готовая диаг#
рамма, отражающая динамику уровня изучаемого ряда, приведена
на рис. 3.7.

Рис. 3.5. Диалоговое окно Мастера диаграмм: параметры диаграммы

Рис. 3.6. Диалоговое окно Мастера диаграмм: размещение диаграммы
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В ППП MS Excel линия тренда может быть добавлена в диаграмму
с областями гистограммы или в график. Для этого:

1) выделите область построения диаграммы; в главном меню вы#
берите Диаграмма / Добавить линию тренда;

2) в появившемся диалоговом окне (рис. 3.8) выберите вид линии
тренда и задайте соответствующие параметры. Для полиномиально#
го тренда необходимо задать степень аппроксимирующего полино#
ма, для скользящего среднего – количество точек усреднения.

Рис. 3.7. Динамика выпуска продукции :

– выпуск продукции, y

Рис. 3.8. Диалоговое окно типов линий тренда
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В качестве дополнительной информации на диаграмме можно ото#
бразить уравнение регрессии и значение среднеквадратического от#
клонения, установив соответствующие флажки на закладке Пара$
метры (рис. 3.9). Щелкните по кнопке ОК.

На рис. 3.10–3.14 приведены различные виды трендов, описыва#
ющие исходные данные задачи.

Рис. 3.9. Диалоговое окно параметров линии тренда
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Рис. 3.10. Линейный тренд:

 – выпуск продукции, у;  – линейный тренд
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Рис. 3.11. Логарифмический тренд:

 – выпуск продукции, у;  – логарифмический тренд

Рис. 3.12. Полиномиальный тренд:

 – выпуск продукции, у;  – полиномиальный тренд 6(й
степени

Рис. 3.13. Степенной тренд:

 – выпуск продукции, у;  – степенной тренд
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3. Сравним значения 2
xyr (или R2) по разным уравнениям трендов:

полиномиальный 6#й степени – 2
xyr = 0,9728; экспоненциальный –

2
xyr = 0,9647; линейный – 2

xyr = 0,8841; степенной – 2
xyr = 0,8470; ло#

гарифмический – 2
xyr = 0,5886.

Исходные данные лучше всего описывает полином 6#й степени.
Следовательно, в рассматриваемом примере для прогнозных значе#
ний следует использовать полиномиальное уравнение.

3.4. Контрольные задания

Задача 1. На основе помесячных данных о потреблении электро#
энергии за последние три года была построена аддитивная модель
временного ряда (табл. 3.7).

Таблица 3.7

цясеМ
#ечанзеыннавориткеррокС

ытненопмокйоннозесяин
цясеМ

#ечанзеыннавориткеррокС
ытненопмокйоннозесяин

ьравнЯ 52+ ьлюИ 52–

ьларвеФ 01+ тсугвА 81–

траМ 6+ ьрбятнеС 2+

ьлерпА 4– ьрбяткО 51+

йаМ 23– ьрбяоН 72+

ьнюИ 83– ьрбакеД ?

Уравнение тренда выглядит следующим образом: � = +300 1,5 .ty t
При расчете параметров тренда использовались фактические мо#

менты времени (t от 1 до 36 месяцев).

Рис. 3.14. Экспоненциальный тренд:

 – выпуск продукции, у;  – экспоненциальный тренд
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Задание:
– определить значение сезонной компоненты за декабрь;
– дать точечный прогноз ожидаемого потребления электроэнер#

гии в течение I#го квартала следующего года.
Задача 2. Имеются помесячные данные о темпах роста заработной

платы за 10 месяцев 2000 г. в процентах к уровню декабря 1999 г.
(табл. 3.8).

Таблица 3.8

цясеМ ыталпйонтобаразйончясемйоньланимонатсорыпмеТ

ьравнЯ 9,28

ьларвеФ 3,78

траМ 4,99

ьлерпА 8,401

йаМ 2,701

ьнюИ 6,121

ьлюИ 6,811

тсугвА 1,411

ьрбятнеС 0,321

ьрбяткО 3,721

Используя ППП Excel, выбрать наилучший тип тренда и опреде#
лить его параметры.

Контрольные задания

1. Каковы основные элементы временного ряда?
2. В чем состоит задача эконометрического анализа временного

ряда?
3. Перечислите основные виды трендов.
4. Что представляют собой параметры линейного и экспоненци#

ального трендов?
5. Что такое аддитивная модель временного ряда? Перечислите

этапы ее построения.
6. Как строится мультипликативная модель временного ряда?
7. Что такое скорректированная сезонная компонента и для чего

она применяется?
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4. СИСТЕМА ЭКОНОМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

4.1. Методические указания

Сложные экономические процессы описываются с помощью сис(
темы взаимосвязанных (одновременных) уравнений.

Различают несколько видов систем уравнений
Система независимых уравнений – когда каждая зависимая пе#

ременная у рассматривается как функция одного и того же набора
факторов х:

= + + +⎧
⎪ = + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + +⎩

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

.... ,

.... ,

..........................

.... .

m m

m m

n n n nm m

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

Для решения этой системы и нахождения ее параметров исполь#
зуется метод наименьших квадратов.

Система рекурсивных уравнений – когда зависимая переменная у
одного уравнения выступает в виде фактора х в другом уравнении:

= + + +⎧
⎪ = + + + +⎪⎪ = + + + + +⎨
⎪
⎪
⎪ = + + + + + +⎩

1 11 1 12 2 1

2 21 1 21 1 22 2 2

3 31 1 32 2 31 1 32 2 3

1 1 2 2 1 1 2 2

.... ,

.... ,

.... ,

............................

....... .... .

m m

m m

m m

n n n n n nm m

y a x a x a x

y b y a x a x a x

y b y b y a x a x a x

y b y b y a x a x a x

Для решения этой системы и нахождения ее параметров исполь#
зуется метод наименьших квадратов.

Система взаимосвязанных (совместных) уравнений – когда одни
и те же зависимые переменные в одних уравнениях входят в левую
часть, а в других – в правую.
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= + + + + + +⎧
⎪ = + + + + + +⎪
⎨
⎪
⎪ = + + + + + +⎩

1 12 2 13 3 11 1 12 2 1

2 21 1 23 3 21 1 22 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

...... .... ,

...... .... ,

............................

....... .... .

m m

m m

n n n n n nm m

y b y b y a x a x a x

y b y b y a x a x a x

y b y b y a x a x a x

Такая система уравнений называется структурной формой моде(
ли.

Система совместных, одновременных уравнений (или структур#
ная форма модели) обычно содержит эндогенные и экзогенные пере#
менные.

Эндогенные переменные (у) – взаимозависимые переменные, ко#
торые определяются внутри модели (системы).

Экзогенные переменные (х) – независимые переменные, которые
определяются вне системы.

Классификация переменных на эндогенные и экзогенные зависит
от теоретической концепции принятой модели. Экономические пере#
менные могут выступать в одних моделях как эндогенные, а в других
– как экзогенные переменные. Внеэкономические переменные (на#
пример, климатические условия, социальное положение, пол, воз#
растная категория) входят в систему только как экзогенные пере#
менные. В качестве экзогенных переменных могут рассматриваться
значения эндогенных переменных за предшествующий период вре#
мени (лаговые переменные).

Коэффициенты а и b при переменных – структурные коэффициен(
ты модели.

Система линейных функций эндогенных переменных от всех пре#
допределенных переменных системы – приведенная форма модели:

= δ + δ + + δ⎧
⎪ = δ + δ + + δ⎪
⎨
⎪
⎪ = δ + δ + + δ⎩

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

.... ,

.... ,

..........................

.... .

m m

m m

n n n nm m

y x x x

y x x x

y x x x

где d – коэффициенты приведенной формы модели.
При переходе от приведенной формы модели к структурной возни#

кает проблема идентификации.
Идентификация – это единственность соответствия между при#

веденной и структурной формами модели.
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С позиции идентифицируемости структурные модели можно под#
разделить на три вида:

– идентифицируемые;
– неидентифицируемые;
– сверхидентифицируемые.
Модель идентифицируема, если все ее структурные коэффициен#

ты определяются однозначно, единственным образом по коэффици#
ентам приведенной формы модели, т. е. если число параметров струк#
турной модели равно числу параметров приведенной формы модели.
В этом случае структурные коэффициенты модели оцениваются через
параметры приведенной формы модели, и модель идентифицируема.

Модель неидентифицируема, если число приведенных коэффици#
ентов меньше числа структурных коэффициентов, и в результате
структурные коэффициенты не могут быть оценены через коэффици#
енты приведенной формы модели.

Модель сверхидентифицируема, если число приведенных коэффи#
циентов больше числа структурных коэффициентов. В этом случае
на основе коэффициентов приведенной формы можно получить два
или более значений одного структурного коэффициента. В этой моде#
ли число структурных коэффициентов меньше числа коэффициентов
приведенной формы.

Необходимое условие идентификации – выполнение счетного пра#
вила:

D + 1 = H – уравнение идентифицируемо;
D + 1 < H – уравнение неидентифицируемо;
D + 1 > H – уравнение сверхидентифицируемо,

где H – число эндогенных переменных в уравнении; D – число пре#
допределенных переменных, отсутствующих в уравнении, но при#
сутствующих в системе.

Достаточное условие идентификации – определитель матрицы,
составленной из коэффициентов при переменных, отсутствующих в
исследуемом уравнении, не равен 0 и ранг этой матрицы не менее чис#
ла эндогенных переменных системы без единицы.

Для решения идентифицируемого уравнения применяется косвен(
ный метод наименьших квадратов (КМНК), для решения сверхи#
дентифицированных – двухшаговый метод наименьших квадратов
(ДМНК).

Косвенный метод наименьших квадратов применяется в случае
точно идентифицируемой структурной модели. При этом предпола#
гается выполнение следующих этапов работы:
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1) составляют приведенную форму модели и определяют числен#
ный значения параметров каждого его уравнения обычным МНК;

2) путем алгебраических преобразований переходят от приведен#
ной формы к уравнениям структурной формы модели, получая тем
самым численные оценки структурных параметров.

Если система сверхидентифицируема, то КМНК не используется,
так как он не дает однозначных оценок для параметров структурной
модели. В этом случае могут использоваться разные методы оценива#
ния, среди которых наиболее распространенным и простым является
ДМНК:

– составляют приведенную форму модели и определяют числен#
ные значения параметров каждого его уравнения обычным МНК;

– выявляют эндогенные переменные, находящиеся в правой час#
ти структурного уравнения, параметры которого определяют косвен#
ным МНК, и находят расчетные значения по соответствующим урав#
нениям приведенной формы модели;

– обычным МНК определяют параметры структурного уравнения,
используя в качестве исходных данных фактические значения пре#
допределенных переменных и расчетные значения эндогенных пере#
менных, стоящих в правой части данного структурного уравнения.

4.2. Решение типовой задачи

Задача 4.1. Изучается модель вида

−

= + +
= + +

1 1

2 2 3 1

( );

,

y a b C D

C a b y b y

где y – валовой национальный доход; y–1 – валовой национальный
доход предшествующего года; C – личное потребление; D – конечный
спрос (помимо личного потребления).

Информация за девять лет о приростах всех показателей дана в
табл. 4.1.

Для данной модели была получена система приведенных уравне#
ний:

−

−

= + +⎧
⎨ = + +⎩

1

1

8,219 0,6688 0,2610 ,

8,636 0,3384 0,2020 .

y D y

C D y

Требуется:
– провести идентификацию модели;
– рассчитать параметры первого уравнения структурной модели.
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Решение. В данной модели две эндогенные переменные у и С и две
экзогенные переменные D и y–1. Второе уравнение точно идентифи#
цировано, так как содержит две эндогенные переменные и не содер#
жит одну экзогенную переменную из системы. Иными словами, для
второго уравнения имеем по счетному правилу идентификации ра#
венство: 2 = 1 + 1.

Первое уравнение сверхидентифицировано, так как на параметры
при C и D наложено ограничение: они должны быть равны. В этом
уравнении содержится одна эндогенная переменная у. Переменная С
в данном уравнении не рассматривается как эндогенная, так как она
участвует в уравнении не самостоятельно, а вместе с переменной D. В
данном уравнении отсутствует одна экзогенная переменная, имею#
щаяся в системе. По счетному правилу идентификации получаем:
1 + 1 = 2: D + 1 > H. Это больше, чем число эндогенных переменных в
уравнении. Следовательно, система сверхидентифицирована.

Для определения параметров сверидентифицированной модели
используется двухшаговый метод наименьших квадратов.

Шаг 1. На основе системы приведенных уравнений по точно иден#
тифицированному второму уравнению определим теоретические зна#
чения эндогенной переменной С. Для этого в приведенное уравнение

−= + + 18,636 0,3384 0,2020C D y  подставим значения D и y–1. Полу#
чим:

� =1 15,8;C  � =2 16,8;C  � =3 7,4;C  � =4 14,3;C  � =5 15,0;C  � =6 27,4;C

� =7 24,0;C  � =8 33,2;C  � =9 29,0.C

Таблица 4.1

доГ D y–1 y C

1 8,6– 7,64 1,3 4,7

2 4,22 1,3 8,22 4,03

3 3,71– 8,22 8,7 3,1

4 0,21 8,7 4,12 7,8

5 9,5 4,12 8,71 8,52

6 7,44 8,71 2,73 6,8

7 1,32 2,73 7,53 0,03

8 2,15 7,53 6,64 4,13

9 3,23 6,64 0,65 1,93

S 5,761 1,932 4,842 7,281
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Шаг 2. По сверхидентифицированному уравнению структурной
формы модели заменяем фактические значения С на теоретические �C
и рассчитываем новую переменную � +C D  (табл. 4.2).

Таблица 4.2

доГ D

1 8,6– 8,51 0,9

2 4,22 8,61 2,93

3 3,71– 4,7 9,9–

4 0,21 3,41 3,62

5 9,5 0,51 9,02

6 7,44 4,72 1,27

7 1,32 42 1,74

8 2,15 2,33 4,48

9 3,23 0,92 3,16

S 5,761 9,281 4,053

Далее к сверхидентифицированному уравнению применяем метод
наименьших квадратов. Обозначим новую переменную � +C D  через Z.
Решаем следующее уравнение:

= +1 1 .y a b Z

Система нормальных уравнений составит:

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩

∑ ∑
∑ ∑ ∑

1 1

2
1 1

,

,

y na b Z

yZ a Z b Z
    

= +⎧
⎨ = +⎩

1 1

1 1

248,4 9 350,4 ,

13508,71 350,4 21142,02 .

a b

a b

=1 7,678;a  =1 0,512;b

Первое уравнение структурной модели будет иметь следующий вид:

= + +7,678 0,512( ).y C D

4.3. Контрольные задания

Задача 1. Модель Кейнса (упрощенная версия), описывающая
макроэкономическое равновесие, зависимость объема производства
и уровня занятости от размеров совокупного спроса, при условии,

� +C D�C
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что отсутствует изменение заработной платы и цен, представлена
следующими уравнениями:

−= + +1 11 12 1t t tС a b y b y – функция потребления;

= +2 21t tI a b y  – функция инвестиций;

= + +t t t tY C I G  – тождество доходов,

где С – потребление; Y – ВВП; I – валовые инвестиции; G – государ#
ственные расходы; t – текущий период; t–1 – предыдущий период.

Задание:
– применив необходимое и достаточное условие идентификации,

определите, идентифицировано ли каждое из уравнений;
– определите метод оценки параметров модели;
– запишите приведенную форму модели.
Задача 2. Модель спроса и предложения на деньги

= + +
= +

1 11 12

2 21

;

,
t t t

t t

R a b M b Y

Y a b R

где R – процентные ставки в период t; Y – ВВП в период t; M – денеж#
ная масса в период t.

Задание:
– применив необходимое и достаточное условие идентификации,

определите, идентифицировано ли каждое из уравнений;
– определите метод оценки параметров модели;
– запишите приведенную форму модели.
Задача 3. Макроэкономическая модель (упрощенная модель Клей#

на):

−

= + +
= + +
= +

1 12 13

2 21 24 1

;

;

,

t t t

t t t

t t t

C a b Y b T

I a b Y b K

Y C I

где С – потребление; I – инвестиции; Y – доход; T – налоги; K – запас
капитала; t – текущий период; t–1 – предыдущий период.

Задание:
– применив необходимое и достаточное условие идентификации,

определите, идентифицировано ли каждое из уравнений;
– определите метод оценки параметров модели;
– запишите приведенную форму модели.
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Контрольные вопросы

1. Назовите возможные способы построения систем уравнений. В
чем их отличия?

2. В чем заключаются проблемы идентификации модели?
3. Каковы необходимые условия идентификации?
4. Каковы достаточные условия идентификации?
5. Что такое эндогенные и экзогенные переменные?
6. В чем состоит косвенный метод наименьших квадратов?
7. Что такое двухшаговый метод наименьших квадратов? В ка#

ком случае он применяется?
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Приложение

Таблица 1. Значения F(критерия Фишера при уровне значимости
a = 0,05

k1
k2

1 2 3 4 5 6 8 21 42 •

1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 11

1 5,161 5,991 7,512 6,422 2,032 9,332 9,832 9,342 0,942 3,452

2 15,81 00,91 61,91 52,91 03,91 33,91 73,91 14,91 54,91 05,91

3 31,01 55,9 82,9 21,9 10,9 49,8 48,8 47,8 46,8 35,8

4 17,7 49,6 95,6 93,6 62,6 61,6 40,6 19,5 77,5 36,5

5 16,6 97,5 14,5 91,5 50,5 59,4 28,4 86,4 35,4 63,4

6 99,5 41,5 67,4 35,4 93,4 82,4 51,4 00,4 48,3 76,3

7 95,5 47,4 53,4 21,4 79,3 78,3 37,3 75,3 14,3 32,3

8 23,5 64,4 70,4 48,3 96,3 85,3 44,3 82,3 21,3 39,2

9 21,5 62,4 68,3 36,3 84,3 73,3 32,3 70,3 09,2 17,2

01 69,4 01,4 17,3 84,3 33,3 22,3 70,3 19,2 47,2 45,2

11 48,4 89,3 95,3 63,3 02,3 90,3 59,2 97,2 16,2 04,2

21 57,4 88,3 94,3 62,3 11,3 00,3 58,2 96,2 05,2 03,2

31 76,4 08,3 14,3 81,3 20,3 29,2 77,2 06,2 24,2 12,2

41 06,4 47,3 43,3 11,3 69,2 58,2 07,2 35,2 53,2 31,2

51 45,4 86,3 92,3 60,3 09,2 97,2 46,2 84,2 92,2 70,2

61 94,4 36,3 42,3 10,3 58,2 47,2 95,2 24,2 42,2 10,2

71 54,4 95,3 02,3 69,2 18,2 07,2 55,2 83,2 91,2 69,1

81 14,4 55,3 61,3 39,2 77,2 66,2 15,2 43,2 51,2 29,1

91 83,4 25,3 31,3 09,2 47,2 36,2 84,2 13,2 11,2 88,1

02 53,4 94,3 01,3 78,2 17,2 06,2 54,2 82,2 80,2 48,1

12 23,4 74,3 70,3 48,2 86,2 75,2 24,2 52,2 50,2 18,1

22 03,4 44,3 50,3 28,2 66,2 55,2 04,2 32,2 30,2 87,1

32 82,4 24,3 30,3 08,2 46,2 35,2 83,2 02,2 00,2 67,1

42 62,4 04,3 10,3 87,2 26,2 15,2 63,2 81,2 89,1 37,1

52 42,4 83,3 99,2 67,2 06,2 94,2 43,2 61,2 69,1 17,1
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k1
k2

1 2 3 4 5 6 8 21 42 •

1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 11

62 22,4 73,3 89,2 47,2 95,2 74,2 23,2 51,2 59,1 96,1

72 12,4 53,3 69,2 37,2 75,2 64,2 03,2 31,2 39,1 76,1

82 02,4 43,3 59,2 17,2 65,2 44,2 92,2 21,2 19,1 56,1

92 81,4 33,3 39,2 07,2 45,2 34,2 82,2 01,2 09,1 46,1

03 71,4 23,3 29,2 96,2 35,2 24,2 72,2 90,2 98,1 26,1

53 21,4 62,3 78,2 46,2 84,2 73,2 22,2 40,2 38,1 75,1

04 80,4 32,3 48,2 16,2 54,2 43,2 81,2 00,2 97,1 15,1

54 60,4 12,3 18,2 85,2 24,2 13,2 51,2 79,1 67,1 84,1

05 30,4 81,3 97,2 65,2 04,2 92,2 31,2 59,1 47,1 44,1

06 00,4 51,3 67,2 25,2 73,2 52,2 01,2 29,1 07,1 93,1

07 89,3 31,3 47,2 05,2 53,2 32,2 70,2 98,1 76,1 53,1

08 69,3 11,3 27,2 94,2 33,2 12,2 60,2 88,1 56,1 13,1

09 59,3 01,3 17,2 74,2 23,2 02,2 40,2 68,1 46,1 82,1

001 49,3 90,3 07,2 64,2 03,2 91,2 30,2 58,1 36,1 62,1

521 29,3 70,3 86,2 44,2 92,2 71,2 10,2 38,1 06,1 12,1

051 09,3 60,3 66,2 34,2 72,2 61,2 00,2 28,1 95,1 81,1

002 98,3 40,3 56,2 24,2 62,2 41,2 89,1 08,1 75,1 41,1

003 78,3 30,3 46,2 14,2 52,2 31,2 79,1 97,1 55,1 01,1

004 68,3 20,3 36,2 04,2 42,2 21,2 69,1 87,1 45,1 70,1

005 68,3 10,3 26,2 93,2 32,2 11,2 69,1 77,1 45,1 60,1

0001 58,3 00,3 16,2 83,2 22,2 01,2 59,1 67,1 35,1 30,1

• 48,3 99,2 06,2 73,2 12,2 90,2 49,1 57,1 25,1 1

Окончание табл.1
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Таблица 2. Критические значения t(критерия Стьюдента при уровне
значимости 0,10, 0,05, 0,01 (двухсторонний)

олсиЧ
йенепетс

f.dыдобовс .

a олсиЧ
йенепетс

f.dыдобовс .

a

01,0 50,0 10,0 01,0 50,0 10,0

1 8313,6 607,21 756,36 81 1437,1 9001,2 4878,2

2 0029,2 7203,4 8429,9 91 1927,1 0390,2 9068,2

3 4353,2 5281,3 9048,5 02 7427,1 0680,2 3548,2

4 8131,2 4677,2 1405,4 12 7027,1 6970,2 4138,2

5 0510,2 6075,2 1230,4 22 1717,1 9370,2 8818,2

6 2349,1 9644,2 4707,3 32 9317,1 7860,2 3708,2

7 6498,1 6463,2 5994,3 42 9017,1 9360,2 9697,2

8 5958,1 0603,2 4553,3 52 1807,1 5950,2 4787,2

9 1338,1 2262,2 8942,3 62 6507,1 5550,2 7877,2

01 5218,1 1822,2 3961,3 72 3307,1 8150,2 7077,2

11 9597,1 0102,2 8501,3 82 1107,1 4840,2 3367,2

21 3287,1 8871,2 5450,3 92 1996,1 2540,2 4657,2

31 9077,1 4061,2 3210,3 03 3796,1 3240,2 0057,2

41 3167,1 8441,2 8679,2 04 9386,1 1120,2 5407,2

51 0357,1 5131,2 7649,2 06 7076,1 3000,2 3066,2

61 9547,1 9911,2 8029,2 021 7756,1 9979,1 4716,2

71 6937,1 8901,2 2898,2 • 9446,1 0069,1 8575,2
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