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ВВЕДЕНИЕ 
 
Настоящий учебник представляет собой вводный курс, рассчи-

танный на студентов ВУЗов и аспирантов управленческих и эконо-
мических специальностей. 

Структура изложения материала1 такова (см. Рис. В.1). 
В главе 1 «Проблемы управления организационными система-

ми» приводится общая постановка задачи управления организацион-
ными системами; кратко описываются модели индивидуального и 
коллективного принятия решений, лежащие в основе моделей орга-
низационных систем; вводится система классификаций задач управ-
ления организационными системами. 

 
 

 
Глава  1. Проблемы управления 
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Глава 2. Примеры построения 
механизмов управления 

организационными системами 

 
Рис. В.1. Структура книги 

                                                 
1 Оглавление настоящей работы может рассматриваться как учебная 
программа соответствующего курса. 
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В главе 2 «Примеры построения механизмов управления органи-
зационными системами» в качестве иллюстрации рассматривается 
ряд простых механизмов управления, даются оценки их эффективно-
сти, приводятся примеры эффективных механизмов 

В главе 3 «Механизмы стимулирования в организационных сис-
темах» приведены основные подходы и результаты исследования 
задач стимулирования – побуждения членов организации к соверше-
нию определенных действий. 

В главе 4 «Механизмы планирования в организационных систе-
мах» описаны задачи планирования – принятия управленческих 
решений на основании сообщаемой подчиненными информации. 
При этом основной акцент делается на условиях обеспечения выгод-
ности для участников организационных систем сообщения достовер-
ной информации. 

В главе 5 «Механизмы информационного управления в органи-
зационных системах» рассматриваются задачи формирования таких 
структур информированности управляемых субъектов, при которых 
принимаемые ими решения наиболее выгодны для управляющего 
органа. 

В главе 6 «Механизмы формирования оптимальных структур 
управления» формулируются и решаются задачи анализа и синтеза 
структур управления – описываются: задача формирования органи-
зационных иерархий, модели организационных структур, общая 
модель иерархии управления, методы поиска оптимальных древо-
видных структур. 

Все главы содержат значительное число примеров и завершают-
ся списком задач и упражнений (всего их более сотни) по соответст-
вующей тематике. В конце книги приведены темы для самостоятель-
ного изучения (и/или написания рефератов или выполнения 
курсовых работ). 

При формировании списков используемой и рекомендуемой для 
изучения литературы авторы стремились при наличии такой возмож-
ности приводить источники, тексты которых находятся в свободном 
доступе в Интернете. 

В написании главы 5 принимал участие д.ф.-м.н. 
А.Г. Чхартишвили, глава 6 написана к.т.н. М.В. Губко и к.ф.-м.н. 
С.П. Мишиным. Авторы признательны рецензентам – д.т.н., проф. 
В.А. Ирикову и д.т.н., проф. А.И. Орлову за ценные замечания, а 
также техническому редактору Н.А. Новожениной за большой объем 
работ по оформлению книги. 
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Методические рекомендации. Прежде чем переходить к изло-
жению основного материала работы, обсудим опыт преподавания 
теории управления организационными системами в высших учебных 
заведениях. С методической точки зрения рациональными представ-
ляются следующие состав и структура учебных курсов2 (см. Рис. 
В.2). 

1. Прикладная математика (системный анализ [5, 10], теория игр 
[4], теория графов [1], теория принятия решений [4, 9] – вводные 
курсы (каждый по одному семестру), дающие необходимый матема-
тический аппарат. 

2. Теория управления организационными системами (один-два 
семестра) – курс, содержащий базовые модели и механизмы управ-
ления организационными системами. 

3. Дополнительные курсы (по одному семестру каждый), кото-
рые либо демонстрируют применение теории в различных приклад-
ных областях (управление проектами [2, 8], внутрифирменное управ-
ление и т.д.), либо посвящены углубленному изучению тех или иных 
классов теоретических моделей (кооперативные модели, управление 
оргструктурой, механизмы планирования, информационное управле-
ние и т.д.). 

 

Теория игр Теория графов
Теория
принятия
решений

Теория управления организационными системами

Управление
проектами

Внутрифирменное
управление…

 
Рис. В.2. Структура учебных курсов 

                                                 
2 Предполагается знание студентами математики в объеме двух лет 
обучения в техническом или экономическом ВУЗе. 
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Выше перечислен «максимальный» состав учебных курсов. Его 
ядром является курс теории управления организационными система-
ми (настоящий учебник рассчитан либо на семестровый курс в фор-
мате спецкурса (32 часа), либо на семестровый курс лекций с прак-
тическими занятиями (32/32); двухсеместровому курсу соответствует 
настоящий учебник совместно с [3, 6]; в качестве справочника в 
обоих случаях может использоваться [7]). Состав других курсов 
может варьироваться в зависимости от специализации факультетов и 
кафедр. 

С методической точки зрения можно порекомендовать макси-
мальное использование в учебном процессе современных электрон-
ных ресурсов, посвященных теории и практике управления органи-
зационными системами (см. сноску 3). 

 
Литература ко введению3 

 
1. *Бурков В.Н., Заложнев А.Ю., Новиков Д.А. Теория графов в 
управлении организационными системами. – М.: Синтег, 2001. 
2. *Бурков В.Н., Новиков Д.А. Как управлять проектами. – М.: Син-
тег, 1997. 
3. *Воронин А.А., Губко М.В., Мишин С.П., Новиков Д.А. Математи-
ческие модели организаций. – М.: Ленанд, 2008. 
4. *Губко М.В., Новиков Д.А. Теория игр в управлении организаци-
онными системами. – М.: Синтег, 2002. 
5. *Новиков А.М., Новиков Д.А. Методология. – М.: Синтег, 2007. 
6. *Новиков Д.А., Петраков С.Н. Курс теории активных систем. – М.: 
Синтег, 1999. 
7. *Новиков Д.А. Теория управления организационными системами. – 
М.: Физматлит, 2007. 
8. *Новиков Д.А. Управление проектами: организационные механиз-
мы. М.: ПМСОФТ, 2007. 
9. *Орлов А.И. Теория принятия решений. – М.: Экзамен, 2005. 
10. *Перегудов Ф.И., Тарасенко Ф.П. Введение в системный анализ. – 
М.: Высшая школа, 1989. 

 

                                                 
3 Работы, отмеченные звездочкой, можно найти в свободном доступе в 
электронной библиотеке на сайте www.mtas.ru. 
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ГЛАВА 1. Проблемы управления 
организационными системами 
 

Зачем изучать организации? Чтобы ими управлять? Чтобы 
управлять собой, работая в них? Чтобы в них жить! Действительно, 
организации являются таким же родовым признаком человека, как 
прямохождение, рука, речь, сознание, труд. Человек всю жизнь 
погружен в организации различной природы от семьи до глобальной 
цивилизации, ежедневно участвуя в их создании и испытывая их 
благотворное или губительное влияние. 

Как любой продукт человеческой деятельности организации 
имеют двоякую природу: субъективную, обусловленную личност-
ным творением, и объективную – обусловленную общественным 
сотворением и предназначением. Объективная природа организаций 
обусловлена еще и тем, что они – живые. Организации зачинаются, 
рождаются, взрослеют, стареют, и, наконец, умирают. Жизнь органи-
заций часто течет незаметно, но иногда их кризисы влекут за собой 
драмы и трагедии личностей, народов и поколений. 

Рассмотрим общепринятое содержание понятия «организация» – 
см. Рис. 1.1. В соответствии с определением, данным в [32], «органи-
зация»: 

1) внутренняя упорядоченность, согласованность взаимодейст-
вия более или менее дифференцированных и автономных частей 
целого, обусловленная его строением; 

2) совокупность процессов или действий, ведущих к образова-
нию и совершенствованию взаимосвязей между частями целого; 

3) объединение людей, совместно реализующих некоторую про-
грамму или цель и действующих на основе определенных процедур и 
правил», то есть механизмов функционирования – см. [27] (механизм 
– «система, устройство, определяющее порядок какого-либо вида 
деятельности» [30, С. 283]). 

Третье значение термина «организация» является определением 
организационной системы. 

Применительно к организационным системам механизм функ-
ционирования – это совокупность правил, законов и процедур, регла-
ментирующих взаимодействие участников организационной систе-
мы. Более узким является понятие механизма управления – 
совокупности процедур принятия управленческих решений в органи-
зациях. 
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ОРГАНИЗАЦИЯ 
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Организационная 
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действующих на 

основе определенных 
процедур и правил) 

 
Рис. 1.1. Определение «организации» 

 
Таким образом, механизмы функционирования и механизмы 

управления определяют, как ведут себя члены организации4 и как 
они принимают решения. Именно наличие механизмов управления 
отличает организацию от группы (группа – совокупность людей, 
объединенных общностью интересов, профессии, деятельности и 
т.п.) и коллектива (коллектив – группа лиц, объединенных общей 
работой) – см. Рис. 1.2. 

 
 

Группа 

Коллектив 

Организация 

 
Рис. 1.2. Группа, коллектив и организация 

 
Наличие в организации определенной совокупности конкретных 

механизмов управления привлекательно как с точки зрения управ-
ляющего органа – так как позволяет предсказать поведение управ-
ляемых субъектов, так и с точки зрения управляемых субъектов – так 
как делает предсказуемым поведение управляющего органа. То есть 
снижение неопределенности за счет использования механизмов 
                                                 
4 С этой точки зрения механизм управления можно рассматривать как 
синоним метода управления, так как и тот, и другой определяют, как 
осуществляется управление. 
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управления является одним из существенных свойств любой органи-
зации как социального института. 

Для того, чтобы управляющий орган – центр – выбрал ту или 
иную процедуру принятия решений (тот или иной механизм управ-
ления, то есть зависимость своих действий от целей организации и 
действий управляемых субъектов – агентов) он должен уметь пред-
сказывать поведение агентов – их реакцию на те или иные управ-
ляющие воздействия. Экспериментировать в жизни, применяя раз-
личные управления и изучая реакцию подчиненных, не эффективно и 
практически никогда не представляется возможным. Здесь на по-
мощь приходит моделирование – метод исследования систем управ-
ления на моделях (см. описание методов моделирования, а также 
проблем устойчивости и адекватности моделей, в [7]). Имея адекват-
ную модель, можно с ее помощью проанализировать реакции управ-
ляемой системы (этап анализа), а затем выбрать и использовать на 
практике (этап синтеза) то управляющее воздействие, которое при-
водит к требуемой реакции. Подчеркнем, что в настоящей работе 
именно моделирование является основным методом исследования 
организаций. 

Организационные системы как системы междисциплинар-
ной природы. В настоящей работе речь идет об организационных 
системах. Возникает закономерный вопрос – какие еще бывают 
системы, и как организационные системы соотносятся с ними. Воз-
можно следующее позиционирование организационных систем. Если 
взять в качестве основания классификации направленность человече-
ской деятельности: «природа – общество – производство» [14], то 
соответственно можно выделить: 

– организационные системы (человек); 
– экологические системы (природа); 
– социальные системы (общество); 
– экономические («технические») системы (производство). 
На «стыке» этих четырех классов систем возникают следующие 

попарные комбинации – системы междисциплинарной природы (см. 
Рис. 1. 3)5: 

• организационно-технические системы; 
• социально-экономические системы; 
• эколого-экономические системы; 

                                                 
5 Следует признать, что последние три класса систем пока не стали 
предметом активных исследований в теории управления. 
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• нормативно-ценностные системы; 
• ноосферные системы; 
• социально-экологические системы. 

 
 

Организационные 
системы 
(человек) 

Социальные 
системы 

(общество) 

Экологические 
системы 
(природа) 

Организационно- 
технические 
системы Эколого- 

экономические 
системы 

Социально- 
экономические 

системы 

СИСТЕМЫ МЕЖДИСЦИПЛИНАРНОЙ ПРИРОДЫ 

Технические 
системы 

(производство) 

Нормативно- 
ценностные 
системы 

Ноосферные 
системы 

Социально-экологические 
системы 

 
Рис. 1. 3. Классификация систем междисциплинарной природы 

 
Организационные системы, как включающие, как минимум, не-

скольких людей, также, наверное, имеет смысл рассматривать как 
системы междисциплинарной природы. 

Немного истории. С точки зрения истории, в конце 1960-х го-
дов XX века, на фоне бурного развития кибернетики, исследования 
операций, математической теории управления (теории автоматиче-
ского регулирования) и интенсивного внедрения их результатов при 
создании новых и модернизации существующих технических систем, 
практически одновременно во многих научных центрах как в СССР, 
так и за рубежом, начали предприниматься попытки применения 
общих подходов теории управления для разработки математических 
моделей социальных и экономических систем (теория автоматиче-
ского регулирования – ТАР, теория активных систем – ТАС, теория 
иерархических игр – ТИИ, Mechanism Design – MD) – см. Рис. 1.4. 
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1900 2000 1950 1940 1960 1970 1980 1990 

Экономика, психология 

Социология, менеджмент 

ТАР 

Теория игр, исследование операций 

Кибернетика 

Принятие решений, теория выбора 

ТАС,   ТИИ,        MD 

Рис. 1.4. Хронология развития представлений 
об организационных системах 

 
На сегодняшний день интеграция этих подходов привело, в свою 

очередь, к созданию теории управления организационными систе-
мами, предмет которой – разработка организационных механизмов 
управления (получить первоначальное представление о современном 
состоянии этой теории можно из монографии [27]). В рамках этой 
теории созданы, исследованы и апробированы на практике десятки 
механизмов управления, которые находят применение при управле-
нии системами самого разного масштаба и отраслевой специфики. 

В настоящей главе, носящей вводный характер, приводится об-
щая постановка задачи управления организационными системами 
(раздел 1.1); кратко описываются модели индивидуального (раздел 
1.2) и коллективного (раздел 1.3) принятия решений, лежащие в 
основе моделей организационных систем; вводится система класси-
фикаций задач управления организационными системами (раздел 
1.4). 

 
1.1. Задачи управления организационными системами 

 
Управленческая деятельность. Рассмотрим основные струк-

турные (процессуальные) компоненты любой деятельности (дея-
тельность – целенаправленная активность человека) [14] некоторого 
субъекта – см. Рис. 1. 5. 
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Рис. 1. 5. Структурные компоненты деятельности 

 



Горизонтальная цепочка (жирные стрелки на Рис. 1. 5) «По-
требность → мотив → цель → задачи → технология → действие → 
результат» соответствуют одному «акту» деятельности. Условно 
границы субъекта (индивидуального или коллективного) обозначе-
ны пунктирным прямоугольником. 

Потребности определяются (см. например, [32, C. 518]) как 
нужда или недостаток в чем-либо, необходимом для поддержания 
жизнедеятельности организма, человеческой личности, социальной 
группы, общества в целом. Потребности социальных субъектов, что 
в данном случае нас интересует, – личности, социальных групп и 
общества в целом – зависят от уровня развития данного общества, а 
также от специфических социальных условий их деятельности (см. 
стрелку (1) на Рис. 1. 5). 

Потребности конкретизируются, опредмечиваются в мотивах, 
являющихся побудителями деятельности человека, социальных 
групп, ради чего она и совершается [32, C. 389-390]. Мотивация есть 
процесс побуждения человека, социальной группы к совершению 
определенной деятельности (см. стрелку (1) на Рис. 1. 5), тех или 
иных действий, поступков. 

Мотивы обусловливают формирование цели как субъективного 
образа желаемого результата ожидаемой деятельности, действия. 

С учетом условий, норм и принципов деятельности цель кон-
кретизируется в набор задач. Далее с учетом выбранной технологии 
(технология – это система условий, форм, методов и средств реше-
ния поставленной задачи), включающей содержание и формы, 
методы и средства, выбирается некоторое действие, которое с 
учетом воздействия окружающей среды приводит к определенному 
результату деятельности. Результат деятельности оценивается 
субъектом по собственным (внутренним) критериям, а элементами 
окружающей среды – по своим (внешним по отношению к субъекту) 
критериям. 

Особое место в структуре деятельности занимают те компонен-
ты, которые в случае индивидуального субъекта называются саморе-
гуляцией, а в случае коллективного субъекта, коллективной дея-
тельности – управлением. Саморегуляция представляет собой 
замкнутый контур регулирования. В процессе саморегуляции субъ-
ект на основании оценки достигнутых результатов корректирует 
компоненты своей деятельности (см. тонкие стрелки на Рис. 1. 5). 

Понятие внешней среды (см. Рис. 1. 5) является важнейшей ка-
тегорией системного анализа, который рассматривает, в частности, 
человеческую деятельность как сложную систему. Среда (внешняя 
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среда) определяется как совокупность всех объектов/субъектов, не 
входящих в систему, изменение свойств и/или поведение которых 
влияет на изучаемую систему, а также тех объектов/субъектов, чьи 
свойства и/или поведение которых меняются в зависимости от 
поведения системы [6]. 

На Рис. 1. 5 отдельно выделены факторы, задаваемые внешней 
(по отношению к данному субъекту деятельности) средой: 

– критерии оценки соответствия результата цели; 
– принятые в обществе и в организации нормы (правовые, эти-

ческие, гигиенические и т.п.) и принципы деятельности; 
– условия деятельности [14]: 

- мотивационные, 
- кадровые, 
- материально-технические, 
- научно-методические, 
- финансовые, 
- организационные, 
- нормативно-правовые, 
- информационные. 

Таким образом, мы рассмотрели основные характеристики дея-
тельности и ее структурные компоненты. Теперь перейдем непо-
средственно к управлению. 

Управление. Моделирование на уровне управляемой системы 
требует создания модели управления. Сложная иерархическая струк-
тура систем, разнообразие видов, методов, стилей, форм управления 
привели к такому же разнообразию соответствующих моделей. 
Именно модели управления чаще всего составляют основное содер-
жание моделей организаций. 

Переходя к разговору о моделях управления, нужно корректно 
определить, что понимается под управлением. Для этого приведем 
ряд распространенных определений: 

Управление – «элемент, функция организованных систем раз-
личной природы: биологических, социальных, технических, обеспе-
чивающая сохранение их определенной структуры, поддержание 
режима деятельности, реализацию программы, цели деятельности. 
[32, С. 704]». 

Управление – «направление движением кого/чего-нибудь, руко-
водство действиями кого-нибудь» [31, С. 683]. 

Управление – «воздействие на управляемую систему с целью 
обеспечения требуемого ее поведения» [27, С. 9]. 
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Существует и множество других определений, в соответствии с 
которыми управление определяется как: элемент, функция, воздей-
ствие, процесс, результат, выбор и т.п. 

Мы не будем претендовать на то, чтобы дать еще одно опреде-
ление, а лишь подчеркнем, что, если управление осуществляет 
субъект (а в организационных системах это именно так), то управ-
ление следует рассматривать как деятельность. А именно, в [14] 
методология определена как учение об организации деятельности, а 
управление – как вид практической деятельности по организации 
деятельности. Такой подход: управление – вид практической дея-
тельности6 (управленческая деятельность), многое ставит на свои 
места – объясняет «многогранность» управления и примиряет между 
собой различные подходы к определению этого понятия. 

Поясним последнее утверждение. Если управление – это дея-
тельность, то осуществление этой деятельности является функцией 
управляющей системы, процесс управления соответствует процессу 
деятельности, управляющее воздействие – ее результату и т.д. Дру-
гими словами, в организационных системах (где и управляющий 
орган и управляемая система являются субъектами – см. Рис. 1.7) 
управление является деятельностью по организации деятельно-
сти [14]. 

Уровень рефлексии можно наращивать и дальше: с одной сто-
роны, в многоуровневой системе управления деятельность топ-
менеджера можно рассматривать как деятельность по организации 
деятельности его непосредственных подчиненных, которая заключа-
ется в организации деятельности их подчиненных и т.д. С другой 
стороны, многочисленная армия консультантов (речь идет, прежде 
всего, об управленческом консалтинге – быстро разросшемся в 
последние годы институте консультантов, консалтинговых, ауди-
торских и других фирмах) представляет собой специалистов по 
организации управленческой деятельности. 

                                                 
6 Трактовка управления как одной из разновидностей практической дея-
тельности на первый взгляд кажется неожиданной. Ведь управление 
традиционно воспринимается как нечто «высокое» и очень общее, однако 
деятельность управленца организована так же (по тем же общим зако-
нам), как и деятельность любого специалиста-практика: учителя, врача, 
инженера и т.д. Более того, иногда «управление» (управленческая дея-
тельность) и «организация» (как процесс, то есть деятельность по обес-
печению свойства организации) рассматриваются рядоположенно, но и в 
этом случае методология как учение об организации любой деятельности 
определяет общие закономерности управленческой деятельности. 
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Рассмотрим простейшую7 входо-выходную модель системы, со-
стоящей из управляющего органа – центра – и управляемого субъ-
екта8 – агента – см. Рис. 1.6. Имеются: на входе – управляющее 
воздействие и внешние воздействия, на выходе – действие управ-
ляемого субъекта (состояние управляемой системы). Обратная 
связь обеспечивает управляющий орган информацией о состоянии 
управляемой системы. 

 
 

УПРАВЛЯЮШИЙ ОРГАН 
(СУБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ) 

УПРАВЛЯЕМАЯ СИСТЕМА 
(ОБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ) 

Состояние 
управляемой 

системы 
Управление 

Внешние воздействия 
 

Рис. 1.6. Входо-выходная модель 
 

Кто что выбирает из участников системы? Пусть состояние сис-
темы описывается действием агента Ay ∈ , принадлежащим неко-
торому множеству допустимых действий A. Допустим, управление 

Uu ∈  принадлежит множеству допустимых управлений U. Пусть 
также задан критерий эффективности функционирования системы 

                                                 
7 «Простота» данной модели заключается в том, что в ней присутствует 
один управляющий орган и один объект управления. «Усложнение» за счет 
обобщения может производиться за счет увеличения числа управляющих 
органов, управляемых объектов, уровней иерархии и т.д. – см. разделы 1.3. 
и 1.4. 
8 Зададимся вопросом – в чем разница между управляемым субъектом и 
объектом управления? Термин «объект» часто применяется в теории 
управления и в принятия решений. Объект, по определению, не обладает 
активностью, в то время, как субъект активен и способен самостоятель-
но принимать решения. Поэтому можно применять оба термина, но, 
говоря «субъект», мы подчеркиваем, что речь идет о людях. Далее мы 
будем говорить, центр и агент, подразумевая активность и того, и друго-
го. 
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),( yuK , который зависит от переменных, описывающих эту систе-
му, то есть от управления и от состояния системы. В настоящей 
работе мы будем пользоваться при описании предпочтений участни-
ков и постановке задач управления скалярными моделями, то есть 
считать, что все функционалы отображают множества в числовую 
ось: 1:),( RUAyuK →× . То есть, многокритериальные задачи рас-
сматривать мы не будем (у них есть своя специфика). 

Предположим, что известна реакция управляемого субъекта на 
то или иное управление. Простейший вид такой реакции – когда 
состояние субъекта является известной функцией от управления: 

)(uGy = , где G(⋅) – модель управляемого субъекта, которая описы-
вает его реакцию на управляющее воздействие. Коль скоро известна 
эта зависимость, если ее подставить в критерий эффективности 
функционирования, то получим функционал ))(,()( uGuKuФ = , 
который будет зависеть только от управления. Этот функционал 
называется эффективностью управления. Дальше задача заключает-
ся в поиске оптимального управления, то есть допустимого управле-
ния u ∈ U, обладающего максимальной эффективностью: 

Uu
uФ

∈
→ max)( . 

Это – задача синтеза оптимального управления, или просто «задача 
управления». 

В свою очередь, базовая входо-выходная структура системы 
управления, приведенная на Рис. 1.6, основывается на схеме дея-
тельности, приведенной на Рис. 1. 5, так как и управляющий орган, и 
управляемая система (управляемый субъект), – каждый – осуществ-
ляют соответствующую деятельность, которая может быть описана в 
рамках схемы Рис. 1. 5. В итоге получаем схему управленческой 
деятельности, представленную на Рис. 1.7. 

При этом управляющий орган является с точки зрения управ-
ляемой системы частью внешней по отношению к ней среды (номе-
ра воздействий на Рис. 1. 5 и на Рис. 1.7 совпадают). Эта «внешняя 
среда» осуществляет целенаправленные воздействия (двойные 
стрелки (1)-(4) и (6) на Рис. 1. 5) – см. Рис. 1.7. Часть влияний внеш-
ней среды может носить нецеленаправленный (случайный, недетер-
минированный, неконтролируемый управляющим органом) харак-
тер. Подобные воздействия (отражаемые ниже природной или 
игровой неопределенностью) могут, наряду с действием управляе-
мой системы, влиять на результат ее деятельности (двойная стрелка 
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(5) на Рис. 1. 5) – см. внешние воздействия на Рис. 1.7. Структуру, 
приведенную на Рис. 1.7, можно наращивать, добавляя уровни ие-
рархии. Принципы описания управления в многоуровневых систе-
мах остаются такими же. Однако многоуровневые системы облада-
ют своей спецификой, отличающей их от последовательного набора 
двухуровневых «блоков» (см. [16]). 
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Рис. 1.7. Структура управленческой деятельности 

 
Классификация управлений. Выбирая соответствующие ос-

нования классификации, для фиксированной системы9 можно выде-
лить следующие виды (методы) управления: 

– институциональное (административное, командное, ограни-
чивающее, принуждающее); 

– мотивационное управление (побуждающее управляемых субъ-
ектов к совершению требуемых действий); 

– информационное управление (убеждающее, основывающееся 
на сообщении информации и формировании убеждений, представ-
лений и мотивов)10; 

                                                 
9 Оговорка «для фиксированной системы» существенна, так как возмож-
ность влиять на состав и структуру управляемой системы порождает 
еще два вида управления (см. ниже) – управление составом и управление 
структурой. 
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С точки зрения регулярности управляемых процессов можно 
выделить следующие типы управления: 

– проектное управление (управление в динамике – изменениями 
в системе, инновационной деятельностью и т.д.) 

и 
– процессное управление (управление функционированием – «в 

статике» – регулярной, повторяющейся деятельностью при неиз-
менных внешних условиях). 

Для управления в динамике, в свою очередь, можно выделить 
рефлекторное11 (ситуационное) управление и опережающее управ-
ление. И т.д., вводя различные основания классификаций можно 
расширять и детализировать список возможных видов и типов 
управления. 

Обоснованием выделения именно приведенных выше видов 
(методов) управления является следующее. С точки зрения систем-
ного анализа любая система задается перечислением следующих её 
компонент: состава, структуры и функций12. Значит, и любая 
организационная система (ОС) определяется заданием [15]: 

– состава ОС (участников, входящих в ОС, то есть ее элемен-
тов); 

– структуры ОС (совокупности информационных, управляю-
щих, технологических и других связей между участниками ОС); 

– множеств допустимых действий (ограничений и норм дея-
тельности) участников ОС, отражающих, в том числе, институцио-
нальные, технологические и другие ограничения и нормы их совме-
стной деятельности; 

– предпочтений участников ОС; 
                                                                                                              
10 Иногда в литературе по менеджменту эти три вида управления назы-
вают методами, соответственно, организационного, экономического и 
социально-психологического управления. 
11 Рефлекторным называется управление, при котором управляющий орган 
реагирует на изменения или внешние воздействия по мере их появления, не 
пытаясь прогнозировать их или влиять на них. Ситуационным называется 
управление, в котором каждой типовой ситуации априори ставится в 
соответствие некоторое управляющее воздействие; каждая возникающая 
конкретная ситуация классифицируется как некоторая типовая, а затем 
реализуется соответствующее ей управляющее воздействие. 
12 С точки зрения теории принятия решений любая модель принятия 
решений включает, как минимум, множество альтернатив, из которого 
производится выбор в определенный момент времени; предпочтения, 
которыми руководствуется субъект, осуществляющий выбор; и инфор-
мацию, которой он обладает. 
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– информированности – той информации о существенных па-
раметрах, которой обладают участники ОС на момент принятия 
решений о выбираемых стратегиях. 

Состав определяет, «кто» входит в систему, структура – «кто с 
кем взаимодействует, кто кому подчиняется и т.д.», допустимые 
множества – «кто что может», целевые функции – «кто что хочет», 
информированность – «кто что знает». 

Управление ОС, понимаемое как воздействие на управляемую 
систему с целью обеспечения требуемого ее поведения, может 
затрагивать каждый из перечисленных ее параметров. 

Следовательно, взяв за основание системы классификаций 
управлений ОС предмет управления – изменяемый в процессе и 
результате управления компонент ОС, получаем, что по этому осно-
ванию можно выделить (см. Рис. 1.8): 

– управление составом; 
– управление структурой; 
– институциональное управление (управление ограничениями и 

нормами деятельности); 
– мотивационное управление (управление предпочтениями и 

интересами); 
– информационное управление (управление информацией, кото-

рой обладают участники ОС на момент принятия решений). 
 

УПРАВЛЕНИЕ ОС 

Управление составом Информационное 
управление 

Мотивационное 
управление 

Управление 
структурой 

Институциональное 
управление 

 
Рис. 1.8. Классификация видов (методов) управления 

 
Совокупность перечисленных ранее видов управления (инсти-

туциональное, мотивационное и информационное управление) 



 23 

отличается от приведенного выше их списка лишь добавлением 
таких видов, как управление составом и управление структурой. 
Отметим, что выделенные виды управления согласованы с принятой 
выше схемой структурных компонент деятельности (см. Рис. 1. 5). 
Действительно, воздействия внешней среды на потребности, мотивы 
и критерии оценки деятельности являются информационным управ-
лением (см. двойные стрелки (1) и (6) на Рис. 1. 5), воздействия на 
цели – мотивационным управлением (см. двойную стрелку (2) на 
Рис. 1. 5), воздействия на задачи и технологии – институциональным 
управлением (см. двойные стрелки (3) и (4) на Рис. 1. 5). 

Обсудим кратко специфику различных видов управлений13. 
Управление составом касается того, кто войдет в организацию, 

кого следует уволить, кого – нанять. Обычно к управлению составом 
относят и задачи обучения и развития персонала. 

Задача управления структурой обычно решается параллельно 
с задачей управления составом и позволяет дать ответ на вопрос – 
кто какие функции должен выполнять, кто кому должен подчи-
няться, кто кого контролировать и т.д. 

Институциональное управление является наиболее жестким и 
заключается в том, что управляющий орган целенаправленно огра-
ничивает множества возможных действий и результатов деятельно-
сти подчиненных. Такое ограничение может осуществляться явными 
или неявными воздействиями – правовыми актами, распоряжения-
ми, приказами и так далее или морально-этическими нормами, 
корпоративной культурой и т.д. 

Мотивационное управление является более «мягким», чем ин-
ституциональное, и заключается в целенаправленном изменении 
предпочтений подчиненных. Такое изменение может осуществлять-
ся введением системы штрафов и/или поощрений за выбор тех или 
иных действий и/или достижение определенных результатов дея-
тельности. 

Наиболее «мягким» (косвенным), по сравнению с институцио-
нальным и мотивационным, является информационное управление. В 
соответствии с введенной в [26] классификацией частными случая-
ми информационного управления являются: 

– информационное регулирование; 

                                                 
13 Естественно, на практике иногда трудно выделить в явном виде управ-
ление того или иного вида и/ли типа, так как некоторые из них могут и 
должны использоваться одновременно. 
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– рефлексивное управление; 
– активный прогноз. 
Формы управления. Выбирая различные основания классифи-

кации выделяют разные формы управления. 
В зависимости от структуры системы управления можно выде-

лять: 
– иерархическое управление (система управления имеет 

иерархическую структуру, причем у каждого подчиненного 
имеется один и только один начальник); 

– распределенное управление (у одного подчиненного мо-
жет быть несколько начальников; пример – матричные струк-
туры управления); 

– сетевое управление (разные функции управления в раз-
личные моменты времени могут выполняться различными эле-
ментами системы). 

В зависимости от числа управляемых субъектов можно выде-
лять: 

– индивидуальное управление (управление одним субъек-
том); 

– коллективное управление (управление группой субъек-
тов по результатам их совместной деятельности). 

В зависимости от того, зависит ли управление от индиви-
дуальных особенностей управляемого субъекта, можно выде-
лять: 

– унифицированное управление (когда одни и те же меха-
низмы управления применяются к группе, в общем случае 
различных, субъектов); 

– персонифицированное управление (когда управление 
зависит от индивидуальных особенностей управляемого субъ-
екта). 

Средства управления – приказы, распоряжения, указания, 
планы, нормы, нормативы, регламенты и т.д. – в настоящей работе 
не рассматриваются. Их подробное описание можно найти в любом 
учебнике по менеджменту. 

Функции управления. Выделяют четыре основные функции 
управления: планирование, организация, стимулирование и кон-
троль. Непрерывная последовательность реализации этих функций 
составляет цикл управленческой деятельности – см. Рис. 1.9. 

Перечисленные четыре функции управления являются общими 
для процессного управления и проектного управления и соответст-
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вуют структурным компонентам деятельности. Поясним это утвер-
ждение. 

 
  

Планирование 

Организация 

Стимулирование 

Контроль 
ЦИКЛ 

УПРАВЛЕНЧЕСКОЙ 
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

 
 

Рис. 1.9. Цикл управленческой деятельности 
 

В процессном управлении выделяют следующие основные функ-
ции: планирование, организация (как процесс – см. три определения 
термина «организация», приведенные выше – Рис. 1.1), мотивация 
(стимулирование) и контроль. 

В проектном управлении выделяют следующие фазы жизненно-
го цикла проекта: 

– начальная фаза (концепция): сбор исходных данных и анализ 
существующего состояния; определение целей задач, критериев, 
требований и ограничений (внешних и внутренних) проекта, экспер-
тиза основных положений, утверждение концепции проекта; 

– фаза разработки: формирование команды, развитие концеп-
ции и основного содержания проекта, структурное планирование, 
организация и проведение торгов, заключение договоров и субдого-
воров с основными исполнителями, представление проектной разра-
ботки и получение ее одобрения; 

– фаза реализации проекта: ввод в действие разработанной на 
предыдущих фазах системы управления проектами, организация 
выполнения работ, ввод в действие системы мотивации и стимули-
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рования исполнителей, оперативное планирование, управление 
материально-техническим обеспечением, оперативное управление; 

– завершающая фаза: планирование процесса завершения про-
екта, проверка и испытание результатов реализации проекта, подго-
товка персонала для эксплуатации результатов реализации проекта, 
их сдача заказчику, реализация оставшихся ресурсов, оценка резуль-
татов и подведение итогов, расформирование команды проекта. 

Исходя из этих фаз, можно считать основными соответствую-
щие им функции планирования, организации, стимулирования и 
контроля. 

Наконец, выше выделены следующие структурные компоненты 
деятельности (см. Рис. 1. 5): мотив, цель, технология и результат. 
Им также можно поставить в соответствие (в зависимости от компо-
нентов деятельности, являющихся предметом управления) четыре 
основные функции управления (см. Табл. 1.1). 

 
Табл. 1.1. Типы и функции управления 

Типы 
управления Функции управления 

Процессное 
управление  

планирова-
ние организация стимулиро-

вание контроль 

Проектное 
управление концепция разработка реализация завершение 

Управляемые 
компоненты 
деятельности 

цели технология мотивы результаты 

 
Следовательно, можно выделить следующие общие функции 

управления: планирование, организация, стимулирование и кон-
троль. 

Итак, выше приведена в общем виде формулировка задачи 
управления. Для того чтобы понять, как эта задача ставится и реша-
ется в каждом конкретном случае, рассмотрим общую технологию 
управления организационными системами. 

Технология решения задач управления организационными 
системами. Под технологией понимается совокупность методов, 
операций, приемов и так далее, последовательное осуществление 
которых обеспечивает решение поставленной задачи. Отметим, что 
рассматриваемая ниже технология решения задач управления охва-
тывает все этапы, начиная с построения модели ОС и заканчивая 
анализом эффективности внедрения результатов моделирования на 
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практике (см. Рис. 1.10, на котором в целях наглядности опущены 
обратные связи между этапами). 

Первый этап – построение модели – заключается в описании 
реальной ОС в формальных терминах, то есть задании состава и 
структуры ОС, целевых функций и множеств допустимых стратегий 
участников системы, их информированности, порядка функциони-
рования, гипотез о поведении и т.д. На этом этапе существенно 
используется аппарат теории игр, в терминах которой, обычно и 
формулируется модель (см. раздел 1.3). 
 
 

 

ВНЕДРЕНИЕ

НАСТРОЙКА 
 

МОДЕЛИ 

Реальная ОС 

Описание системы и 
построение модели 

Анализ модели 

Задача синтеза 
управлений 

Исследование 
устойчивости решений 

Т         И 
Е         С 
О         С 
Р          Л 
Е          Е 
Т          Д 
И         О 
Ч          В 
Е          А 
С         Н 
К         И 
О         Е 

 Е 

Идентификация ОС 

Имитационное 
моделирование 

Обучение 
управленческого 

персонала, внедрение, 
анализ эффективности 

практического 
использования и т. д. 

 
Рис. 1.10. Технология решения задач управления ОС 

 



 28 

Второй этап – анализ модели – исследование поведения участ-
ников при тех или иных механизмах управления. Решение теоретико-
игровой задачи анализа заключается в определении для фиксиро-
ванного механизма управления стратегий агентов, которые являются 
равновесными при этом управлении. 

Решив задачу анализа, то есть, зная поведение управляемых 
субъектов при различных управлениях, можно переходить к треть-
ему этапу – решению, во-первых, прямой задачи управления, то есть 
задачи синтеза оптимальных управляющих воздействий, заключаю-
щейся в поиске допустимых управлений, имеющих максимальную 
эффективность, и, во-вторых, обратной задачи управления – поиска 
множества допустимых управлений, переводящих ОС в заданное 
состояние. Критерием эффективности управления является значение 
(максимальное или гарантированное) целевой функции управляю-
щего органа на множестве решений игры агентов. Следует отметить, 
что, как правило, именно этот этап решения задачи управления 
вызывает наибольшие теоретические трудности и наиболее трудо-
емок с точки зрения исследователя. 

Имея набор решений задачи управления, необходимо перейти к 
четвертому этапу, то есть исследовать их устойчивость. Исследо-
вание устойчивости подразумевает решение, как минимум, двух 
задач. Первая задача заключается в изучении зависимости опти-
мальных решений от параметров модели, то есть является задачей 
анализа устойчивости решений (корректности оптимизационной 
задачи, чувствительности, устойчивости принципов оптимальности 
и т.д.) в классическом понимании. Вторая задача специфична для 
математического моделирования. Она заключается в теоретическом 
исследовании адекватности модели реальной системе, которое 
подразумевает изучение эффективности решений, оптимальных в 
модели, при их использовании в реальных ОС, которые могут в силу 
ошибок моделирования отличаться от модели. Результатом решения 
задачи адекватности является обобщенное решение задачи управле-
ния – параметрическое семейство решений, обладающих заданной 
гарантированной эффективностью в определенном множестве ре-
альных ОС [5, 17]. 

Итак, перечисленные выше четыре этапа заключаются в общем 
теоретическом изучении модели ОС. Для того чтобы использовать 
результаты теоретического исследования при управлении реальной 
ОС, необходимо произвести настройку модели, то есть идентифици-
ровать моделируемую систему [17] и провести серию имитационных 
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экспериментов – соответственно пятый и шестой этапы. Исходны-
ми данными для идентификации системы служат обобщенные ре-
шения, которые ограничиваются имеющейся информацией о реаль-
ной системе. Этап имитационного моделирования во многих 
случаях необходим по нескольким причинам. Во-первых, далеко не 
всегда удается получить аналитическое решение задачи синтеза 
оптимальных управлений и исследовать его зависимость от пара-
метров модели. При этом имитационное моделирование может 
служить инструментом получения и оценки решений. Во-вторых, 
имитационное моделирование позволяет проверить справедливость 
гипотез (в первую очередь относительно принципов поведения 
участников системы: используемых ими процедур устранения неоп-
ределенности, правил рационального выбора и т.д.), принятых при 
построении и анализе модели, то есть дает дополнительную инфор-
мацию об адекватности модели без проведения натурного экспери-
мента. И, наконец, в-третьих, использование деловых игр и имита-
ционных моделей в учебных целях позволяет управленческому 
персоналу освоить и апробировать предлагаемые механизмы управ-
ления. 

Завершающим является седьмой этап – этап внедрения, на ко-
тором производится обучение управленческого персонала, внедре-
ние в реальную ОС разработанных и исследованных на предыдущих 
этапах механизмов управления с последующей оценкой эффектив-
ности их практического использования, коррекцией модели и т.д. 

Обсудив технологию управления ОС, приведем общие подходы 
к решению теоретических задач управления. 

Чтобы перейти к детализации задачи управления, необходимо 
вернуться к построению модели управляемого субъекта. Математи-
ческим описанием поведения людей занимается теория принятия 
решений и теория игр. Поэтому, сделаем маленький экскурс в эти 
теории для того, чтобы понять, какого рода известными моделями 
можно пользоваться. 
 
1.2. Модели принятия решений 

 
Для того, чтобы строить модели управления организационными 

системами необходимо иметь модели поведения людей, входящих в 
эти системы, то есть, иметь модели принятия людьми решений. 

Как описывается поведение человека? В экономике с середины 
XIX века существует концепция максимизации полезности, то есть 
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концепция экономического человека, который ведет себя таким 
образом, чтобы максимизировать свою полезность. Несмотря на всю 
ограниченность этой теории – не всегда понятно, что такое полез-
ность, почему человек стремится ее максимизировать и т.д., – кон-
цепция оказалась плодотворной, и ничего лучшего пока не изобре-
тено. 

Пусть имеется один субъект (агент), который может выбирать 
действия из некоторого множества. Предположим, что предпочтения 
этого субъекта описываются функцией полезности 1:)( ℜ→Ayf  
(или целевой функцией, функцией предпочтения – будем использо-
вать эти термины как синонимы), которая отображает множество его 
действий (альтернатив) A на числовую ось ℜ1. Значения этой функ-
ции позволяют сравнивать разные альтернативы. Если взять некото-
рые два допустимых действия, то лучшим будет то, которое приво-
дит к большему значению функции. Следовательно, агент будет 
максимизировать свою полезность и производить выбор из множе-
ства выбора, которое представляет собой множество максимумов 
его целевой функции: 

Ay
yfAfP

∈
=⋅ )(maxArg)),(( . Значит, множест-

во выбора агента зависит от его предпочтений f(⋅) и от того множе-
ства A, из которого он производит выбор. 

Предположение, что агент производит выбор из множества вы-
бора, то есть стремится максимизировать свою целевую функцию, 
называется гипотезой рационального поведения, которая заключает-
ся в том, что агент выбирает с учетом всей имеющейся у него ин-
формации наилучшую с его точки зрения допустимую альтернативу, 
то есть ту альтернативу, на которой достигается максимум его целе-
вой функции. 

Описывая модель поведения управляемого субъекта, зная, что 
управление – некоторое воздействие на него, в рамках этой модели 
видно, что воздействовать на субъекта можно, влияя на его целевую 
функцию (мотивационное управление) и влияя на то множество, из 
которого он делает выбор (институциональное управление).  

Пример 1.1. Пусть агент – промышленное предприятие – осу-
ществляет выбор своего действия – объема производимой им про-
дукции y ∈ A = [0; ymax], где ymax – максимально возможный при 
заданных ограничениях (технологических и др.) объем производст-
ва. Продукция предприятия продается по цене θ > 0 за единицу, а 
производство требует затрат y2 / 2 r, где r > 0 – эффективность про-
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изводства. Целевая функция предприятия (его прибыль) равна раз-
ности между доходом от продаж и затратами: 

f(y) = θ y – y2 / 2 r. 
Если предприятие стремится производить продукцию в объеме, 

максимизирующем его прибыль, то оно выберет действие 
y*(θ, r, ymax) = min {ymax; θ r}. 

Оптимальное действие предприятия зависит от: рыночной цены 
θ, эффективности производства r и технологических ограничений 
ymax. • 14 

Приведенная модель принятия решений простая, даже, навер-
ное, слишком простая, и в жизни редко бывает так, что выбор субъ-
екта однозначно определяет его выигрыш – иногда вмешиваются 
какие-то факторы, которые субъекту, принимающему решения, не 
подконтрольны. Попробуем учесть их в модели следующим обра-
зом: пусть существует неопределенный фактор Ω∈θ  – состояние 
природы. Предпочтения субъекта (агента) зависят от того, что выби-
рает он сам, и от этого состояния природы, то есть предпочтения 
определены на декартовом произведении множества допустимых 
действий и множества возможный состояния природы, а целевая 
функция отображает это декартово произведение в числовую ось: 

1:),( RAyf →Ω×θ . 
Записать такую же простую формулу, как и для предыдущего 

случая, для такой целевой функции нельзя, потому что, если агент 
будет выбирать действие, максимизирующее его целевую функцию, 
то максимум будет зависеть от того, какое значение принимает 
состояние природы. Для того чтобы описать принятие решений в 
условиях неопределенности, нужно ввести новую гипотезу – гипо-
тезу детерминизма: субъект, принимая решение, стремится устра-
нить неопределенность и принимать решения в условиях полной 
информированности. Для этого он должен перейти от целевой 
функции, зависящей от неопределенных факторов, к целевой функ-
ции, которая зависит только от того, что он может выбрать сам. 

Здесь возможны следующие варианты: 
1) Подстановка какого-то конкретного значения θ̂  состояния 

природы в целевую функцию и поиск максимума )ˆ,( θyf  по y. Но 

                                                 
14 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера, доказательст-
ва и т.д. 
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не всегда просто ответить на вопрос – а какое конкретное значение 
θ̂  надо подставлять. 

2) Предположим, что агент – пессимист и считает, что реализу-
ется наихудшее состояние природы. Такой принцип принятия реше-
ний называется принципом максимального гарантированного ре-
зультата и заключается в следующем: действие агента будет 
доставлять максимум его целевой функции при условии, что он 
рассчитывает на наихудшее для себя значение неопределенного 
параметра. Тогда он вычисляет сначала минимум по состоянию 
природы, а потом максимум по своему действию: 

),(minmaxArg θ∈
Ω∈θ∈

yfy
Ay

г . 

Преимущества данного принципа принятия решений: он дает 
оценку снизу значения целевой функции (если подставить действие 
агента в его целевую функцию, то меньше данного значения он не 
получит), то есть это – точка отсчета снизу. Он плох своей крайней 
пессимистичностью, так как, если природа не настроена против 
лица, принимающего решения (ЛПР), то вычисление минимума 
может дать сильно заниженную оценку. 

3) Естественно, можно использовать и другую крайность – 
крайний оптимизм. То есть, рассчитывать на то, что природа к ЛПР 
благосклонна, и «выбирает» свое «действие», которое наиболее 
благоприятно для ЛПР. Тогда следует выбирать максимум целевой 
функции при условии реализации наилучшего состояния природы: 

),(maxmaxArg θ
θ

yfy
Ay

о

Ω∈∈
∈ . 

Такой принцип принятия решений называется критерий опти-
мизма: он дает оценку сверху. Этим он хорош, но этим он и плох. 
Крайний оптимизм, как и крайний пессимизм, в жизни редко встре-
чаются! 

Возможны любые комбинации этих критериев, можно брать их 
линейную свертку, то есть, балансировать между оптимизмом и 
пессимизмом. 

Предположим теперь, что появилась дополнительная информа-
ция о значении неопределенного параметра θ, принадлежащего 
множеству Ω. Пусть известно распределение вероятностей )(θp  на 
этом множестве (соответствующая неопределенность называется 
вероятностной), тогда логично использовать это знание, и устра-
нять неопределенность следующим образом: имеется целевая функ-
ция, зависящая от действия агента и значения неопределенного 
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параметра. Взяв математическое ожидание по известному распреде-
лению, получим функцию ожидаемой полезности (ожидаемой с 
точки зрения математического ожидания) ∫

Ω

= θθθ dpyfyw )(),()( . 

Теперь, устранив неопределенность взятием математического ожи-
дания, снова получили детерминированную модель. Можно макси-
мизировать функцию ожидаемой полезности, зависящей только от 
действия, выбором этого действия. 

Пример 1.2. Предположим, что в условиях примера 1.1 ограни-
чения на объем производства отсутствуют (ymax = + ∞), а относи-
тельно будущего значения рыночной цены имеется неопределен-
ность: θ ∈ Ω = [θ -; θ +]. Обозначим θ̂  ∈ Ω – значение цены 
продукции предприятия, которое сложится на момент продажи. 

В соответствии с принципом максимального гарантированного 
результата предприятие должно ориентироваться на цену θ - (так как 
именно это значение минимизирует его целевую функцию 
f(y) = θ y – y2 / 2 r). Выбирая действие yг = θ - r, предприятие получит 
прибыль f г = r θ - ( θ̂  – θ - / 2). 

Действуя в соответствии с критерием оптимизма, предприятие 
буде рассчитывать на максимальную цену, выберет действие 
y0 = θ + r и получит прибыль f о = r θ + ( θ̂  – θ + / 2). 

Если бы предприятию априори была известна рыночная цена θ̂ , 
то есть если бы неопределенность отсутствовала, то оно бы выбрало 
действие y* = θ̂  r и получило бы прибыль f * = r ( θ̂ )2 / 2. 

Если бы имела место вероятностная неопределенность – пред-
приятию было бы, например, известно, что цена равномерно распре-
делена на отрезке [θ -; θ +], то, вычисляя математическое ожидание 
w(y) = (θ - + θ +) y / 2 – y2 / 2 r, оно выбрало бы действие y p = (θ -
 + θ +) r / 2 и получило бы прибыль 

f p = [ θ̂  – (θ - + θ +) / 4] (θ - + θ +) r / 2. 
Видно, что наличие неопределенности приводит к снижению 

прибыли предприятия по сравнению со случаем полной его инфор-
мированности. Например, пусть r = 1, θ + = 4, θ - = 1, θ̂  = 3. Тогда 

f г = 2,5; f о = 4; f p = 4,375; f * = 4,5. • 
Возможны и другие способы устранения неопределенности. 

Можно рассчитать риск – например, вероятность того, что значение 
целевой функции окажется меньше, чем заданное. И этот риск ми-
нимизировать, то есть использовать не первый момент распределе-
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ния, а дисперсию и другие характеристики. Подходы могут быть 
разные, главное – устранить зависимость от неопределенного пара-
метра, что необходимо в силу гипотезы детерминизма, которая 
требует, чтобы неопределенность была устранена (с учетом всей 
имеющейся информации!), а потом решения принимались в услови-
ях полной информированности. 

Возможна другая информация – могут быть известны значения 
функций принадлежности для состояний природы (нечеткая неопре-
деленность). Соответствующие модели рассмотрены в [21], зани-
маться ими подробно мы не будем. 

Будем усложнять ситуацию дальше. Мы начали с того, что была 
функция, зависящая только от действия агента, потом добавили 
неопределенность в виде параметра, описывающего внешнюю сре-
ду. Но агент взаимодействует с другими агентами, а значит, необхо-
димо уметь описать это взаимодействие. Такими описаниями зани-
мается теория игр. 
 
1.3. Элементы теории игр 

 
Теория игр описывает игру – такое взаимодействие субъектов, 

что выигрыш каждого из них в общем случае зависит от действий 
всех. 

Формализуем эту ситуацию. Пусть задано множество игроков 
}...,,2,1{ nN = . i-ый игрок выбирает действие yi из множества 

своих допустимых действий ,ii Ay ∈  Ni ∈ . Действия всех игроков 
называются ситуацией игры: ),...,( 1 nyyy = . Целевая функция i-го 
игрока зависит от вектора действий всех игроков y и является ото-
бражением 1:)( ℜ→′Ayfi  множества, являющегося декартовым 
произведением множества допустимых действий всех игроков 

∏
∈

=′
Ni

iAA , в числовую ось. То есть каждой ситуации – комбинации 

действий игроков – соответствует некоторый выигрыш каждого из 
них. Совокупность }}{,)}({,{0 NiiNii AfNГ ∈∈⋅=  множества игроков 
(агентов), целевых функций и допустимых множеств действий 
агентов называется игрой в нормальной форме при условии, что 
каждый из игроков выбирает свои действия однократно, одновре-
менно с другими игроками и независимо (не имея возможности 
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договариваться с ними о своих стратегиях поведения) – модель 
некооперативного поведения. 

Рассмотрим целевую функцию i-го игрока и попробуем приме-
нить к ней гипотезу рационального поведения. Игрок рационален, i-
ый игрок выбирает i-ую компоненту вектора y, и своим выбором 
пытается максимизировать свою целевую функцию: max)( →yf i . 
Но то его действие, на котором достигается максимум его целевой 
функции, будет зависеть от выбора других агентов. Задача такого 
вида в некотором смысле бессмысленна, так как ее решением будет 
действие )(*

ii yy − , зависящее от действий всех других игроков – его 
оппонентов – вектора ),...,,,...,( 111 niii yyyyy +−− = , который называ-
ется обстановкой игры для i-го игрока (агента). 

Для того чтобы выбрать свое действие, агенту нужно знать, как 
будут себя вести остальные. Значит, нужно делать предположения о 
поведении остальных игроков. По аналогии с тем, как устранялась 
неопределенность в случае, когда решения принимал один субъект, 
здесь имеется множество игроков с так называемой игровой неопре-
деленностью, то есть неопределенностью, порождаемой целена-
правленным поведением других игроков. Каждый игрок не всегда 
может априори точно сказать, что сделают остальные. Рассмотрим 
возможные варианты. 

1) Пусть i-ый игрок считает, что все остальные игроки играют 
против него. Это – критерий пессимизма, который соответствует 
тому, что есть i-ый игрок выбирает действие 

),(minmaxArg iiiAyAy

г
i yyfy

iiii
−∈∈ −−

∈ , где ∏
≠

− =
ij

ji AA . Он считает, что 

остальные игроки, несмотря на свои собственные интересы, будут 
действовать против него, а уж выбором своего действия он будет 
максимизировать то, что зависит от него самого. Плох такой прин-
цип принятия решений тем, что игрок забывает про то, что у осталь-
ных есть свои интересы, и, наверное, цель каждого игрока – макси-
мизировать свою целевую функцию, а не «напакостить» оппоненту 
(это может быть частным случаем целевой функции, но, к счастью, 
не всегда в жизни так бывает). 

Определенный выше вектор действий игроков называется мак-
симинным, или гарантирующим равновесием. Это один из вариантов 
определения исхода игры. То есть, можно предполагать, что воз-
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можный вариант поведения игроков – выбор всеми гарантирующих 
стратегий, что реализует максиминное равновесие. 

Но этот вариант не единственен. И основная проблема теории 
игр на сегодняшний день заключается в том, что не существует 
единой универсальной концепции решения игры – ее устойчивого в 
том или ином смысле исхода. В разных моделях используются 
разные предположения, которые приводят к различным концепциям 
равновесия. Поэтому рассмотрим некоторые другие варианты. 

2) Представим себе такую ситуацию, что целевая функция i-го 
игрока )(yfi  достигает максимума по его действию в точке, которая 
не зависит от действий других игроков. Это оптимальное действие, 
не зависящее от обстановки, называется доминантной стратегией 
агента. Формально: стратегия d

iy  будет доминантной стратегией, 
если какая бы обстановка не складывалась, его выигрыш будет 
максимальным при выборе именно доминантной стратегии: 

ii Ay ∈∀  ii Ay −− ∈∀  ),(),( iiii
d
ii yyfyyf −− ≥ . 

Отметим, что в обеих частях неравенства фигурирует произвольная, 
но одна и та же обстановка. 

Если у каждого игрока существует доминантная стратегия, то 
совокупность доминантных стратегий называется равновесием в 
доминантных стратегиях (РДС) Ni

d
iy ∈}{ . Это – идеальная ситуация 

для исследователя, описывающего математическую модель. Если 
существует равновесие в доминантных стратегиях, то каждый из 
игроков принимает решение независимо. А описывать независимое 
принятие решений гораздо проще. Но такая ситуация встречается 
очень редко. 

3) Гораздо чаще существует равновесие Нэша (РН). Джон Нэш, 
американский математик, в начале 50-х годов XX века предложил 
следующее: устойчивым исходом взаимодействия агентов можно 
считать такой вектор их действий, от которого в одиночку никому 
не выгодно отклоняться. Это значит, что ни один из агентов, в оди-
ночку меняя свою стратегию на другую, не может увеличить свой 
выигрыш при условии, что остальные своих стратегий не меняют. 

Формальное определение равновесия Нэша AyN ′∈  таково: 
Ni ∈∀  ii Ay ∈∀  ),(),( N

iii
N
i

N
ii yyfyyf −− ≥ , то есть для любого агента 

и для любого допустимого его действия выбор им равновесного по 
Нэшу действия дает ему выигрыш не меньший, чем при выборе 
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любого другого действия при условии, что остальные игроки выби-
рают равновесные по Нэшу стратегии. 

Пример 1.3. Рассмотрим двух агентов, представляющих подраз-
деления некоторого предприятия. Каждый из агентов принимает 
решение о выборе неотрицательного объема производства. Продук-
ция каждого из агентов продается на рынке по единичной цене. 
Затраты агента зависят от эффективности его производства (коэф-
фициента r функции его затрат) и объема производства другого 
агента, причем чем выше объем производства оппонента, тем ниже 
затраты данного агента. Целевая функция i-го агента fi(y) представ-
ляет собой разность между его доходом yi и затратами 

сi(y, ri) = 
)(2

)(

3

2

ii

i

yr
y

−α+
, i = 1, 2, где α ∈ [0; 1) – известная константа, 

отражающая степень взаимовлияния агентов. 
Дифференцируя вогнутые по соответствующим переменным yi 

целевые функции fi(y) = y – 
)(2

)(

3

2

ii

i

yr
y

−α+
, i = 1, 2, приравнивая 

производные нулю и решая соответствующую систему уравнений 
относительно действий агентов, получаем равновесие Нэша игры 

агентов: *
1y  = 2

21

1 α−
α+ rr

, *
2y  = 2

12

1 α−
α+ rr

. 

Видно, что с ростом степени взаимовлияния агентов их равно-
весные действия увеличиваются. • 

Отличие между изложенными подходами заключается в том, 
что в определении равновесия в доминантных стратегиях фигуриру-
ет произвольная обстановка, то есть доминантная стратегия – наи-
лучшая независимо от обстановки. А стратегия Нэша – наилучшая 
при «нэшевской» обстановке. 

Равновесие Нэша хорошо тем, что в большинстве моделей оно 
существует. Недостатком его является то, что оно не всегда единст-
венно. Представьте, если есть два равновесия, то как предсказать, в 
каком из них окажутся агенты? Нужны дополнительные предполо-
жения. 

Кроме того, равновесие Нэша не устойчиво к отклонению двух 
и более игроков. По определению одному агенту не выгодно откло-
няться, но это не значит, что если два агента договорились и одно-
временно отклонились, то они не смогут оба выиграть. То есть 
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равновесие Нэша – существенно некооперативная концепция равно-
весия. 

4) Помимо вышесказанного, необходимо ввести понятие точки 
Парето. Вектор действий агентов Ay P ′∈ , принадлежащий множе-
ству A' допустимых векторов действий, будет эффективным по 
Парето, если для любого другого вектора действий найдется агент 
такой, что значение его целевой функции будет строго меньше, чем 
в точке Парето Pyy ≠∀  Ni ∈∃  )()( P

ii yfyf < . 
То есть точка Парето – такая точка, отклоняясь от которой, 

нельзя одновременно увеличить значения целевых функций всех 
игроков. Идея хороша тем, что позволяет утверждать, что если мы 
можем сделать лучше всем, то это надо делать. Любая разумная 
модель должна удовлетворять эффективности по Парето. Вопрос 
заключается в том, как соотносятся все вышеперечисленные страте-
гии с эффективностью по Парето, так как хочется, чтобы результат, 
соответствующий индивидуальным максимумам, был бы еще эф-
фективным для общества в целом. Оказывается, что эффективность 
по Парето, к сожалению, никак не соотносится ни с одной из трех 
концепций решения игры, изложенных выше. 

Пример 1.4. Рассмотрим хрестоматийный пример со следую-
щими целевыми функциями. Пусть каждый игрок выбирает дейст-
вия из отрезка ]1;0[=iA . Выигрыш i-го агента – 

∑
≠

−+=
ij

jii yyyf )1()( . Исследуем, существует ли в рассматривае-

мом примере равновесие в доминантных стратегиях или равновесие 
Нэша. 

Из анализа целевой функции видно, что i-му агенту выгодно, 
максимизируя свою целевую функцию, выбирать максимальное 
значение своего действия, независимо от того, какие действия выби-
рают остальные агенты (производная целевой функции i-го агента 
по его действию строго положительна независимо от обстановки). 
Значит, каждый агент будет выбирать максимальное значение сво-
его действия, то есть для него существует доминантная стратегия. 
Что бы не сделали остальные, он, увеличивая свое действие, выиг-
рывает, а больше единицы он (в силу ограниченности множества его 
допустимых действий) выбрать не может, значит, 1=d

iy . 
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Посчитаем выигрыш каждого агента от равновесия в доминант-
ных стратегиях. Если все выбрали по единице, то каждый получил 
выигрыш, равный единице: 1)( =d

i yf . 
Рассчитаем вектор действий, эффективный по Парето. Это – 

вектор нулевых действий: 0=P
iy . Если все агенты выбирают нуле-

вые действия, выигрыш i-го агента равен 1)( −= nyf P
i . Невозмож-

но увеличить выигрыш одновременно всех агентов. Если мы хотим 
увеличить выигрыш i-го агента и начинаем увеличивать его дейст-
вие, то тем самым уменьшаем выигрыши остальных, потому что это 
действие входит со знаком минус в целевые функции других аген-
тов. 

Если в рассматриваемой игре участвуют три или более агентов, 
то, выбирая действия, эффективные по Парето, они получают строго 
больше, чем выбирая доминантные стратегии, так как n – 1 > 1 при 
n ≥ 3. 

Спрашивается, будет ли точка Парето точкой равновесия Нэша 
(ведь любое РДС является равновесием Нэша), то есть рациональ-
ным исходом с точки зрения индивидуального поведения. Если кто-
то из игроков выберет ненулевую стратегию, он выиграет. Поэтому 
он увеличит свое действие до единицы, остальные поступят анало-
гично, и все скатится к ситуации равновесия в доминантных страте-
гиях, которая никому не выгодна, но устойчива. • 

Рассмотренный пример иллюстрирует, что устойчивость отно-
сительно индивидуальных отклонений никак не связана с эффектив-
ностью по Парето. Решить эту проблему можно следующим обра-
зом: если разыгрывается повторяющаяся игра, и игроки 
договариваются наказывать того, кто отклоняется от коллективного 
оптимума, то есть от равновесия по Парето, то оказывается, если 
наказание достаточно сильно, то каждый будет выбирать индивиду-
ально устойчиво ту стратегию, которая выгодна для всех. 

Существует другой вариант, как можно достичь того же. Если 
агенты равноправны, то можно принять решение назначить им 
начальника, который будет ответственен за то, чтобы они не откло-
нялись, не пытались локально увеличить свой выигрыш, а выбирали 
равновесие, эффективное по Парето. То есть функция начальника – 
предотвратить отклонения агентов от оптимума по Парето. В случае 
трансферабельной полезности можно даже рассчитать, сколько 
агенты могут выделить на содержание такого начальника (как раз-
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ность между тем суммарным выигрышем, который они имели в 
точке Парето, и тем, что они в сумме имеют при равновесии в доми-
нантных стратегиях). Подобные рассуждения являются одним из 
теоретико-игровых обоснований возникновения иерархий (см. [16]). 

Иерархические игры. С точки зрения управления наибольший 
интерес представляют модели игр, в которых агенты принимают 
решения не одновременно, а последовательно, то есть, если имеются 
управляющий орган и управляемые субъекты, то сначала начальник 
определяет правила игры, а дальше субъекты принимают решения, 
исходя из этих правил. Такие игры называются иерархическими. По 
определению, иерархическая игра – игра с фиксированной последо-
вательностью ходов. 

Простейшая модель иерархической игры – игра двух лиц, в ко-
торой первый (делающий первый ход) игрок – центр (управляющий 
орган), второй игрок – агент (см. Рис. 1.11). 

Ц

А

 
Рис. 1.11. Базовая структура «центр-агент» 

 
Пусть целевая функция центра ),( yuФ  зависит от выбираемого 

им действия Uu ∈  и действия y ∈ A агента, и целевая функция 
агента ),( yuf  зависит от тех же самых переменных. С одной сто-
роны, если не введено условие последовательности выбора страте-
гий, то получается игра двух лиц в нормальной форме, тогда воз-
можно достижение равновесия Нэша и т.п. 

Предположим, что ситуация такова: центр выбрал своё действие 
и сообщил его агенту. Соответствующая игра называется игрой 1Г  и 
ее исследование состоит в следующем – описать, каким образом 
будет вести себя агент, зная выбор центра. 

Найдем множество тех действий, на которых достигается мак-
симум целевой функции агента при фиксированном выборе центра: 

),(maxArg)( yufиР
Ay∈

= . Понятно, что это множество зависит от 
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того выбора u ∈ U, который сделал центр. Другими словами, дейст-
вие центра может интерпретироваться как «управление», так как от 
него зависит «состояние» агента. Если центр и агент знают целевые 
функции и допустимые множества друг друга, то центр может пред-
сказать, как отреагирует агент: «если агент рационален, то в ответ на 
мое действие, он выберет одно из действий из множества действий, 
доставляющих максимум его целевой функции». Как же следует 
вести себя центру, чтобы побудить агента выбрать действие, нужное 
центру? Зная свой выигрыш ),( yuФ , который зависит от своего 
действия и действия агента, центр должен определить, какое дейст-
вие выберет агент из известного множества P(u). 

Это множество может состоять из одной точки или из несколь-
ких. Во втором случае следует ввести определенное предположение, 
как поведет себя агент. Типичных предположений два: критерии 
оптимизма и пессимизма (см. выше). Критерий оптимизма: агенту в 
принципе все равно (с точки зрения значений его целевой функции), 
какое действие из множества P(u) выбирать. Центр может рассуж-
дать так: если агенту все равно, какое действие выбирать, будем 
считать, что он выберет действие, которое выгодно мне. Это пред-
положение соответствует принципу оптимизма в теории принятия 
решений (см. выше). Называется оно гипотезой благожелательно-
сти. То есть агент настроен благожелательно к центру и выбирает 
из множества действий, которые максимизируют его целевую функ-
цию, то действие, которое наиболее выгодно для центра. 

Если вычислить максимум функции ),( yuФ  по действию аген-
та, то останется зависимость только от действий центра. Центр, как 
рациональный игрок, будет выбирать такое свое действие, которое 
максимизирует его целевую функцию. Значит, оптимальным 
«управлением» (решением иерархической игры) будет действие 
центра, которое доставляет максимум по множеству допустимых 
управлений от его выигрыша ),( yuФ , в который подставлен мак-
симум по множеству реакций агента: 

),(maxmaxArg
)(

yuФu
uPyUu

o

∈∈
∈ . 

Пессимистический подход (принцип максимального гарантиро-
ванного результата) – центр рассуждает так: агенту все равно, какое 
действие выбрать из множества P(u), поэтому я буду ориентировать-
ся на наихудший случай. Тогда решение следующее: 
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),(minmaxArg
)(

yuФu
uPyUug ∈∈

∈ . 

Т.е., центр вычисляет минимум своей целевой функции по дей-
ствию агента из множества P(u), а дальше максимизирует выбором 
своего действия. 

Таким образом, мы получаем два различных решения игры. 
Первое определение решения игры называется решением Штакель-
берга (немецкий экономист, в 30-х годах XX века разработавший 
рассматриваемую модель игры). Второе решение называется реше-
нием игры Г1. 

Рассмотрим теперь игру, когда центр сообщает агенту не кон-
кретное значение управления, а то, каким будет управление в зави-
симости от действия агента. 

Эта ситуация моделируется игрой 2Г , которая имеет следую-
щий вид: выбор центра является функцией от действия агента 

)(ˆ yuu = . Дальнейшая логика рассуждений аналогична предыду-
щей: центр может предсказать, что в зависимости от той функции, 
которую он назначит, агент выберет действие, которое будет макси-
мизировать его целевую функцию, в которую подставлен выбор 
центра: )),(ˆ(maxArg))(ˆ( yyufuP

Ay∈
=⋅ . 

Зная это, центр может решать задачу, например, такую: 

)(ˆ))(ˆ(
max)),(ˆ(min

⋅⋅∈
→⋅

uuPy
yuФ . 

Данное выражение является стандартной записью простейшей 
теоретико-игровой задачи управления в организационной системе. 

С содержательной точки зрения задача очень простая: есть два 
агента, известны их целевые функции, допустимые множества, нет 
никакой неопределенности. 

С точки зрения математики: есть функционал, следует взять 
минимум этого функционала по переменной, которая принадлежит 
множеству, зависящему от искомой функции. Потом то, что получе-
но, нужно максимизировать выбором этой функции. 

Решение игры Г2 было найдено советским ученым 
Ю.Б. Гермейером [9], который доказал, что в случае, когда возмож-
ны побочные платежи (аддитивно входящие в целевые функции 
игроков), оптимальная стратегия центра состоит из двух режимов: 
режима поощрения (агент поощряется за выбор требуемых центру 
действий) и режима наказания (агент наказывается центром при 
выборе действий, невыгодных для последнего). Этот результат 
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широко используется при решении задач стимулирования в органи-
зационных системах (см. главу 3). 

Кроме того, можно построить игру 3Г , в которой центр будет 
сообщать агенту зависимость управления от того, как в зависимости 
от управления будет вести себя агент. То есть стратегия агента 
становится функцией, а стратегия центра является функцией от этой 
функции (для сравнения: в игре 1Г  имеем два скаляра, в игре 2Г  – 
функцию и скаляр и т.д.). 

Возможно построить игру 4Г , где стратегия центра будет 
функцией от функции от функции от функции. То есть с точки 
зрения математики усложнять структуру выбираемых участниками 
действий можно до бесконечности, и можно строить игры любого 
сколь угодно большого порядка, только проинтерпретировать их 
будет сложно. 

У игры 3Г  простая интерпретация: начальник говорит подчи-
ненному: «Я тебе выделяю ресурс, ты сообщи мне, как ты его бу-
дешь использовать в зависимости от того, сколько ресурса полу-
чишь. А в зависимости от этого, я буду его выделять». 

У 4Г  интерпретация уже сложнее. Возникает вопрос: а дает ли 
что-нибудь начальнику вложенность игр (рост «уровня рефлексии»). 
Например, выгоднее ли ему 106Г , чем 1015Г ? 

Н.С. Кукушкин доказал теорему [9], которая утверждает, что 
все четные игры вида кГ2 , где k = 1, 2, …, эквивалентны (с точки 
зрения выигрыша центра) игре 2Г . Все нечетные игры 12 +кГ  экви-
валентны игре 3Г . То есть всю бесконечную совокупность иерархи-
ческих игр порядка больше трех свели к двум играм – Г2 и Г3. Кроме 
этого, было доказано, что с точки зрения центра эффективность этих 
игр упорядочена следующим образом: 231 ГГГ ≤≤  [9].  

Вывод из теоремы Кукушкина следующий: если центр может, 
то ему надо разыгрывать игру 2Г , она для него наиболее выгодная и 
наиболее простая. Если не может, то игру 3Г , если не может разы-
грать и ее, то – Г1. Играть же игры порядка 4 и выше не имеет смыс-
ла никогда! 

Игры и структуры. Логичным продолжением перехода от игр 
в нормальной форме к иерархическим играм может быть следующее 



 44 

рассуждение: можно усложнять структуру дальше, но на самом деле 
существует единая технология описания теоретико-игровых задач 
управления в различных структурах. 

Рассмотрим основную идею, которая позволяет видеть картину 
целиком и следить за логикой перехода от более простых к более 
сложным задачам, чтобы более сложная задача могла быть декомпо-
зирована на более простые, и не казалась чем-то необычным. 

Рассмотрим следующую картинку – см. Рис. 1.12. Одного субъ-
екта (Рис. 1.12а) мы описывали с точки зрения гипотезы рациональ-
ного поведения (ГРП), то есть агент стремится максимизировать 
свою функцию полезности, выбирая действие, которое доставляет 
максимум этой функции. Далее мы усложнили ситуацию и рассмот-
рели несколько субъектов на одном уровне (Рис. 1.12б). Описали это 
взаимодействие игрой Г0 в нормальной форме. Затем была рассмот-
рена ситуация с двумя агентами, но взаимодействующими по верти-
кали (Рис. 1.12в). Описывается их взаимодействие игрой Гi, где 
i = 1, 2, 3. 

            …

ГРП               0Г     iГ , 3,2,1=i      )( 0ГГ i

   а)                           б)                           в)                                     г)

              ))(( 00 ГГГ i                     )...))((...( 00 ГГГГ ii

                         д)                                                         е)  
 

Рис. 1.12. Игры и структуры 
 

Представим себе, что имеется структура «один начальник – не-
сколько подчиненных» (Рис. 1.12г). Как ее можно описать? Взаимо-
действие агентов, находящихся на одном уровне, можно описывать 
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игрой Г0. Взаимодействие «начальник-подчиненный» описывается 
игрой Гi. Тогда условно такую структуру можно представить игрой 
Гi, определенной «на игре» Г0. То есть это – иерархическая игра, но 
уже не на одном субъекте, который максимизирует свою целевую 
функцию, а на наборе субъектов, разыгрывающих свою игру. 

Далее пусть есть несколько начальников (центров) и несколько 
подчиненных – агентов (Рис. 1.12д). В общем случае каждый связан 
с каждым. Как это можно отразить? На нижнем уровне агенты иг-
рают игру Г0. Над ними центры разыгрывают иерархическую игру 
Гi, но центры в свою очередь разыгрывают на своем уровне игру Г0. 
Получим игру Г0(Гi(Г0)).Такова конструкция: берется сложная 
структура и разбивается (декомпозируется) на более простые. 

Можно взять более сложную структуру с более сложным взаи-
модействием (например, Рис. 1.12е). Это будет иерархическая игра 
между уровнями, на горизонтальных уровнях – обычная игра и т.д. 
Качественно ничего не меняется, усложняется только формальная 
задача, идеология описания остается та же. 
 
1.4. Классификация задач управления 
организационными системами 
 

Выше (в разделе 1.1) были выделены несколько видов управле-
ния: 

Управление ОС, понимаемое как воздействие на управляемую 
систему с целью обеспечения требуемого ее поведения, может 
затрагивать каждый из следующих шести параметров ее модели: 

1) управление составом [12, 16, 19, 23]; 
2) управление структурой [8, 18]; 
3) институциональное управление (управление ограничениями 

и нормами деятельности) [15, 23]; 
4) мотивационное управление [19, 23] (управление предпочте-

ниями и интересами); 
5) информационное управление (управление информацией, ко-

торой обладают участники ОС на момент принятия решений) [25, 
26]; 

6) управление порядком функционирования (управление после-
довательностью получения информации и выбора стратегий участ-
никами ОС) [18]. 

Следовательно, первым основанием системы классификаций 
механизмов управления ОС (процедур принятия управленческих 
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решений) является предмет управления – изменяемый в процессе и 
результате управления компонент ОС. Итак, выше классификация 
управлений строилась на основании тех компонентов управляемой 
системы (точнее, ее модели), на которые оказывается воздействие 
при использовании управлений тех или иных типов: состав, струк-
тура, допустимые множества, целевые функции и информирован-
ность. Понятно, что изменения могут и должны касаться в общем 
случае всех перечисленных параметров, и поиск оптимального 
управления заключается в определении наиболее эффективной 
допустимой комбинации всех параметров ОС. 

Тем не менее, традиционно в теории управления социально-
экономическими системами рассматривается система вложенных 
задач управления (решения более «частных» задач используются 
при решении более «общих»). На сегодняшний день существуют два 
общих подхода к описанию модели ОС и постановке и решению 
задач управления – «снизу вверх» и «сверху вниз». 

При использовании первого подхода («снизу вверх») сначала 
решаются частные задачи, а затем общие, использующие получен-
ные решения частных задач. Например, частной задачей может быть 
разработка системы мотивации. Если она решена для любого соста-
ва участников ОС, то можно ставить задачу оптимизации состава – 
выбора такого состава, эффективность которого (при соответствую-
щей оптимальной мотивации) максимальна. Достоинством такого 
подхода является его конструктивность, недостатком – высокая 
сложность, так как число вариантов решения задачи верхнего уров-
ня может быть очень велико, а для каждого такого варианта необхо-
димо решить соответствующий набор частных подзадач. 

Бороться с этим недостатком можно, используя второй подход 
(«сверху вниз»), в рамках которого сначала решаются задачи верх-
него уровня, а полученные решения используются в качестве огра-
ничений для решения более частных задач. Действительно, вряд ли 
руководитель крупной организации, создавая новый отдел, будет 
сначала детально продумывать регламенты взаимодействия сотруд-
ников – скорее он возложит эту задачу на руководителя отдела, 
обеспечив его соответствующими ресурсами и полномочиями. 

Построение эффективной системы управления организацией 
требует совместного использования обоих подходов как в теории, 
так и на практике. 

Продолжим классификацию управлений организационными 
системами. 
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Расширениями базовой модели (см. Рис. 1.11 и Рис. 1.12в) явля-
ются: 

1) динамические ОС (в которых участники принимают решения 
многократно – расширение по предмету управления «порядок функ-
ционирования»); 

2) многоэлементные ОС (в которых имеется несколько агентов, 
принимающих решения одновременно и независимо, – расширение 
по предмету управления «состав»); 

3) многоуровневые ОС (имеющие трех- и более уровневую ие-
рархическую структуру – расширение по предмету управления 
«структура»); 

4) ОС с распределенным контролем (в которых имеется не-
сколько центров, осуществляющих управление одними и теми же 
агентами – расширение по предмету управления «структура»); 

5) ОС с неопределенностью (в которых участники не полно-
стью информированы о существенных параметрах – расширение по 
предмету управления «информированность»); 

6) ОС с ограничениями совместной деятельности (в которых 
существуют глобальные ограничения на совместный выбор агента-
ми своих действий – расширение по предмету управления «множе-
ства допустимых стратегий»); 

7) ОС с сообщением информации (в которых одним из действий 
агентов является сообщение информации друг другу и/или центру – 
расширение по предмету управления «множества допустимых стра-
тегий»). 

Таким образом, вторым основанием системы классификаций 
может также служить основание расширения базовой модели – 
наличие или отсутствие: 

1) динамики [22]; 
2) множества взаимосвязанных агентов [10, 23]; 
3) многоуровневости [8, 16, 18]; 
4) распределенного контроля [10, 24]; 
5) неопределенности [20, 21]; 
6) ограничений совместной деятельности [15, 23]; 
7) сообщения информации [13, 21, 29]. 
Третьим основанием системы классификаций является метод 

моделирования. По этому основанию можно выделить механизмы 
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управления, основывающиеся на оптимизационных15 [1, 4] и теоре-
тико-игровых моделях [11]. 

Механизмы, основывающиеся на оптимизационных моделях, в 
свою очередь подразделяются на механизмы, использующие аппа-
рат: теории вероятностей (в том числе теория надежности, теория 
массового обслуживания, теория статистических решений), теории 
оптимизации – линейное и нелинейное (а также стохастическое, 
целочисленное динамическое и др.) программирование, дифферен-
циальных уравнений, оптимального управления; дискретной мате-
матики – в основном теория графов (транспортная задача, задача о 
назначении, выбор кратчайшего пути, календарно-сетевое планиро-
вание и управление, задачи о размещении, распределение ресурсов 
на сетях и т.д.). 

Механизмы, основывающиеся на теоретико-игровых моделях в 
свою очередь подразделяются на механизмы, использующие аппа-
рат: некооперативных игр [11, 19, 29], кооперативных игр [10], 
повторяющихся игр [22], иерархических игр [11, 21, 18] и рефлексив-
ных игр [25, 26]. 

Четвертым основанием системы классификации механизмов 
управления ОС являются функции управления, реализацию которых 
призван обеспечить тот или иной механизм. В разделе 1.1 были 
перечислены четыре основных функции управления: планирование, 
организация, стимулирование и контроль. 

Пятым основанием являются задачи управления, решение кото-
рых призван обеспечить тот или иной механизм управления ОС. В 
качестве значений признаков классификации целесообразно пред-
ложить выделенные в теории управления (хорошо исследованные 
как с теоретической точки зрения, так и с точки зрения эффективно-
сти практического использования) механизмы [3], уже ставшие 
своего рода «ключевыми словами» (см. Табл. 1.2). 

Отметим, что классификация, приведенная в Табл. 1.2, является 
достаточно условной, так как, с одной стороны, значениями призна-
ков классификации являются подробно исследованные классы меха-

                                                 
15 Суть оптимизационных моделей заключается в поиске оптимальных 
значений изменяемых параметров системы (то есть допустимых значе-
ний, наилучших с точки зрения заданного критерия). В теоретико-игровых 
моделях часть этих значений выбирают участники системы, обладающие 
собственными интересами, поэтому задача управления заключается в 
нахождении таких правил игры, в рамках которых управляемые субъекты 
выбирали бы требуемые значения. 
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низмов управления, а, с другой стороны, один и тот же класс меха-
низмов может использоваться для реализации нескольких различ-
ных функций управления. 
 

Табл. 1.2. Функции и механизмы управления [27] 
Функции 
управления Механизмы управления 

Планирование 

механизмы распределения ресурса; 
механизмы активной экспертизы; 
механизмы внутренних цен; 
конкурсные механизмы; 
механизмы обмена. 

Организация 
(как процесс) 

механизмы смешанного финансирования; 
противозатратные механизмы; 
механизмы «затраты – эффект»; 
механизмы самоокупаемости; 
механизмы страхования; 
механизмы оптимизации 
производственного цикла; 
механизмы назначения. 

Стимули-
рование 

механизмы стимулирования 
за индивидуальные результаты; 
механизмы стимулирования за результаты 
коллективной деятельности; 
механизмы унифицированного 
стимулирования; 
механизмы «бригадной» оплаты труда; 
механизмы стимулирования в матричных 
структурах управления. 

Контроль 

механизмы комплексного оценивания; 
механизмы согласия; 
многоканальные механизмы; 
механизмы дополнительных соглашений. 

 
Шестым основанием системы классификаций механизмов 

управления ОС служит масштаб реальных систем, для использова-
ния в которых в основном предназначен тот или иной механизм [3] 
(страна – регион – предприятие – структурное подразделение пред-
приятия – первичный коллектив – индивидуум). 
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Седьмым основанием является отраслевая специфика (государ-
ственное управление, муниципальное управление, промышленность, 
строительство, сфера услуг и т.д.). 

Отметим, что, с одной стороны, предложенные основания и 
значения признаков системы классификаций: 

1) предмет управления; 
2) основание расширения базовой модели; 
3) метод моделирования; 
4) функция управления; 
5) задача управления; 
6) масштаб реальных систем; 
7) отраслевая специфика, 

позволяют единообразно описывать как конкретные механизмы 
управления, так и их совокупности – комплексы механизмов управ-
ления. С другой стороны, необходимо подчеркнуть, что каждый 
конкретный механизм не всегда может быть однозначно отнесен к 
тому или иному классу – во многих случаях одни и те же механизмы 
могут решать различные задачи управления, использоваться в раз-
личных прикладных областях и т.д. 

В последующих главах настоящей работы мы с той или иной 
степенью детализации рассмотрим16 механизмы мотивационного 
управления (главы 3 и 4), информационного управления (глава 5) и 
управления структурами организационных систем (глава 6). 

 
Задачи и упражнения к главе 117 

 
1.1 («Фермеры на общем поле»). Имеются n игроков 

( },...,1{ nN = ) с целевыми функциями )()( ∑ ∈
−=

Nj jii xnXxxf , 

),0[ +∞∈ix , Ni ∈ . 

                                                 
16 Таким образом, вне содержания настоящей работы остались механиз-
мы институционального управления и механизмы управления составом 
организационных систем. Ознакомиться с ними заинтересованный чита-
тель может в работах, соответствующие ссылки на которые приведены 
выше. 
17 Ссылки на литературу в тексте упражнения/задачи указывают рабо-
ты, в которых можно найти ответ на соответствующий вопрос или 
решение соответствующей задач, или дополнительную информацию. 
Звездочкой помечены задачи повышенной трудности. 
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1.1.1. Найдите все равновесия Нэша в чистых стратегиях для 
2=n . 
1.1.2. Найдите все равновесия Нэша в чистых стратегиях при 

произвольном числе игроков. 
1.1.3. Найдите все оптимальные по Парето исходы для 2=n . 
Подсказка: множество оптимальных по Парето исходов сов-

падает со множеством точек, на которых достигает максимума 
функция ),()1(),( 212211 xxfxxf α−+α  при различных ]1;0[∈α . 

1.1.4. Найдите все оптимальные по Парето исходы для произ-
вольного числа игроков. 

1.1.5. Сравните суммарный выигрыш игроков в равновесии Нэ-
ша с суммарным их выигрышем в оптимальной по Парето точке. 

1.1.6*. Найдите предел равновесных стратегий игроков с ростом 
n, предел их выигрышей, суммарного выигрыша и суммарного 
оптимального по Парето выигрыша. 

На данном примере можно проиллюстрировать применение ги-
потезы слабого влияния (см. ниже). 

1.1.7*. Докажите, что для произвольной игры множество опти-
мальных по Парето исходов совпадает с множеством точек, на 
которых достигает максимума функция )(xf iNi i∑ ∈

α  при различ-

ных ]1;0[∈α i  таких, что 1=∑ ∈Ni iα . 
Подсказка: воспользуйтесь определением оптимальности по 

Парето. 
1.1.8*. Есть ли в рассматриваемой игре равновесия Нэша в сме-

шанных стратегиях для 2=n ? 
Подсказка: воспользуйтесь линейностью целевой функции иг-

рока по стратегиям противника и вогнутостью по своей страте-
гии. 

1.2. Задана игра n лиц с целевыми функциями 

∑ ∈
−=

Nj jii xxxf βα)(  и стратегиями ]1,0[∈ix . 

1.2.1. Найдите все равновесия Нэша в чистых стратегиях. 
1.2.2. Найдите все равновесия в доминантных стратегиях. 
1.2.3. Найдите все оптимальные по Парето ситуации. 
1.2.4. При каких значениях параметров α  и β  равновесие Нэша 

оптимально по Парето? 
1.3. Задана игра двух лиц в нормальной форме с функциями 

выигрыша игроков 
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8.0при
8.0при

0
,2

),(
21

211
211 <+

≥+



 −

=
xx
xxx

xxf , ]1;0[1 ∈x ; 

8.0при
8.0при

0
,2

),(
21

212
212 <+

≥+



 −

=
xx
xxx

xxf , ]1;0[2 ∈x . 

Удалите доминируемые стратегии. Постройте множество 
недоминируемых по Парето исходов. Найдите равновесие в 
доминантных стратегиях (или показать, что оно отсутствует). 

1.4 («Ящик Эджворта»). Два игрока могут обмениваться одним 
из двух видов ресурса. Начальное количество ресурсов у первого 
игрока 10

1 =x , 00
2 =x , у второго: 00

1 =y , 10
2 =y . Полезность перво-

го игрока от обладания ресурсами: )1.0(),( 21211 += xxxxf , второго: 

21212 )1.0(),( yyyyf += . 
1.4.1. Найдите переговорное множество и контрактную кривую 

(множество оптимальных по Парето исходов обмена – см. раздел 
4.6). 

1.4.2. Найдите равновесие Вальраса данной игры (точка, в кото-
рой прямая цен касается одновременно линий уровня функций 
полезностей обоих игроков). 

1.4.3. Найдите множество равновесий Нэша игры, в которой оба 
игрока одновременно называют объемы товаров для обмена, после 
чего сделка совершается при условии, что заявки совпали. 

1.4.4. Найдите равновесия Штакельберга для игры, в которой 
сначала первый игрок предлагает объемы товаров для обмена, а 
второй игрок может или согласиться, или не согласиться на это 
предложение (в случае отказа обмен не происходит). 

1.4.5. Найдите равновесия Штакельберга для игры, в которой 
сначала первый игрок заявляет цену, а второй игрок – объем первого 
товара для обмена по этой цене. 

1.4.6*. Придумайте для данной постановки задачи игру, равно-
весие Нэша которой было бы единственно и совпадало бы с равно-
весием Вальраса (см. задачу 1.4.2). 

1.5. Для игры в нормальной форме с матрицей 
( )

















)5;1()4;4(
)0;0()1;7(

)\(

1

1

22
2

1

y
x

yx
 

найдите все равновесия Нэша в смешанных стратегиях. 
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1.6. Для игры в нормальной форме с функциями выигрыша 
2

211 )( xxf += , ]1;1[1 −∈x , 
2

122 )( xxf −−= , ]1;1[2 −∈x , 
найдите все равновесия Нэша в чистых стратегиях. 

1.7*. Для задачи 1.6 приведите пример равновесия Нэша в сме-
шанных стратегиях (не совпадающего с ранее найденными). 

1.8*. Для игры типа Г2 с )5)(5( 211 −−−= xxf , ]10;0[0
1 =X , 

)5)(5( 212 −−= xxf , ]10;0[0
2 =X , постройте стратегию наказания 

)( 21 xxн , найдите L2 и постройте множество D [11]. 
1.9*. Для игры типа Г2 с 121 xxf −= , ]10;0[0

1 =X , 
)5)(5( 212 −−= xxf , ]10;0[0

2 =X , найдите значение K и множество 
стратегий )( 21 xxε , гарантирующих первому игроку выигрыш, не 
менее K – ε [11]. 

1.10*. Для игры типа Г2 с 121 xxf −= , ]10;0[0
1 =X , 

)5)(5( 212 −−= xxf , ]10;0[0
2 =X  найдите значение М и постройте 

«стратегию наилучшего ответа» )( 21 xxaε  [11]. 
1.11*. Приведите определения следующих понятий и содержа-

тельные примеры: организация, организационная система, механизм 
функционирования, механизм управления, моделирование, деятель-
ность, мотив, цель, технология, управление, входо-выходная модель, 
эффективность управления, виды управления, типы управления, 
функции управления, методы управления, формы управления, тех-
нология управления, гипотеза рационального поведения, гипотеза 
детерминизма, гипотеза благожелательности, игра, обстановка игры, 
принцип максимального гарантированного результата, равновесие в 
доминантных стратегиях, равновесие Нэша, эффективность по 
Парето, иерархическая игра, равновесие Штакельберга, динамиче-
ская организационная система, многоэлементная организационная 
система, многоуровневая организационная система (см. также 
глоссарий в [27]). 
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ГЛАВА 2. Примеры построения механизмов 
управления организационными системами 
 

В настоящей главе рассматривается ряд простых механизмов 
управления, даются оценки их эффективности, приводятся примеры 
эффективных механизмов. 
 
2.1. Механизмы планирования  

 
Распределение корпоративных заказов [1, 3]. Рассмотрим кор-

порацию, в которую входят n предприятий (Пр). Простейшая струк-
тура корпорации приведена на рисунке 2.1. 

Органом управления корпорации является корпоративный 
центр (КЦ). В его функции входит установление корпоративных 
механизмов, разработка стратегии развития корпорации, распреде-
ление корпоративных заказов, распределение корпоративных фи-
нансов и т.д. 
 

 

Пр1 

КЦ 

Пр2 Прn … 
 

Рис. 2.1. Структура корпорации 
 
Рассмотрим задачу планирования – распределения корпоратив-

ных заказов. Пусть корпорация получила заказ на производство 
продукции в количестве R единиц по договорной цене С. Продукция 
может производиться на каждом предприятии (такое объединение 
предприятий называется горизонтальной интеграцией). Задача 
планирования заключается в распределении заказа между предпри-
ятиями, так чтобы прибыль корпорации была максимальной. Обо-
значим xi – величину заказа, полученную i-ым предприятием, ϕi(xi) – 
функция производственных издержек zi. Для исследования свойств 
механизмов управления во многих случаях конкретный вид функции 
производственных издержек не имеет большого значения. Поэтому 
возьмем ее в простейшем виде (см. также модель в разделе 4.4): 
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(2.1) ϕi(xi) = 2
ix  / 2 ri, i = n,1 . 

где ri – параметр, определяющий эффективность производства i-го 
предприятия. Эта функция удовлетворяет требованиям, обычно 
предъявляемым к функциям производственных издержек (возрас-
тающая, выпуклая функция объемов производства). Прибыль (выиг-
рыш, значение целевой функции) i-го предприятия составит: 
(2.2) fi = C xi – 2

ix  / 2 ri, i = n,1 , 
а суммарная прибыль корпорации: 

(2.3) Φ = ∑
=

n

i
if

1

 = C R – ∑
=

n

i i

i

r
x

1

2

2
, 

поскольку 

(2.4) ∑
=

n

i
ix

1

 = R. 

Так как договорная цена C и величина заказа R заданы, то зада-
ча максимизации прибыли корпорации сводится к задаче минимиза-
ции суммарных издержек: 

(2.5) Z =∑
=

n

i
iz

1

 = ∑
=

n

i i

i

r
x

1

2

2
, 

при ограничении (2.4). 
Оптимальное решение этой задачи: 

(2.6) ,0 R
H
rx i

i =  i = n,1 , 

где H =∑
=

n

i
ir

1

. То есть, заказ нужно распределять прямо пропорцио-

нально коэффициентам эффективности производства. 
Проблема, однако, в том, что КЦ не знает точных значений {ri}, 

а знает только область [d; D] возможных значений. Необходимо 
устранить эту неопределенность. Простейший способ – это запро-
сить информацию о коэффициентах эффективности у предприятий 
(предполагаем, что предприятия знают точные оценки своих коэф-
фициентов эффективности). Такой способ получения информации 
называется встречным. Обозначим оценку коэффициента ri, сооб-
щаемую i-ым предприятием в КЦ через si. Эта оценка используется в 
законе планирования (2.6), то есть: 
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(2.7) xi = R
S
si , i = n,1 , 

где S = ∑
=

n

i
is

1

. Возникает вопрос, какую оценку si сообщает каждое 

предприятие, максимизируя собственную прибыль: 

(2.8) fi = C xi – 2
ix  / 2 ri = C R

S
si  – 22)(

2
1 R

S
s

r
i

i

, i = n,1 . 

Определим план Vi, обеспечивающий максимальную прибыль 
предприятия (его легко найти, дифференцируя выражение (2.2)): 
(2.9) Vi = C ri, i = n,1 . 

Пусть ∑
=

n

i
iV

1

 = C H > R, то есть сумма выгодных планов превы-

шает величину заказа R. Если каждое предприятие сообщает истин-
ную оценку si = ri, то: 

xi = ri R / H < C ri = Vi, i = n,1 , 
то есть каждое предприятие получает план меньше оптимального. 

Естественно, что в этом случае возникает тенденция завышения 
сообщаемых оценок. Если C H >> R, то в ситуации равновесия Нэша 
каждое предприятие сообщает максимальную оценку si = D, что 
приводит к: xi = R / n, то есть заказ делится поровну между всеми 
предприятиями. Прибыль корпорации при этом равна: 

Φ = C R – ∑
=

n

i inr
R

1
2

2

2
 

и может быть существенно меньше, чем прибыль Φmax при опти-
мальном плане. 

Пример 2.1. Пусть n = 2, r1 = 3, r2 = 7, d = 3, D = 7, R = 100, 
C = 20. Ищем оптимальный план и прибыль: 300

1 =x , 0
2x  = 70, 

Φmax = 1500. 
В ситуации равновесия Нэша: 7*

2
*
1 == ss , x1 = x2 = 50. Прибыль 

корпорации: Φ ≈ 1400, то есть потери составили примерно 7 %. • 
Как повысить эффективность планирования? Введем внутрен-

нюю (корпоративную, трансфертную) цену продукции. Это цена, по 
которой КЦ как бы покупает продукцию у предприятий. Обозначим 
ее через λ. Внутренняя прибыль предприятия, равная 
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(2.10) πi = λ xi – 2
ix  / 2 ri, i = n,1 , 

достигает максимума при плане 
(2.11) xi = λ ri, i = n,1 . 

Выберем λ, так чтобы сумма выгодных (при цене λ) планов 

равнялась величине заказа, то есть, из условия ∑
=

n

i
ix

1

 = λ H = R 

найдем λ = R / H. 
Поскольку величина H корпоративному центру не известна, то 

возьмем вместо H сумму оценок S, то есть примем: 
(2.12) λ = R / S. 

Заметим, что внутренняя прибыль это не реальные деньги, а не-
который управленческий показатель. Поэтому реально полученную 
прибыль будем распределять прямо пропорционально внутренним 
прибылям: 

(2.13) 0

1

Φ=

∑
=

n

j
j

i
if

π

π
, 

где Φ0 – реальная прибыль корпорации. Выражения (2.11)-(2.13) 
определяют новый механизм планирования, который отличается от 
прежнего введением внутренней цены и распределением реальной 
прибыли прямо пропорционально внутренним прибылям. 

Для оценки эффективности этого механизма подставим (2.11) и 
(2.12) в (2.10), а затем в (2.13): 

(2.14) 

∑
=

−

−

n

j j

j
j

i

i
i

r
s

s

r
ss

1

2
2

2
2

)
2

(

)
2

(

λ

λ
= 0

1
j

Φ

∑
=

n

j

i

δ

δ
, 

где )
2

1(
2

i

i
ii r

ss −=δ , i = n,1 . 

Заметим, что (2.14) является возрастающей функцией δi. Поэто-
му максимум fi достигается при максимуме δi. Максимум δi достига-
ется при si = ri, то есть при сообщении каждым предприятием досто-
верной оценки коэффициента эффективности. Таким образом, 
рассмотренный механизм является механизмом открытого управле-
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ния (см. главу 4), то есть механизмом, в котором всем агентам вы-
годно сообщать достоверную информацию. Единственным недос-
татком механизма является перераспределение прибыли, которое 
может вызвать недовольство предприятий, у которых часть прибыли 
передают другим предприятиям. Однако в случае рассматриваемых 
функций производственных издержек никакого перераспределения 
прибыли не происходит. Действительно прибыль, полученная i-ым 

предприятием, равна C xi – 2
ix  / 2 ri = )

2
(

2

H
RCR

H
ri − . Прибыль, 

полученная после перераспределения, составит: 

∑
=

n

j

i

1
jδ

δ
(

H
RCR
2

2

− ) = )
2

(
2

H
RCR

H
ri − . 

то есть, это – та же самая величина. 
Подведем итоги. Предложенный механизм планирования имеет 

три замечательных свойства: 
1) каждое предприятие сообщает достоверную информацию о 

функции производственных издержек. Другими словами, сообщение 
достоверной информации является доминантной стратегией каждого 
предприятия; 

2) корпоративный центр определяет оптимальные планы рас-
пределения заказа; 

3) перераспределение прибыли отсутствует. 
 

2.2. Механизмы налогообложения и ценообразования 
 
Налоговые механизмы [2, 3] определяют долю прибыли (дохода, 

выручки), отдаваемую предприятием в виде налога. Эта доля назы-
вается налоговой ставкой. Простейшим механизмом является нало-
говый механизм с постоянной налоговой ставкой. Обозначим B – 
выручка, Z – затраты, Φ – прибыль, H – налог, α – ставка налога. 
Налог равен: 
(2.15) H = α Φ = α (B – Z). 

Налоговый механизм с постоянной налоговой ставкой стимули-
рует производителей производить подешевле, а продавать подороже 
(принцип «дешево – дорого»). В случае монопольного производите-
ля это приводит к завышению цены продукции. 
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Для борьбы с этим явлением введем ограничения на рентабель-
ность продукции. Если рентабельность превышает установленный 
предельный уровень P0, то вся сверхприбыль изымается и к тому же 
производитель штрафуется за превышение предельной рентабельно-
сти. Очевидно, что в этом случае оптимальная стратегия предпри-
ятия состоит в работе с рентабельностью равной предельному уров-
ню и продаже по максимальной цене. Требуемый уровень 
рентабельности обеспечивается за счет завышения затрат. Требуе-
мый уровень затрат определяется из уравнения: 
(2.16) P0 = (V – Z) / Z, 
где V – выручка от продажи по максимальной цене. Получаем: 
(2.17) Z = V (1 + P0). 

Таким образом, описанный механизм налогообложения стиму-
лирует предприятие продавать подороже и производить, соответст-
венно, подороже (принцип «дорого-дорого»). Какой из двух меха-
низмов лучше – вопрос сложный. Первый стимулирует снижение 
издержек, и это плюс. Однако, при этом, растут сверхприбыли пред-
приятий (особенно, монополистов), что приводит к инфляции, рез-
кой разнице в доходах, и это минус. Второй механизм позволяет 
балансировать доходы и расходы, уменьшает различие между «бога-
тыми» и «бедными», и это плюс. Однако экономика становится 
неэффективной (затратной) и это минус. Безусловно, обществу 
больше всего подошли бы механизмы налогообложения, действую-
щие по принципу («дешево-дешево»), то есть стимулирующие пред-
приятия дешево производить продукцию и дешево ее продавать. 
Такие механизмы были разработаны в Институте проблем управле-
ния РАН (противозатратные механизмы налогообложения). Идея в 
том, чтобы предельный уровень рентабельности сделать не постоян-
ным, а зависящим от показателя эффективности производства, 
определяемого как отношение эффекта l к себестоимости C: 
(2.18) Э = l / С. 

На понятии эффекта продукции остановимся подробно. Эффект 
измеряет потребительную стоимость произведенной продукции. Под 
эффектом в нашем случае будем понимать величину выручки, опре-
деленную по лимитной цене l (максимальной цене, при которой 
продукция может быть реализована). 

Очевидно, что с ростом эффективности норматив рентабельно-
сти ρ должен увеличиваться. Однако этого мало. Для того чтобы 
механизм ценообразования был противозатратным, необходимо, 
чтобы прибыль на единицу продукции π = ρ(Э) С была убывающей 
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функцией затрат (чем меньше затраты, тем больше прибыли). С 
другой стороны, цена Ц = (1 + ρ) С должна быть возрастающей 
функцией затрат (чем меньше затраты, тем меньше цена). Из перво-
го условия получаем: 















ρ= C

C
l

dC
d

dC
dπ

 = ρ(Э) – Э 
dЭ
Эd )(ρ

 < 0, 

а из второго: 















ρ+= C

C
l

dC
d

dC
d 1Ц

 = 1 + ρ(Э) – Э 
dЭ
Эd )(ρ

 > 0. 

Оба эти неравенства можно записать в следующем виде: 

(2.19) 0 < Э 
dЭ
Эd )(ρ

 – ρ(Э) < 1. 

Если обозначить Э 
dЭ
Эd )(ρ

 – ρ(Э) через h(Э), то неравенства 

(2.19) можно записать в форме дифференциального уравнения: 

(2.20) Э 
dЭ
Эd )(ρ

 – ρ(Э) = h(Э), 

где h(Э) – произвольная функция, принимающая значения в интер-
вале (0; 1). Данное дифференциальное уравнение легко решается. 
Для этого перейдем к другой функции: u(Э) = ρ(Э) / Э, ρ(Э) = Э u(Э), 

dЭ
Эd )(ρ

 = u(Э) + Э 
dЭ
Эdu )(

. Подставляя в (2.20), получаем: 

dЭ
Эdu )(

 = h(Э) / Э2, u(Э) = ∫
Э

dy
y
yh

1
2

)(
. 

Здесь используется условие ρ(1) = 0. Содержательно это означа-
ет, что продукт, для которого эффект равен затратам, не дает прибы-
ли. Таким образом, получаем общий вид зависимости ρ(Э), обеспе-
чивающий противозатратность (по прибыли) механизма 

ценообразования: ρ(Э) = Э ∫
Э

dy
y
yh

1
2

)(
. 
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Пример 2.2. Пусть h(Э) = k, 0 < k < 1. В этом простейшем случае 

имеем: ρ(Э) = Э ∫
Э

dy
y
k

1
2  = k (Э – 1). Цена будет определяться выра-

жением: Ц = [1 + k (Э – 1)] C + k l, а прибыль: π = Ц – C  = k (l – C). 
Легко видеть, что с уменьшением С цена также уменьшается, в 

то время как прибыль увеличивается. Заметим, что разность (l – C) 
определяет «чистую» прибыль. Часть k этой прибыли выделяется 
предприятию как его прибыль, а остальная часть должна обеспечи-
вать рост прибыли потребителя. Выбор зависимости h(Э) произво-

дится из следующих соображений. Так как 
dC
dπ

 = h(Э), а 
dC
dЦ

 = 1 –

 h(Э), то чем ближе h(Э) к нулю, тем сильнее влияние уменьшения 
затрат на снижение цены и тем слабее влияние уменьшения затрат 
на рост прибыли. Наоборот, чем ближе h(Э) к единице, тем слабее 
влияние уменьшения затрат на снижение цены, но тем сильнее 
влияние уменьшения затрат на рост прибыли предприятия. Чтобы 
обе тенденции были одинаково сильны, следует брать h(Э) = 1/2. • 

Возможна другая стратегия – при больших затратах (малой эф-
фективности) естественно в первую очередь стимулировать пред-
приятие к снижению затрат, для чего целесообразно h(Э) брать 
ближе к единице. Наоборот, при большой эффективности естествен-
но стимулировать снижение цен, для чего h(Э) следует брать ближе 
к нулю. Таким требованиям удовлетворяет, например зависимость 
h(Э) = 1 / Э. В этом случае: 

ρ(Э) = Э ∫
Э

y
dy

1
3  = (Э – 1/Э) / 2, 

Ц = [1+ (Э – 1/Э) / 2] C = C + (l – С2 / l) / 2, 
π = (l – С2 / l) / 2. 

Описанный принцип создания противозатратных механизмов 
налогообложения можно применить и для механизмов ценообразо-
вания. Действительно, если взять формулу цены в виде 
Ц = C (1 + ρ(Э)), где Э = l / C, l – лимитная цена, C – себестоимость, 
а ρ(Э) удовлетворяет условиям противозатратности (2.19), то с 
уменьшением себестоимости прибыль будет увеличиваться, а цена 
уменьшаться. 
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2.3. Многоканальные механизмы  
 
В автоматизированных системах управления технологически-

ми процессами (АСУ ТП) широко применяются так называемые 
«советчики оператора» [1, 3]. По сути дела, это – компьютерная 
программа, которая моделирует технологический процесс и после 
определенного периода обучения дает советы оператору по управ-
лению процессом. На практике эффективность таких пассивных 
советчиков оказалась невысокой. Дело в том, что в период обучения 
советы компьютерной программы были не всегда хорошими, и 
опытный оператор переставал их воспринимать, хотя со временем 
управление, предлагаемое «советчиком» в штатных ситуациях, 
часто было лучше, чем управление оператора. Необходимо было 
предложить механизм, побуждающий оператора прислушиваться к 
рекомендациям «советчика». Были разработаны так называемые 
пересчетные модели, которые могли предсказать по результатам 
выход процесса: что было бы, если бы оператор принял рекоменда-
ции «советчика». Если рекомендации «советчика» приводили к 
лучшему результату, то оператор штрафовался, а если управление 
оператора было лучше чем рекомендации «советчика», то оператор 
премировался. Фактически было организовано соревнование между 
оператором и советчиком оператора. При внедрении таких «актив-
ных советчиков оператора» ситуация изменилась. Оператор стал во 
многих случаях следовать рекомендациям модели, особенно в штат-
ных ситуациях. Внедрение таких двухканальных механизмов в 
черной металлургии дало значительный экономический эффект (эти 
работы были удостоены Государственной премии). 

Описанный двухканальный механизм можно обобщить в раз-
личных направлениях. Во-первых, можно использовать не один 
советующий канал, а несколько (многоканальные механизмы), 
например, используя различные модели и методы моделирования. 
Во-вторых, такие активные советчики можно применять не только 
при управлении технологическими системами, но и в управлении 
социально-экономическими системами (советчик генерального 
директора, советчик министра и возможно даже Президента). 

 
2.4. Механизмы стимулирования снижения издержек 

 
Рассмотрим предприятие, состоящее из n подразделений. По-

ставим задачу разработки плана снижения издержек на определен-
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ную величину R [1, 6]. Обозначим xi – план снижения издержек для 
i-го подразделения. Снижение издержек требует затрат на проведе-
ние соответствующих мероприятий. Обозначим через: 
(2.21) Zi = ϕi(xi), 
затраты i-го подразделения на проведение мероприятий по сниже-
нию издержек на величину xi. 

Примем, что: 
(2.22) ϕi(xi) = 2

ix  / 2 ri, i = n,1 . 
Рассмотрим следующий механизм стимулирования снижения 

издержек (который очень похож на механизм распределения заказов 
в корпорации – см. раздел 2.1). Подразделение получает средства hi 
из централизованного фонда прямо пропорционально величине 
издержек xi, то есть: 
(2.23) hi = λ xi i = n,1 , 
где λ – норматив, общий для всех подразделений. 

Формирование плана снижения издержек происходит на основе 
сообщаемых подразделениями оценок функций затрат. Примем, что 
каждое подразделение сообщает оценку si коэффициента ri функции 
затрат (2.22). План x = {xi} определяется по формуле: 

(2.24) xi = R
S
si , i = n,1 , 

где S = ∑
=

n

i
is

1

, а норматив λ равен: 

(2.25) λ = R / S. 
Проведем исследование описанного механизма. В качестве це-

левых функций подразделений примем разность средств, получен-
ных из централизованного фонда, и затрат на проведение мероприя-
тий по снижению издержек: 
(2.26) fi = hi – Zi = λ xi – 2

ix  / 2 ri, i = n,1 . 
Подставляя в (2.26) выражения (2.24) и (2.25), получаем: 

(2.27) fi = λ2 si (1 – 
i

i

r
s
2

) = (R / S)2 si (1 – 
i

i

r
s
2

), i = n,1 . 

Заметим, что при достаточно большом числе подразделений 
влияние оценки si отдельного подразделения на норматив λ сравни-
тельно малό. Поэтому достаточно обоснованным представляется 
предложение о том, что при сообщении оценки si предприятие не 
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учитывает этого влияния (так называемая гипотеза слабого влия-
ния). В этом случае максимум целевой функции (2.27) достигается 
при сообщении оценки: si = ri, i = n,1 , то есть при сообщении досто-
верной информации о функции производственных издержек. 

Если в корпорации имеется предприятие с относительно боль-
шой величиной коэффициента ri, то для этого предприятия гипотеза 
слабого влияния уже не имеет места. Пусть это предприятие с номе-
ром 1, r1 > H – r1, то есть r1 > H / 2. Для остальных предприятий 
гипотеза слабого влияния является достаточно обоснованной, и 
поэтому si = ri, i ≠ 1. Обозначим H1 = H – r1. 

Для первого предприятия имеем: f1 = 1
1

1

2

11

)
2

1( s
r

s
Hs

R
−








+

. 

Максимизируя по s1, получаем: 

(2.28) s1 = 
11

11

rH
rH

+
. 

Если r1 >> H1, то есть первое предприятие является фактически 
монопольным предприятием в области снижения издержек, то 
s1 ≈  H1, то есть монопольное предприятие сообщает оценку s1 рав-
ную сумме коэффициентов ri остальных предприятий. 

 
Задачи и упражнения к главе 2 

 
2.1. Докажите, что отмеченные в конце раздела 2.1 (см. также 

раздел 4.4) три свойства механизма планирования имеют место для 
любых функций производственных издержек типа Кобба-Дугласа: 

zi = γγ

γ
−11

ii rx , i = n,1 , γ > 1. 

2.2. Оцените относительное увеличение суммарных затрат кор-
порации в условиях «уравниловки» (заказ делится поровну между 
всеми предприятиями). 

2.3. Для механизма ценообразования cЦ l=  определите об-
ласть противозатратности (множество значений эффективности, 
для которых выполняется условие (2.19)). 

2.4. Минимальная себестоимость продукции равна cmin = 100, 
лимитная цена l = 1000, механизм ценообразования: 

Ц = с + 0,2(1000 – с). 
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Определите оптимальную для предприятия цену. 
2.5. Для модели раздела 2.4 оцените степень искажения данных 

для случая n одинаковых предприятий, если гипотеза слабого влия-
ния не имеет места. 
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ГЛАВА 3. Механизмы стимулирования 
в организационных системах 

 
В первой главе были выделены несколько видов управления – 

управление составом системы, ее структурой, институциональное, 
мотивационное и информационное управление. Наиболее подробно 
исследованным на сегодняшний день является мотивационное 
управление – управление интересами и предпочтениями участников 
ОС – поэтому начнем с рассмотрения моделей именно этого вида 
управления. 

 
3.1. Постановка задачи стимулирования 

 
Содержательная интерпретация мотивационного управления –

задача стимулирования. Несмотря на то, что под мотивацией в 
общем случае понимается и материальная, и моральная сторона: 
поощрения, побуждения и т.д., к сожалению, формальных моделей 
того, как человек реагирует на моральное вознаграждение, на сего-
дняшний день почти нет. А математическая модель желательна для 
того, чтобы предсказывать поведение человека как реакцию на 
вознаграждение. Зато имеется модель материального воздействия. 
Можно строить аналогично и модели морального стимулирования. 
Но, если при построении модели материального стимулирования мы 
вводим вполне реальные предположения (например, предприятие 
стремится максимизировать прибыль), то при построении моделей 
морального стимулирования мы должны говорить, предположим, 
что на такие-то стимулы субъект будет реагировать так-то, а на 
такие-то – так-то. Это предположение обосновать уже сложно. 
Модели морального стимулирования более уязвимы для критики, а 
психология сегодня не дает нам должной основы. Поэтому будем 
описывать материальное стимулирование. 

Рассмотрим систему, состоящую из одного центра (руководите-
ля, начальника, заказчика) и одного агента (подчиненного, исполни-
теля), то есть приведенную на Рис. 1.11 (или Рис. 1.12в). 

Агент выбирает действие +=∈ 1RAy . Содержательная интер-
претация действия: отрабатываемые часы, объем выпускаемой 
продукции. Начальник выбирает управление, то есть зависимость 
вознаграждения агента от выбираемого последним действия. Эта 
зависимость называется функцией стимулирования. Модель органи-
зационной системы будем описывать по тем компонентам, которые 
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перечислены в первой главе (состав, структура, целевые функции, 
допустимые множества, информированность, порядок функциони-
рования). Состав: центр, агент. Структура двухуровневая: начальник 
– подчиненный (центр – агент). Центр выбирает стимулирование, 
агент выбирает действие. Допустимые множества: множество до-
пустимых действий – положительная полуось: часы, штуки, кило-
граммы и т.п. Функцию стимулирования σ(y) будем считать неотри-
цательной и, когда это необходимо, дифференцируемой. 

Целевая функция центра представляет собой разность между 
функцией дохода H(y) (от деятельности подчиненного начальник 
получает доход (например, «продает на рынке» то, что произвел 
подчиненный)) и стимулированием σ(y), которое выплачивается 
подчиненному: 

)()()),(( yyHyФ σσ −=⋅ . 
Целевая функция агента: то стимулирование, которое он полу-

чает, минус его затраты: 
)()()),(( ycyyf −=⋅ σσ , 

где c(y) – функция затрат агента. 
Предположим, что функция дохода неотрицательна при любом 

действии y и принимает максимальное значение при 0≠y : 
∀ y ≥ 0 0)( ≥yH , )(maxArg0

0
yH

y≥
∉ . 

Относительно функции затрат предположим, что она неотрица-
тельна, неубывающая и в нуле равна нулю: ∀ y ≥ 0 ,0)( ≥yc  

0)0( =c . Последние два предположения не очень существенны с 
формальной точки зрения, но ноль – хорошая точка отсчета. Содер-
жательная интерпретация: выбор агентом действия, равного нулю, 
то есть отказ от работы, соответствует нулевому объему работ. 
Логично взять и точку отсчета затрат, равной нулю. Проблемы 
идентификации задач стимулирования, например, в терминах пред-
ложения труда, подробно описаны в [1]. 

Сформулируем задачу управления: агент будет выбирать дейст-
вия из множества тех действий, которые обеспечивают максимум 
его целевой функции: )]()([maxArg))((

0
ycyP

y
−=⋅

≥
σσ . Это – игра 

2Г  с побочными платежами (см. раздел 1.3). Реакция агента на 
управление – это множество тех действий, на котором достигается 
максимум целевой функции как разности между вознаграждением и 
затратами. Центр может предсказать поведение агента, следователь-
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но, целевая функция центра зависит от действий и вознаграждения 
агента. Центр вычисляет минимум из всех действий агента по мно-
жеству всех действий, на которых максимальна целевая функция 
агента (это соответствует принципу максимального гарантированно-
го результата), и дальше центр хочет максимизировать эту величину 
выбором функции стимулирования, то есть выбором зависимости 
вознаграждения от действий агента: 

)())((
max)),((min

⋅⋅∈
→⋅

σσ
σ yФ

Py
. С 

формальной точки зрения даже при конкретном виде целевой функ-
ции задача получается сложная. Но можно сначала угадать решение, 
а потом доказать его оптимальность. 

Утверждение 3.1. Предположим, что использовалась некоторая 
система стимулирования σ(⋅), такая, что при ее использовании цен-
тром агент выбирал действие ))(( ⋅∈ σPx . Если взять другую систе-
му стимулирования )(~ ⋅σ , которая равна нулю всюду, кроме точки x, 
и равна старой системе стимулирования в точке x, то и при новой 
системе стимулирования это же действие агента будет доставлять 
максимум его целевой функции. 

То есть, если центр использует некоторую систему стимулиро-
вания, и агент выбирает действие x, то центр говорит: «я меняю 
систему стимулирования и буду платить по-другому: вознагражде-
ния не будет нигде, кроме точки x, а за эту точку я буду платить по-
старому» (см. Рис. 3.1), то агент по-прежнему будет выбирать старое 
действие: ))(~( ⋅∈ σPx , где 

 





≠
=

=
xy
xyx

yx
        ,0

  ),(
),(~ σ

σ . 
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   ),(~ yxσ   
                                     x                            y  

 
Рис. 3.1. Иллюстрация утверждения 3.1 

Приведем формальное доказательство утверждения 3.1. Усло-
вие того, что выбор действия x доставляет максимум целевой функ-
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ции агента при использовании системы стимулирования σ(⋅) можно 
записать в следующем виде: разность между стимулированием и 
затратами будет не меньше, чем при выборе любого другого дейст-
вия: )()()()( ycyxcx −≥− σσ  Ay ∈∀ . 

Теперь заменим систему стимулирования σ(⋅) системой стиму-
лирования )(~ ⋅σ , тогда получим следующее: в точке x система сти-
мулирования )(~ ⋅σ  по-прежнему равна системе стимулирования σ(⋅). 
В правой части т записана система стимулирования )(~ ⋅σ , которая 
равна нулю при y ≠ x: 

)(0)()( ycxcx −≥−σ  xy ≠∀ . 
Если выполнялась первая система неравенств, то выполняется и 

новая система неравенств, так как в ней ослабили правую часть –
если разность между доходом и затратами составляет положитель-
ное число, то тем более она будет больше, чем ноль минус затраты. 
Следовательно, ))(~( ⋅∈ σPx . Таким образом, утверждение 3.1 дока-
зано. • 

С помощью утверждения 3.1 исследуем следующую ситуацию. 
Пусть центр использует некую систему стимулирования со сложной 
зависимостью вознаграждения агента от его действий. Утверждение 
3.1 гласит, что центру достаточно воспользоваться классом систем 
стимулирования, в которых стимулирование отлично от нуля в 
одной точке. То есть центр может использовать систему стимулиро-
вания, которая называется квазикомпенсаторной и имеет следую-
щий вид: 





≠
=λ

=σ
xy
xy

yxK        ,0
       ,

),( . 

Итак, для любой сложной системы стимулирования найдется 
компенсаторная система стимулирования, которая приведет к тому 
же выбору агента (то есть ничего не изменится ни для центра, ни для 
агента). Но ситуация существенно упростится с точки зрения слож-
ности задачи стимулирования, и понимания агентом того, как и за 
что его стимулируют. Представьте, начальник говорит, что система 
стимулирования представляет собой «логарифм тангенса в квадра-
те», ни один подчиненный этого не поймет. Гораздо проще будет, 
если му скажут: «Давай подпишем контракт: тебе нужно выбрать 
такое действие, за него ты получишь вот столько, если выберешь 
другое, то ничего не получишь». Просто и понятно с точки зрения 
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практики, а что это значит с точки зрения математики? Мы свели 
задачу поиска функции, принадлежащей множеству всех положи-
тельнозначных дифференцируемых функций, к задаче поиска двух 
чисел: действия x и вознаграждения λ, которое надо платить за 
выбор именно этого действия. Два числа найти проще, чем функ-
цию! 

Гипотеза благожелательности. Рассмотрим целевую функцию 
центра. Стимулирование агента входит в нее со знаком «-», то есть 
вознаграждение агента центр старается минимизировать (желатель-
но чтобы подчиненный работал за минимально возможную оплату). 

С точки зрения агента – наоборот. При фиксированных затратах 
он хотел бы получить побольше. 

Но, несмотря на желание агента, имеется иерархия – решения 
первым принимает центр. Поэтому центр должен рассуждать так: 
сколько как минимум надо заплатить агенту за некое действие, 
чтобы он согласился его выполнить. Понятно, что центр должен 
«работать» на кривой затрат агента, то есть должен сказать агенту: 
«Ты выбираешь такое-то действие, я тебе за него компенсирую 
затраты. А за любое другое действие я тебе ничего не заплачу». 

Компенсаторная система стимулирования принимает следую-
щий вид: величина λ должна быть равна затратам агента, быть 
может, плюс еще что-то (δ ≥ 0). С точки зрения центра величину 
σ(x) = c(x) + δ надо сделать минимальной, то есть: 


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=
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yxK              ,0
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Целевая функция агента изображена на Рис. 3.2. К затратам, 
изображенным со знаком минус, добавляется следующая система 
стимулирования: в точке x центр выплачивает вознаграждение 

δ+)(xc , а во всех остальных точках стимулирование равно нулю. 
Вычитая из положительного стимулирования затраты, получа-

ем, что целевая функция агента имеет следующий вид – жирная 
линия на Рис. 3.2. Она всюду равна отрицательным затратам, кроме 
точки x. В точке x она равна величине δ. 

Определим значение δ ≥ 0. Оно должно быть минимальным с 
точки зрения центра. А дальше – ее значение зависит от того, как 
формулируется задача. 

Если предполагается, что агент благожелательно относится к 
центру и готов среди двух точек, имеющих одинаковую для него 
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предпочтительность, выбрать точку, наилучшую для центра, то 
достаточно положить константу δ равной нулю. Тогда, если δ = 0, то 
точка максимума лежит на горизонтальной оси, максимум полезно-
сти агента (разности между стимулированием и затратами), равный 
нулю, будет достигаться в двух точках: 0 (ничего не делать) и точно 
такую же нулевую полезность агент получит в точке x – действии, 
которого хочет от него добиться центр. Во всех остальных случаях 
его полезность отрицательная. Множество максимумов целевой 
функции агентов состоит из двух точек, и, если агент благожела-
тельно настроен к центру, то он выберет x (гипотеза благожела-
тельности). 

 
 

y 

-c(y) 

f(y) 

x 
0 
δ 

 
 

Рис. 3.2. Целевая функция агента 
 
Если же центр не хочет рассчитывать на благожелательность 

агента, а хочет гарантировать, чтобы агент выбрал какое-то дейст-
вие, отличное от нуля, ему достаточно положить δ, равной любому 
сколь угодно малому строго положительному числу, чтобы значение 
целевой функции агента в точке x было строго больше нуля. Други-
ми словами, δ характеризует «различие» между принципами песси-
мизма и оптимизма. Различие это невелико, так как константа δ 
может быть выбрано сколь угодно малой. 

Таким образом, мы сначала перешли от системы стимулирова-
ния общего вида к системе стимулирования, зависящей от двух 
скалярных параметров: точки плана – то, чего хочет центр добиться 
от агента, и вознаграждения агента λ. Потом нашли значение λ, 
равное затратам агента плюс δ. В этот параметр δ для любой задачи 
можно «зашить» любую «моральную» составляющую, то есть его 
можно интерпретировать, как мотивационную надбавку. С фор-
мальной точки зрения агент выбирает точку максимума своей целе-
вой функции, но если δ = 0, его полезность равна нулю независимо 
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от того, не работает ли он вообще или выполняет план, то есть 
понятно, что в этом с точки зрения практики есть что-то подозри-
тельное, так как, если не работает – получает ноль, и если работает – 
получает ноль. Тогда δ (мотивационная надбавка) показывает, 
сколько обещают человеку за то, что он работает, и работает именно 
в данной организации. Таким образом, все внемодельные мотиваци-
онные аспекты могут быть заложены в δ. Какая она должна быть – 
эта величина δ – это не математиков и экономистов, дело. Этими 
аспектами занимаются менеджмент и психология. 

Принцип компенсации затрат. Предположим, имеется функ-
ция затрат агента c(y) (см. Рис. 3.3), эта функция неотрицательна, в 
нуле равна нулю и не убывает. Неубывание означает, что чем боль-
ше агент работает, тем больше у него затраты. Предположим, что 
функция дохода центра H(y) достигает максимума при ненулевых 
действиях агента. Это – существенное условие, так как если макси-
мум дохода центра достигается при нулевых действиях агента, то 
нет и задачи стимулирования (побуждения к совершению опреде-
ленных действий): зачем стимулировать агента, если максимум 
выигрыша центра достигается, когда агент ничего не делает. 

 

A

0

c(y)

H(y)

y
x*

B

S  
Рис. 3.3. Область компромисса в задаче стимулирования 

 
Теперь рассмотрим эту ситуацию (см. Рис. 3.3) с точки зрения 

центра и агента. Ноль характеризуется тем, что, если агент ничего не 
делает, то его затраты равны нулю, и, если центр ему за это ничего 
не платит, то агент получает нулевую полезность. Таким образом, 
оценка снизу выигрыша агента – 0: ничего не делает, ничего не 
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получает. Значит, агент согласится что-то делать, если вознагражде-
ние, которое будет платить ему центр, будет не меньше, чем его 
затраты. Таким образом, имеется ограничение: вознаграждение 
должно быть не меньше затрат агента. Значит, агента устраивают 
все точки на Рис. 3.3, которые лежат выше функции затрат c(y). 

С точки зрения центра: центр может получить какую-то полез-
ность в случае нулевого действия агента, то есть если он ничего ему 
не платит. И он точно не заплатит агенту больше, чем доход, кото-
рый он получает от деятельности агента. То есть с точки зрения 
центра допустимыми являются комбинации действий и вознаграж-
дений, расположенные ниже функции дохода центра H(y) (см. Рис. 
3.3). 

Так как центр стремится минимизировать выплаты агенту при 
условии, что последний выбирает требуемое действие, оптимальная 
точка в рамках гипотезы благожелательности должна лежать на 
нижней границе области, заштрихованной на Рис. 3.3, то есть сти-
мулирование в точности должно равняться затратам агента. 
Этот важный вывод получил название «принцип компенсации за-
трат». В соответствии с этим принципом, для того чтобы побудить 
агента выбрать определенное действие, центру достаточно компен-
сировать затраты агента. 

Пересечение этих двух областей (выплат, бóльших затрат агента 
и меньших дохода центра) дает нам некоторую область. Формально 
множество реализуемых действий )}()(|{ ycyHAyS ≥∈=  – 
множество таких действий агента, что доход от его деятельности не 
превосходит его затраты. Совокупность множества действий S и 
вознаграждений за эти действия, устраивающих одновременно и 
центра и агента (то есть размер вознаграждения должен быть не 
меньше затрат агента и не больше дохода центра) называется обла-
стью компромисса. Она заштрихована на Рис. 3.3. 

Принцип декомпозиции и принцип агрегирования. Мы рас-
смотрели простейшую систему, состоящую из одного центра, из 
одного агента. Теперь усложним задачу. Рассмотрим систему, со-
стоящая из нескольких агентов, подчиненных одному центру. То 
есть, от структуры, приведенной на Рис. 1.12в, перейдем к простей-
шей веерной структуре – см. Рис. 3.4 (и Рис. 1.12г). 

Предположим, что затраты каждого агента зависят не только от 
его собственных действий, но и от действий других агентов. Соот-
ветственно вознаграждение будет зависеть от действий всех агентов. 
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Рис. 3.4. Веерная структура 
 

Есть параметр – план, и агенту платят в зависимости от вы-
бранного им действия. Понятно, что не следует ничего платить, если 
агент выбирает действие, не равное соответствующей компоненте 
плана. Сколько ему нужно платить, если он выбирает действие, 
совпадающее с планом? Ему нужно платить что-то «около» его 
затрат, но затраты каждого агента зависят от действий всех агентов. 
Следует помнить, что следует платить так, чтобы агент выполнял 
план. Оказывается, нужно компенсировать агенту его затраты в 
случае, если он сделал то, что нужно, независимо от действий, вы-
бранных другими агентами. В этом заключается принцип декомпози-
ции (см. раздел 3.3). 

Рассмотрим ситуацию, когда центр не может наблюдать дейст-
вие каждого агента в отдельности, а может наблюдать лишь некий 
агрегат – результат деятельности всего коллектива в целом. Какова 
должна быть система стимулирования в данном случае. Оказывает-
ся, что если центр может определить минимальные затраты, которые 
должны понести все агенты для достижения какого-либо общего 
результата, то эффективная система стимулирования будет иметь 
следующий вид – каждому агенту компенсируются его минималь-
ные затраты, при условии, что результат коллективной деятельности 
удовлетворяет требованиям центра. Более того, оказывается, что 
центр не несет никаких потерь, не наблюдая индивидуальные дейст-
вия каждого агента. То есть, для построения эффективной системы 
стимулирования не обязательно наблюдать индивидуальные дейст-
вия каждого из агентов, достаточно лишь знать результат их общей 
деятельности и уметь вычислять минимальные затраты агентов на 
его достижение. В этом заключается принцип агрегирования [4]. 
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3.2. Базовые механизмы стимулирования 
 

Перечислим базовые системы (механизмы) стимулирования в 
одноэлементных детерминированных, то есть функционирующих в 
условиях полной информированности обо всех существенных внеш-
них и внутренних параметрах, организационных системах (опти-
мальная базовая система стимулирования – компенсаторная (К-
типа) – см. выше). 

Скачкообразные системы стимулирования (С-типа) характери-
зуются тем, что агент получает постоянное вознаграждение (как 
правило, равное заранее установленному значению С) при условии, 
что выбранное им действие не меньше планового действия x, и 
нулевое вознаграждение при выборе меньших действий (Рис. 3.5): 

(3.1.) σС (x, y) = 




<
≥

xy
xyC

,0
,

. 

 
 

x 
y 

σС (x, y) 

C 

0 
 

Рис. 3.5. Скачкообразная система стимулирования 
 
Системы стимулирования С-типа содержательно могут интер-

претироваться как аккордные, соответствующие фиксированному 
вознаграждению С при заданном результате (например, объеме 
работ не ниже оговоренного заранее, времени и т.д.). Другая содер-
жательная интерпретация соответствует случаю, когда действием 
агента является количество отработанных часов, то есть вознаграж-
дение соответствует, например, фиксированному тарифному окладу. 

Пропорциональные (линейные) системы стимулирования (L-
типа). На практике широко распространены системы оплаты труда, 
основанные на использовании постоянных ставок оплаты: повре-
менная оплата подразумевает существование ставки оплаты едини-
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цы рабочего времени (как правило, часа или дня), сдельная оплата – 
существование ставки оплаты за единицу продукции и т.д. Объеди-
няет эти системы оплаты то, что вознаграждение агента прямо про-
порционально его действию (количеству отработанных часов, объе-
му выпущенной продукции и т.д.), а ставка оплаты λ ≥ 0 является 
коэффициентом пропорциональности (Рис. 3.6): 
(3.2) σL(y) = λ y. 

При использовании пропорциональных (линейных) систем сти-
мулирования и непрерывно дифференцируемой монотонной выпук-
лой функции затрат агента выбираемое им действие определяется 
следующим выражением: y* = 1−′с (λ), где 1−′с (⋅) – функция, обрат-
ная производной функции затрат агента. При этом затраты центра на 
стимулирование превышают минимально необходимые (равные 
компенсируемым затратам агента) на следующую величину: 
y*c'(y*

 ) – c (y*
 ). Например, если центр имеет функцию дохода 

H(y) = b y, b > 0, а функция затрат агента выпукла и равна: 
c(y) = a y2, a > 0, то при любом реализуемом действии агента центр 
при использовании пропорциональной системы стимулирования 
переплачивает ему ровно в два раза. 
 

 

0 
y 

σL(y) 

λ 

 
Рис. 3.6. Пропорциональная система стимулирования 

 
Таким образом, при выпуклых функциях затрат агента эффек-

тивность пропорциональных систем стимулирования не выше, чем 
компенсаторных. График целевой функции агента при использова-
нии центром пропорциональной системы стимулирования приведен 
на Рис. 3.7. 
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Рис. 3.7. Целевая функция агента при использовании 

центром системы стимулирования L-типа 
 

Неэффективность пропорциональных систем стимулирования 
вида σL(y) = λ y обусловлена требованием неотрицательности возна-
граждений. Если допустить, что вознаграждение может быть отри-
цательным (при этом «отрицательный» участок функции стимули-
рования может не использоваться – см. Рис. 3.8): σLK(y) = σ0 + λ y, 
где σ0 ≤ 0, то при выпуклых функциях затрат агента эффективность 
пропорциональной системы стимулирования σLK(⋅) может быть 
равна эффективности оптимальной (компенсаторной) системы 
стимулирования. 
 

 

–σ0 /λ 

y 

0 

σLK(y) 

 
Рис. 3.8. «Линейная» функция стимулирования 

 
Для обоснования этого утверждения достаточно воспользовать-

ся следующими соотношениями (см. Рис. 3.9): 
x*(λ) = c′ – 1(λ), σ0(λ) = c(c′ –1(λ)) – λ c′ –1(λ). 

Оптимальное значение λ* ставки оплаты при этом выбирается 
из условия максимума целевой функции центра: 

λ* = arg 
0

max
≥λ

 [H(x*(λ)) – σLK(x*(λ))]. 
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Рис. 3.9. Целевая функция агента при использовании 

центром системы стимулирования σLK(⋅) 
 
Системы стимулирования, основанные на перераспределении 

дохода (D-типа), используют следующую идею. Так как центр 
выражает интересы системы в целом, то можно условно идентифи-
цировать его доход и доход от деятельности всей организационной 
системы. Поэтому возможно основывать стимулирование агента на 
величине дохода центра – положить вознаграждение агента равным 
определенной (например, постоянной) доле γ ∈ [0; 1] дохода центра: 
(3.3) σD(y) = γ H(y). 

Отметим, что системы стимулирования C, L и D-типа являются 
параметрическими: для определения скачкообразной системы сти-
мулирования достаточно задать пару (x, C); для определения про-
порциональной системы стимулирования достаточно задать ставку 
оплаты λ; для определения системы стимулирования, основанной на 
перераспределении дохода, достаточно задать норматив γ. 

Перечисленные выше системы стимулирования являются про-
стейшими, представляя собой элементы «конструктора», используя 
которые можно построить другие более сложные системы стимули-
рования – производные от базовых. Для возможности такого «конст-
руирования» необходимо определить операции над базовыми систе-
мами стимулирования. Для одноэлементных детерминированных 
ОС достаточно ограничиться операциями следующих трех типов [3]. 

Первый тип операции – переход к соответствующей «квази»-
системе стимулирования – вознаграждение считается равным нулю 
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всюду, за исключением действия, совпадающего с планом. В детер-
минированных организационных системах «обнуление» стимулиро-
вания во всех точках, кроме плана, в рамках гипотезы благожела-
тельности практически не изменяет свойств системы 
стимулирования, поэтому в ходе дальнейшего изложения мы не 
будем акцентировать внимание на различии некоторой системы 
стимулирования и системы стимулирования, получающейся из 
исходной применением операции первого типа. 

Второй тип операции – разбиение множества возможных дей-
ствий на несколько подмножеств и использование различных базо-
вых систем стимулирования на различных подмножествах. Полу-
чающиеся в результате применения операции второго типа системы 
стимулирования называют составными. Примером составной сис-
темы стимулирования является система LL-типа, в которой при 
действиях агента, меньших некоторого норматива, используется 
одна ставка оплаты, а результаты, превосходящие норматив, опла-
чиваются по более высокой ставке. 

Третий тип операции – алгебраическое суммирование двух 
систем стимулирования (что допустимо, так как стимулирование 
входит в целевые функции участников системы аддитивно). Резуль-
тат применения операции третьего типа называют суммарной сис-
темой стимулирования. 

Например, на Рис. 3.10 приведен эскиз системы стимулирова-
ния C+L-типа (сдельно-премиальная система оплаты труда [3]), 
получающейся суммированием скачкообразной и пропорциональ-
ной систем стимулирования. 
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Рис. 3.10. Система стимулирования C+L-типа (суммарная) 
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Таким образом, базовыми системами стимулирования называ-
ют системы C-типа, K-типа, L-типа и D-типа, а также все производ-
ные от них (то есть получающиеся в результате применения опера-
ций перечисленных выше трех типов) системы стимулирования. 

В [3] показано, что введенные базовые системы стимулирования 
достаточно полно охватывают все используемые на практике формы 
индивидуальной заработной платы. 

Механизмы стимулирования в одноэлементной системе. 
Рассмотрим целевую функцию центра. Она представляет собой при 
использовании компенсаторной системы стимулирования с 
λ = c(x) + δ доход центра минус стимулирование агента: 

})()({ δ−− xcxH . Если вознаграждение агента равно затратам, то 
выигрыш центра в зависимости от того, какое действие он побужда-
ет выбирать агента, представляет собой разность между доходом 
центра и затратами. Следовательно, нужно выбрать *x , который 
будет доставлять максимум по x ∈ S разности )}()({ xcxH − . 

Таким образом, сначала имелась сложная система стимулирова-
ния – ее упростили до системы с двумя параметрами. Первый пара-
метр рассчитали. Осталось найти второй параметр – план x*. Он 
должен быть такой, чтобы максимизировать разность между дохо-
дом центра и системой стимулирования, равной в точности затратам 
агента. В результате оптимальным решением задачи стимулирова-
ния будет компенсаторная система стимулирования такого вида, в 
которой размер вознаграждения равен затратам агента, а оптималь-
ный план равен плану, максимизирующему разность между доходом 
центра и затратами агента. Окончательно оптимальное решение 
будет выглядеть следующим образом: 

)}()({maxArg* xcxHx
Sx

−∈
∈

. 

Рассмотрим данное решение задачи поиска оптимального плана 
x*. Это выражение означает, что разность между доходом центра и 
затратами агента – «толщина» области компромисса (см. Рис. 3.3) – 
максимальна. При дифференцировании в точке x* угол наклона 
касательной к функции дохода центра будет равен углу наклона 
касательной к функции затрат агента. В экономике это интерпрети-
руется как точка оптимума, в которой предельная производитель-
ность равна предельным затратам. 

Значит, точка *x  является оптимальной с точки зрения центра и 
реализуется исход, определяемый точкой В на Рис. 3.3. Возможна 
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другая ситуация. Рассмотрим модель, в которой первое предложение 
делает агент. Он предлагает центру: «я буду делать столько-то, а ты 
мне будешь платить столько-то». Если центр это устраивает, он 
соглашается. 

Вопрос: что должен предложить агент? Агент должен предло-
жить центру то же самое действие x*, а плату запросить соответст-
вующую точке А на Рис. 3.3. В этой ситуации всю «прибыль» 
[H(x*) – c(x*)] будет забирать агент. 

Другими словами, в данной игре выигрывает тот, кто делает ход 
первым. Если начальник, то он «сажает на ноль» подчиненного, если 
подчиненный, то он «сажает на ноль» начальника. В рамках фор-
мальной модели и тот, и другой на это согласятся. 

Рассмотрим следующую ситуацию. Пусть заданы целевые 
функции центра и агента, в которых фигурируют доход центра и 
затраты агента. Переменная – функция стимулирования – является 
внутренней характеристикой системы, отражающей взаимодействие 
между центром и агентом: сколько центр отдал, столько агент и 
получил. Если просуммировать целевые функции центра и агента, то 
сократятся значения функции стимулирования, и останется разность 
доходов и затрат. Значит действие x*, которое является решением 
задачи стимулирования, максимизирует сумму целевых функций, то 
есть, действие агента, которое реализует центр, оптимально по 
Парето. 

Можно ставить задачи определения конкретной точки внутри 
отрезка АБ на Рис. 3.3. Мы рассмотрели две крайности: 

1) всю прибыль себе забирает центр; 
2) всю прибыль забирает агент. 
Возможно определение компромисса между ними, то есть центр 

и агент могут договориться делить эту прибыль, например, пополам. 
Тогда агент, кроме компенсации затрат, получает половину этой 
прибыли. Или другой принцип: фиксированный норматив рента-
бельности, то есть пусть стимулирование агента составляет не толь-
ко затраты, а затраты, умноженные на единицу плюс норматив 
рентабельности. Аналогично анализируется большое количество 
модификаций задачи стимулирования. 

Решение задачи найдено – компенсаторная система стимулиро-
вания с планом x*. Единственно ли оно? Рассуждение очень простое: 
пусть есть функция затрат агента, и есть план *x . Оптимальная 
система стимулирования – квазикомпенсаторная – побуждает агента 



 84 

выбирать *x , и центр несет затраты на стимулирование в точности 
равные затратам агента. 

Возьмем другие системы стимулирования, которые побуждают 
агента выбирать то же действие, а центр платить столько же. Для 
того чтобы такая система стимулирования существовала необходи-
мо, чтобы функция стимулирования проходила через точку 
(x*, c(x*)). 

Утверждение 3.2. Для того чтобы агент выбирал действие x*, 
достаточно, чтобы функция стимулирования проходила через точку 
(x*, c(x*)), а во всех остальных точках была не больше, чем затраты 
агента. 

Докажите это утверждение самостоятельно. 
Если взять любую систему стимулирования из изображенных на 

Рис. 3.11, то она тоже будет побуждать агента выбирать это дейст-
вие, и центр будет платить столько же. 

 
 

*
3σ

0 

c(y) + δ 

*
1σ  

x* 

*
2σ

y 

δ 

 
Рис. 3.11. Оптимальные системы стимулирования 

 
Можно взять скачкообразную систему стимулирования – при 

действиях, меньших плана, вознаграждение равно нулю, выполнил 
план – получил вознаграждение не меньшее затрат (аккордная оп-
лата). Можно выбрать монотонную систему стимулирования, кото-
рая проходит через точку (x*, c(x*)), и всюду лежит ниже затрат. То 
есть любая кривая, проходящая через точку (x*, c(x*)) и лежащая 
ниже функции затрат, будет решением задачи стимулирования. 

В Табл. 3.1 приведены оценки сравнительной эффективности 
различных базовых систем стимулирования.  
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Табл. 3.1. Оценки сравнительной эффективности 

базовых систем стимулирования 
 K C L LK D L+C LL 
K = = ≥ = ≥ = = 
C = = ≥ = ≥ = = 
L ≤ ≤ = ≤ ? ≤ ≤ 
LK = = ≥ = ≥ = = 
D ≤ ≤ ? ≤ = ≤ ≤ 
L+C = = ≥ = ≥ = = 
LL = = ≥ = ≥ = = 

 
В данной таблице сравнительная эффективность семи базовых 

систем стимулирования (в предположении выпуклости и монотон-
ности функции затрат агента), отражена следующим образом: если в 
ячейке стоит символ «≥», то эффективность системы стимулирова-
ния, соответствующей строке, не ниже эффективности системы 
стимулирования, соответствующей столбцу (аналогичный смысл 
имеют и другие неравенства; символ «?» означает, что сравнитель-
ная эффективность систем стимулирования L-типа и D-типа в каж-
дом конкретном случае зависит от функции затрат агента и функции 
дохода центра). 

Параметрическое представление целевых функций. До сих 
пор мы рассматривали задачи, в которых ограничения на класс 
целевых функций агентов (точнее – на функции стимулирования) 
отсутствовали. На практике нередко класс целевых функций агентов 
задан в параметрическом виде f(x, y), где x ∈ X, X – множество зна-
чений параметра x. Представим f(x, y) в виде  

f(x, y) = h(y) – χ(x, y) 
где h(y) = f(y, y), χ(x, y) = h(y) – f(x, y). 

Параметр x естественно интерпретировать как плановое задание 
для агента (желательное для центра состояние агента), а χ(x, y) – как 
штраф при отклонении состояния от плана (χ(x, y) ≥ 0, (χ(x, x) = 0). В 
этом случае задача стимулирования фактически становится задачей 
планирования в условиях полной информированности. Задача опти-
мального планирования становится игрой Г1 (см. главу 1). Опреде-
ление решения этой игры называется принципом оптимального 
планирования с прогнозом состояния. Множество 
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S0 = )}(),(max|{ xhyxfx
y

=  

называется множеством согласованных планов, а определение оп-
тимального плана на множестве согласованных планов называется 
принципом оптимального согласованного планирования. 

Возникает вопрос, в каких случаях принцип оптимального пла-
нирования с прогнозом состояний эквивалентен принципу опти-
мального согласованного планирования (в каких случаях оптималь-
ный план будет выполнен). Наиболее известным и изящным 
достаточным условием согласованности является так называемое 
«неравенство треугольника» для функции штрафов [2]: 

∀ x, y, z  χ(x, y) ≤ χ(x, z) + χ(z, y). 
 

3.3. Механизмы стимулирования 
в многоэлементных системах 

 
В разделах 3.1 и 3.2 мы рассмотрели организационную систему, 

состоящую из одного центра и одного агента, и решили для этой 
простейшей модели задачу стимулирования, в которой целевая 
функция центра представляла собой разность между доходом и 
затратами на стимулирование, выплачиваемыми агенту. Мы доказа-
ли, что оптимальной является компенсаторная система стимулиро-
вания, которая имеет следующий вид: агент получает вознагражде-
ние, равное затратам, в случае выполнения плана и вознаграждение, 
равное нулю, во всех остальных случаях. Оптимальный план опре-
делялся как план, максимизирующий разность между доходом 
центра и затратами агента. 

Давайте эту же задачу стимулирования с той же содержатель-
ной интерпретацией попробуем «продолжить» дальше и решить ее 
для более сложных случаев. Например, для системы, состоящей из 
нескольких агентов, подчиненных одному центру (Рис. 3.4). 

Как отмечалось в первой главе, любая организационная система 
(точнее ее модель) описывается следующими параметрами: состав, 
структура, целевые функции, допустимые множества и информиро-
ванность. Состав рассматриваемой системы понятен: центр и n 
агентов; структура представлена на Рис. 3.4 – все агенты на нижнем 
уровне, центр на верхнем уровне, всего уровней иерархии два. Целе-
вые функции и допустимые множества: 

{ }nNiyAy iiii K,2,1),(, =∈∈ σ . 
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Будем считать, что i-ый агент выбирает действие iy  из множе-
ства Ai, центр выбирает стимулирование i-го агента σi(yi), которое 
зависит от действия, которое выбирает i-й агент, где i принадлежит 
множеству агентов N. 

Целевая функция центра представляет собой разность между 
доходом H(y), который он получает от деятельности агентов, где 
y = (y1, y2, …, yn) ∈ A’ = ∏

∈Ni
iA  – вектор действий всех агентов, и 

суммарным стимулированием, выплачиваемым агентам, то есть 
суммой по всем агентам тех вознаграждений, которые он им выпла-
чивает: ∑

∈

−=⋅
Ni

ii yyHyФ )()()),(( σσ . 

Мы обобщили предыдущую более простую модель: целевая 
функция агента имеет тот же вид, только появляется индекс i. И 
таких целевых функций n штук, то есть i-ый агент получает стиму-
лирование за свои действия от центра и несет затраты, зависящие 
только от его собственных действий: 

Niyсyyf iiiiii ∈−=⋅ ),()()),(( σσ . 
Сравним целевую функцию в предыдущей модели и целевую 

функцию, которая записана для веерной структуры с несколькими 
агентами. Стимулирование i-го агента зависит только от его собст-
венных действий, затраты тоже зависят только от его собственных 
действий и целевая функция i-го агента зависит только от его сти-
мулирования и от его собственных действий, то есть агенты между 
собой, фактически, не связанны. Итак, полноценной игры между 
агентами нет, потому что тот выигрыш, который получает любой 
агент, зависит только от того, что делает он сам и не зависит от того, 
что делают остальные. 

Эта сложная система может быть разбита на n подсистем, каж-
дая из которых имеет вид, приведенный на Рис. 1.11, и рассматри-
вать их можно, в принципе, независимо. Применим для каждой из 
них по отдельности результат утверждений 3.1 и 3.2. 

Из результатов анализа одноэлементной модели известно, что 
каждого из агентов можно стимулировать независимо, и каждому из 
них достаточно компенсировать затраты. Поэтому задачу можно 
решить так: известно, что доход центра будет H(y), и заплатить он 
должен i-му агенту за выбор действия yi ровно ci(yi). Подставляем 
оптимальную систему стимулирования в целевую функцию центра, 
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получаем разность H(y) – ∑
∈Ni

ii yc )( . Ищем оптимальный план, кото-

рый будет максимизировать целевую функцию центра на множестве 
допустимых векторов действия агентов: 

H(y) – ∑
∈Ni

ii yc )(  → 
'

max
Ay∈

. 

Это – оптимизационная задача, и проблем с формальным решением 
этой задачи обычно не возникает. 

Давайте посмотрим еще раз на полученный результат. Каким 
образом будет принимать решение отдельный агент? Его целевая 
функция зависит только от его собственного действия, и при извест-
ной системе стимулирования, сообщенной ему центром, он будет 
решать задачу выбора своего собственного действия, которое будет 
максимизировать его целевую функцию – разность между вознагра-
ждением и затратами. Т.к. его целевая функция зависит только от 
его собственного действия, то выбираемое им действие не будет 
зависеть от того, что делают остальные агенты. В этом смысле 
агенты независимы, то есть у каждого есть доминантная стратегия. 
Получилось, что число агентов возросло, а никакого качественно 
нового эффекта не появилось – можно рассматривать взаимодейст-
вие между центром и агентами независимо. Поэтому продолжим 
усложнение модели. 

Первым шагом усложнения будет введение ограничения на 
фонд заработной платы, потому что иначе агенты ничем не объеди-
нены. Такие организационные системы называются системами со 
слабо связанными агентами. Поэтому добавим ограничение фонда 
заработной платы R: ∑

∈

≤
Ni

ii Ry )(σ . То есть наложим на стимулиро-

вание ограничение, что сумма вознаграждений, которые выплачи-
ваются агентам, должна быть не больше, чем некоторая известная 
величина, которую содержательно можно интерпретировать как 
фонд заработной платы. 

Посмотрим, что при этом изменится. Поведение агентов не из-
менится, потому что целевая функция каждого агента зависит толь-
ко от его собственных действий. Изменится задача, которую должен 
решать центр. Центр знает, что при использовании оптимальной 
системы стимулирования он должен компенсировать затраты каж-
дому агенту, но теперь у него есть дополнительное ограничение, и 
он должен проводить максимизацию не по всем векторам действий 
агентов, а только по тем из них, которые будут удовлетворять бюд-
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жетному ограничению. Задача меняется – нужно проводить макси-
мизацию по множеству A' в пересечении с множеством таких векто-
ров действий y, что сумма ∑

∈Ni
ii yc )(  ≤ R, то есть, выполнено бюд-

жетное ограничение. 
С точки зрения центра по прежнему оптимально каждому из 

агентов компенсировать затраты на выполнение плана, то есть 
структура системы стимулирования сохраняется. Целевая функция 
агентов, по-прежнему, зависит только от системы стимулирования, 
которую задал центр, и от действия данного агента. И агента не 
волнует наличие бюджетного ограничения, он производит свой 
выбор при сообщенной ему системе стимулирования. Получили 
задачу условной оптимизации: 

H(y) – ∑
∈Ni

ii yc )(  → 
∑
∈

≤∈
Ni

ii RycAy })(|'{
max . 

Все, задача стимулирования решена – она сведена к задаче условной 
оптимизации. Рассмотрим пример. 

Пример 3.1. Пусть имеются два агента (n = 2), функция дохода 
центра представляет собой сумму действия агентов: 21)( yyyH += . 
Функция затрат i-го агента является квадратичной: 

2,1,
2

)(
2

== i
r

yyc
i

i
ii , 

где константа ri > 0 может интерпретироваться как эффективность 
деятельности агента, его квалификация – чем больше квалификация, 
тем меньше затраты. 

Целевая функция центра при использовании компенсаторной 
системы стимулирования – это сумма действий агентов минус сумма 
их затрат. Ее можно максимизировать по y1 ≥ 0 и y2 ≥ 0 при ограни-
чении, что сумма компенсируемых затрат не больше, чем фонд 
заработной платы: 


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Задача стимулирования сводится к определению двух парамет-
ров: 1y  и 2y . Найдем эти параметры: 



 90 

.
2

)(
2

)(
,,

2

2max
2

1

2max
1

2
max
21

max
1

R
r

y
r

y
ryry

≤+

==
 

Это безусловный максимум целевой функции: если продиффе-
ренцировать по 1y , то получим 1 – 1y / 1r . Затраты первого агента 

равны r1 / 2. Значит, если Rrr
≤

+
2

21 , то оптимальное решение – 

x1 = r1, x2 = r2. Если Rrr
>

+
2

21 , то бюджетное ограничение стано-

вится существенным и тогда можно пользоваться методом множи-
телей Лагранжа. 

Запишем лагранжиан: 

R
r

y
r

y
yy µ−








+µ+−+

2

2
2

1

2
1

21 22
)1()( . 

Дифференцируя его по 1y , получаем: 
1

1)1(1
r
y

µ+− . Приравни-

вая нулю, находим оптимальное действие в зависимости от множи-
теля Лагранжа. Следовательно, 11 )1( ry µ+= . Аналогично 

22 )1( ry µ+= . Подставляем в бюджетное ограничение, которое 

выполняется как равенство: R
r

r
r

r
=

µ+
+

µ+

2

2
2

2

1

2
1

2

2
)1(

2
)1(

. Откуда 

21

2)1(
rr

R
+

=µ+ . Следовательно, оптимальное решение будет 

иметь следующий вид 
21

2
rr

Rrx ii +
= , i = 1, 2. 

Итак, если фонд заработной платы меньше чем полусумма кон-
стант r1 и r2, то оптимально назначать планы x1 = r1, x2 = r2; если 
фонд заработной платы больше полусуммы r1 и r2, то оптимальны 

планы 
21

2
rr

Rrx ii +
= , i = 1, 2. Обратите внимание, что решение 
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получилось непрерывным, т.е. при R, равном полусумме r1 и r2, 
решения «состыковываются». • 

Отметим, что, рассматривая задачу стимулирования слабо свя-
занных агентов, на самом деле 99 % процентов времени мы потра-
тили на решение задачи согласованного планирования, то есть на 
решение соответствующей задачи условной оптимизации, которая к 
управлению «никакого отношения не имеет», потому что мы вос-
пользовались готовым результатом, что в оптимальной компенса-
торной функции стимулирования вознаграждение в точности равно 
затратам, и при ней агенты будут выполнять план. 

Будем усложнять задачу дальше. Логика была такая: от одно-
элементной системы перейти к такой, где все агенты были незави-
симы и ограничений не было, затем добавить ограничение на фонд 
заработной платы. Предположим теперь, что агенты сильно связаны, 
и эту связь будем отражать следующим образом: предположим, что 
затраты каждого агента зависят не только от его собственных дейст-
вий, но и от действий других агентов. Соответственно вознагражде-
ние каждого агента будет зависеть от действий всех агентов. 

Целевая функция центра: 
,)()()),(( ∑

∈

σ−=⋅σ
Ni

i yyHyФ  

где )...,,( 1 nyyy = , целевые функции агентов: 
Niyсyyf iii ∈−σ=⋅σ ),()()),(( . 

Мы предположили, что на нижнем уровне агенты взаимодейст-
вуют таким образом, что затраты каждого зависят от вектора дейст-
вий всех, и вознаграждение каждого, в общем случае, зависит от 
вектора действий всех. Это сильно осложняет дело, так как непо-
средственно воспользоваться результатом анализа одноэлементной 
модели уже невозможно. 

Давайте формулировать задачу управления. Как агенты будут 
принимать решения? Первый ход делает центр: сообщает им систе-
му стимулирования, то есть каждому агенту говорит зависимость 
вознаграждения от вектора действий всех агентов. Агенты это узна-
ли, дальше они должны выбирать действия. Если выигрыш каждого 
зависит от действий всех, значит, имеет место игра. Исходом игры 
является ее равновесие, например, равновесие Нэша. Обозначим 
вектор-функцию стимулирования ))(...,),(()( 1 ⋅σ⋅σ=⋅σ n , и запишем 
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равновесие игры агентов в зависимости от системы стимулирования, 
которую использует центр: 
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Теперь сформулируем задачу управления: 

)())((
max])()([min

⋅
∈

⋅∈
→− ∑

σσ
σ

Ni
iEy

yyH
N

. 

Целевая функция центра зависит от функции стимулирования и 
от действий агентов. Агенты при фиксированной функции стимули-
рования выберут действия, являющиеся равновесием Нэша их игры. 
Возьмем гарантированный результат целевой функции центра по 
множеству равновесий Нэша игры агентов при заданной системе 
стимулирования. Эта конструкция будет уже зависеть только от 
функции стимулирования. Дальше нужно ее максимизировать выбо-
ром вектор-функции стимулирования, то есть центр должен найти 
такой набор стимулирований агентов, который бы максимизировал 
гарантированное значение его целевой функции на множестве рав-
новесий Нэша игры агентов. 

Вид этой задачи почти такой же, как и одноэлементной, только 
раньше (в одноэлементной системе) не было суммы и было множе-
ство максимумов целевой функции единственного агента. В много-
элементной системе вместо множества максимумов целевой функ-
ции агента появляется множество равновесий Нэша, и появляется 
сумма стимулирований агентов. Задача сложнá, так как мы сначала 
должны взять минимум некоторого функционала по множеству, 
которое зависит от вектор-функции, которая входит в этот функцио-
нал, а потом минимизировать выбором вектор-функции. 

Если посмотреть на определение множества равновесий Нэша, 
то увидим, что это множество зависит от вектор-функции и опреде-
ляется бесконечной системой неравенств. При решении сложных 
задач важно угадать решение. Решение этой задачи угадывалось 
достаточно долго – около 15 лет (сформулировали ее в 1984 году, а 
решение нашли в 1998). Идея на самом деле очень простая: если в 
одноэлементной задаче есть компенсаторная система стимулирова-
ния – простая и понятная, то какую надо придумать компенсатор-
ную систему стимулирования для решения многоэлементной зада-
чи? 

Затраты агента зависят от того, что делает он сам, и от действий 
всех остальных агентов. Центр говорит: «выполняй план, обещаю 
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компенсировать фактические затраты по выполнению плана, незави-
симо от того, что сделают остальные агенты» (принцип декомпози-
ции – см. выше): 





≠
=

= −

.,0
;),,(

),(
ii

iiiii
i xy

xyyxc
yxσ , i ∈ N. 

Убедимся, что при такой системе стимулирования выполнение 
плана является равновесием Нэша. Для этого надо подставить эту 
систему стимулирования в определение равновесия Нэша и дока-
зать, что вектор x является равновесием Нэша. При выполнении 
плана i-ый агент получает компенсацию затрат, и несет такие же 
затраты. В случае невыполнения плана он получает нулевое возна-
граждение и несет какие-то затраты: 

),(0),(),( iiiiiiiii xycxxcxxc −−− −≥− , yi ≠ xi. 
Получили выражение «минус затраты меньше нуля». Это нера-

венство будет выполняться при любых обстановках, то есть каждо-
му агенту выгодно выполнять план, независимо от того, что делают 
другие. Вспомним, что доминантная стратегия агента – это такое его 
действие, которое доставляет максимум целевой функции, незави-
симо от действий остальных агентов. В данном случае выполнение 
плана будет максимизировать целевую функцию агента независимо 
от действий остальных, то есть выполнение плана будет равновеси-
ем в доминантных стратегиях. 

Итак, мы доказали, что предложенная компенсаторная система 
стимулирования реализует заданный вектор планов как равновесие в 
доминантных стратегиях игры агентов. Можно ли заставить агентов 
выбрать какой-либо вектор действий как равновесие их игры, и 
заплатить им в сумме меньше, чем сумма их затрат (целевая функ-
ция центра зависит от суммы стимулирований с минусом, хотелось 
бы эту сумму минимизировать). Штрафы центр не может наклады-
вать, так как стимулирование неотрицательное (может наказать, 
только ничего не платя). Можно ли неотрицательным стимулирова-
нием побудить агентов выбрать какой-то вектор действий, и запла-
тить им сумму меньше, чем сумма их затрат. Утверждается, что нет! 

Введем предположение, что затраты агента в случае выбора им 
нулевого действия равны ноль, независимо от того, что делают 
остальные: 0),0(, =∈∀ −iiii ycAy , i ∈ N. 

Целевая функция каждого агента – вознаграждение минус за-
траты. Фиксируем некоторый вектор действий, который центр хочет 
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от агентов добиться. Если сумма стимулирований по реализации 
этого вектора меньше чем сумма затрат агентов, то это значит, что 
найдется хотя бы один агент, у которого вознаграждение будет 
меньше затрат, что противоречит предположению о неотрицатель-
ности затрат и возможности каждого агента обеспечить себе нуле-
вые затраты выбором нулевого действия. 

Значит, помимо того, что компенсаторная система стимулиро-
вания реализует вектор планов как равновесие в доминантных стра-
тегиях игры агентов, при этом центр платит минимально возможную 
величину. Значит, эта система стимулирования оптимальна. Оста-
лось найти, каким должен быть вектор планов. Также как и в одно-
элементной модели, нужно в целевую функцию центра подставить 
вместо стимулирования затраты агентов и минимизировать полу-
ченное выражение выбором плана: 

AyNi
i ycyH
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
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То есть, нужно найти такое допустимое действие, которое максими-
зировало бы прибыль центра, и назначить это действие в качестве 
плана, подставив ее в систему стимулирования. Задача решена! 

Обратите внимание, что здесь, как и в одноэлементной модели, 
как и в системе со слабо связанными агентами, имея результат об 
оптимальности компенсаторных систем стимулирования, дальше 
решаем только задачу планирования. В данном случае доказательст-
во оптимальности декомпозирующей системы стимулирования было 
сложнее, чем в одноэлементной системе, потому что имеет место 
игра агентов. Но мы угадали решение, и эту игру как бы «декомпо-
зировали на части», то есть за счет управления центр декомпозиро-
вал взаимодействие агентов. Использование таких управлений, 
которые декомпозируют взаимодействие агентов, превращают их 
игру в игру, в которой существует равновесие в доминантных стра-
тегиях, называется принцип декомпозиции игры агентов. 

 
3.4. Распределенный контроль 

 
Усложним задачу дальше. Решим задачу управления для струк-

туры, приведенной на Рис. 3.12. Такие структуры называются сис-
темами с распределенным контролем. Это – перевернутая веерная 
структура, в которой один агент подчинен нескольким начальникам. 
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А 

Цк Ц1 … 

 
Рис. 3.12. Система с распределенным контролем 

 
Ситуация достаточно распространена, в частности, в проектном 

управлении: агент, который работает по какому-то проекту, подчи-
нен руководителю проекта; в то же время, он работает в подразделе-
нии и подчинен соответствующему функциональному руководите-
лю. Или преподаватель работает на кафедре, а его приглашают 
читать лекции на другую кафедру или факультет. 

Система с распределенным контролем характеризуется тем, что, 
если в веерной структуре имела место игра агентов, то в этой струк-
туре имеет место игра центров. Если добавить сюда еще нескольких 
агентов, каждый из которых подчинен разным центрам, то получит-
ся игра и тех, и других на каждом уровне (см. Рис. 1.12д). Опишем 
модель, которая сложнее рассмотренной выше многоэлементной 
системы, так как, если игра агентов заключается в выборе действий, 
а действием был скаляр, то игра центров заключается в выборе 
функций стимулирования агента, зависящих от его действий, то есть 
в игре центров стратегией каждой из них является выбор функции. 
Целевые функции центров имеет следующий вид: 

{ };...,,2,1),()()),(( kKiyyHyФ iiii =∈σ−=⋅σ  
и представляют собой разность между доходом и стимулированием, 
выплачиваемым агенту, где K – множество центров 

Целевая функция агента: )()()),(( yсyyf
Ki

ii −σ=⋅σ ∑
∈

, то есть он 

получает стимулирования от центров, которые суммируются, и 
несет затраты. 

Предположим, что действия агента принадлежат множеству, ко-
торое будет уже не отрезком действительной оси (часы, шт. и т.д.), а 
может быть многомерным множеством (отражать разные виды 
деятельности), тогда функция затрат будет отображать множество 
действий во множество действительных чисел. 
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Определим множество выбора агента – множество максимумов 
его целевой функции в зависимости от стимулирования со стороны 

центров: .)()(maxArg))(( 







−=⋅ ∑
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yсyP
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iAy
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Поведение агента понятно: в зависимости от вектора стимули-
рований агент будет выбирать действие, которое будет максимизи-
ровать его целевую функцию, представляющую собой разность 
между его суммарным вознаграждением и затратами. 

Тогда центры должны решить, какое стимулирование назначать 
агенту. Причем, каждый должен решить сам, как ему управлять 
подчиненным, что ему обещать. Центры оказываются «завязанны-
ми» на одного подчиненного, и что он будет делать, зависит от того, 
что ему предложит каждый из центров. 

Каждый из центров не может рассуждать по отдельности, то 
есть, если он попросит от агента что-то сделать, то тот не обязатель-
но это сделает, так как другой центр может попросить от него друго-
го и пообещает заплатить больше. Таким образом, центры вовлече-
ны в игру и должны прийти к равновесию, подбирая 
соответствующие функции стимулирования и прогнозируя, какие 
действия в ответ на вектор стимулирований будет выбирать агент. 

Задача достаточно громоздка, поэтому приведем несколько из-
вестных результатов, которые позволяют ее упростить. 

Первый результат говорит следующее: если рассматривается 
игра центров, то в теории игр принято использовать два подхода: 
равновесие Нэша и эффективность по Парето. В системе с распреде-
ленным контролем множество равновесий Нэша пересекается с 
множеством Парето, то есть можно из множества равновесий Нэша 
выбрать такое, которое является эффективным по Парето. Есть 
теорема [5], которая гласит, что существует класс простых функций 
стимулирования, которые гарантируют Парето-эффективность 
равновесия Нэша игры центров. Эти функции стимулирования 

имеют компенсаторный вид: Ki
xy
xy

yx i
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Содержательно эта система стимулирования значит, что суще-
ствует некоторое действие агента (план x), относительно которого 
центры договорились выплачивать агенту стимулирование в случае, 
если он выберет это действие. При этом i-ый центр платит λi за 
выполнение плана. В случае, если агент выполняет другое действие, 
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то он не получает вознаграждения вовсе. Таким образом, этот ре-
зультат позволяет нам перейти от игры центров, в которой стратеги-
ей каждого является выбор функции, к игре, в которой стратегией 
является выбор одного действия агента и размера вознаграждения. 
Причем, относительно вектора вознаграждений можно сказать 
следующее: посмотрим на целевую функцию агента: он получает 
сумму вознаграждений и несет какие-то затраты. Если затраты в 
нуле равны нулю, то с точки зрения агента сумма стимулирований 
должна быть не меньше, чем затраты: )(xc

Ki
i ≥∑

∈

λ . 

С другой стороны, Парето-эффективными с точки зрения цен-
тров являются такие размеры вознаграждений, которые нельзя 
уменьшить, не изменив действия агента. Значит, сумма вознаграж-
дений должна быть в точности равна затратам агента. 

Пользуясь этим результатом, охарактеризуем равновесие игры 
центров, то есть найдем такие условия, при которых они договорят-
ся, чего хотят добиться от агента. Для этого рассчитаем следующие 
величины: [ ])()(max ycyHW iAyi −=

∈
, i ∈ K. 

Если i-ый центр сам взаимодействует (работает в одиночку) с 
агентом, то он будет использовать компенсаторную систему стиму-
лирования, и прибыль, которую он получит, будет равна величине 
Wi (это следует из решения одноэлементной задачи – см. выше). 

Запишем условия того, что каждому центру будет выгодно 
взаимодействовать с другими центрами (совместно управлять аген-
том), по сравнению с индивидуалистическим поведением, когда он 
говорит: пусть подчиненный работает только на меня. Запишем это 
условие следующим образом: KiWxH iii ∈≥− ,)( λ . В случае если 
центры взаимодействуют друг с другом, i-ый центр получает доход 
Hi(x) от выбора агентом действия x и платит агенту λi. При этом 
значение его целевой функции должно быть не меньше, чем если бы 
он взаимодействовал с агентом в одиночку, что дало бы ему полез-
ность Wi. Кроме того, должно быть выполнено условие равенства 
суммы вознаграждений агента его затратам. Обозначим: 
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 – множество 

действий агента и векторов выплат его деятельности со стороны 
центров, таких, что сумма этих выплат в точности равна затратам 
агента по реализации этого действия, и каждый из центров получает 
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выигрыш, не меньший, чем если бы он действовал в одиночку. Эта 
область представляет собой подмножество декартова произведения 
множества A на k-мерный положительный ортант. 

Множество Λ есть множество компромисса для системы с рас-
пределенным контролем. Она содержательно похожа на область 
компромисса в игре одного центра и одного агента. 

Утверждение 3.3. 
1) Если область компромисса Λ не пуста, то имеет место со-

трудничество центров: центры могут договориться, какой вектор 
действия агенту выбирать и кто сколько должен заплатить; 

2) Возможна ситуация, когда эта область Λ пуста. Тогда это бу-
дет ситуация конкуренции центров. 

В случае конкуренции исходом игры центров в содержательном 
смысле будет следующее: начальники между собой не договори-
лись, как использовать подчиненного. Тогда первый начальник 
считает, что бы он хотел получить от подчиненного, действуя в 
одиночку. Аналогично поступают остальные. Каждый из начальни-
ков говорит подчиненному: «Давай ты будешь работать на меня – я 
тебе плачу столько-то». Начинает он с компенсации затрат. Каждый 
сказал, подчиненный сидит на нуле. Кто-то из начальников догады-
вается и говорит: «я тебе оплачу затраты и еще надбавку при усло-
вии, что ты будешь работать на меня». Это лучше для подчиненного, 
так как он получает не ноль, а что-то сверх компенсации затрат. 
Начинается конкуренция центров, каждый центр «перетягивает» на 
себя агента. В такой ситуации наилучшее положение – у агента. Из 
центров победит тот, у которого больше значение Wi, то есть пара-
метр, характеризующий прибыль, которую получает центр от дейст-
вий агента. Кто более эффективно взаимодействует с агентом, тот 
его и «переманит». 

Если упорядочить центров в порядке убывания Wi: 
kWWW ≥≥≥ K21 , то победит тот, у кого Wi максимально, запла-

тив агенту, помимо компенсации затрат, W2 плюс бесконечно малую 
величину, чтобы переманить агента у (второго в данном упорядоче-
нии) центра. 

Ситуация упорядочения центров по эффективности, когда по-
беждает тот, кто обладает максимальной эффективностью, причем 
побеждает по цене следующего за ним, называется аукционным 
решением (аукцион второй цены). 
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Найдем условия существования режима сотрудничества. Вве-
дем следующую величину: максимум суммарного выигрыша цен-
тров, то есть определим действие агента, которое доставляет макси-
мум суммы доходов центров минус затраты агента: 









−= ∑

∈∈
)()(max0 ycyHW

Ni
iAy

. 

Утверждение 3.4. Режим сотрудничества может быть реализо-
ван, то есть область компромисса не пуста, тогда и только тогда, 
когда сумма индивидуальных выигрышей центров от их деятельно-
сти по отдельности не больше, чем суммарный выигрыш системы 
при совместном взаимодействии центров: ∑

∈

≤⇔≠Λ
Ki

i WW 00 . 

Содержательная интерпретация утверждения 3.4 следующая: у 
системы должно существовать свойство эмерджентности (целое 
больше, чем сумма частей). В данном случае целое – сотрудничество 
центров – должно быть больше, чем сумма частей. То есть, если в 
системе присутствует синергетический эффект, то центры смогут 
прийти к компромиссу. 

 
Задачи и упражнения к главе 3 

 
3.1. В организационной системе, состоящей из одного центра и 

одного агента, функция затрат агента имеет вид c(y) = y2 / 2 r, y ≥ 0, 
функция дохода центра – H(y) = α y . Запишите целевые функции 
центра и агента, «линеаризовав» функцию дохода центра [4]. 

3.2. В условиях задачи 1.1 H(y) = y [4]. 
3.2.1. Решите задачу стимулирования в рамках гипотезы благо-

желательности. Нарисуйте область компромисса. Исследуйте, как 
изменятся результаты, если отказаться от гипотезы благожелатель-
ности. 

3.2.2. Найдите зависимость границ области компромисса от ве-
личины резервной заработной платы агента. 

3.2.3. Решите задачу стимулирования, если y ∈ [0; A+], где A+ – 
известная положительная константа. 

3.2.4. Решите задачу стимулирования, если размер вознаграж-
дения ограничен сверху величиной R > 0. 

3.2.5. Найдите оптимальные системы стимулирования С-типа, 
L-типа, D-типа, LL-типа, L+С-типа. 
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3.2.6. Найдите минимальные ограничения механизма стимули-
рования, необходимые для реализации заданного действия. 

3.2.7. Зависит ли решение задачи определения оптимального 
плана от мотивационной надбавки δ? 

3.2.8. Докажите, что в раках введенных в раздел 3.1 предполо-
жений вычисление максимума при определении оптимального плана 
x* (см. раздел 3.2) можно осуществлять по всей положительной 
полуоси, а не по множеству S. 

3.3. Найдите оптимальную систему стимулирования L-типа в 
случае вогнутой функции затрат агента [4]. 

3.4. Докажите эквивалентность представления целевой функции 
агента в виде «стимулирование минус затраты» и «доход минус 
штрафы». Проиллюстрируйте на примере задачи 1.2. 

3.5*. Пусть у агента имеются два допустимых действия: 
A = {y1; y2}, A0 = {z1; z2}, вероятности P = 

pp
pp

−
−

1
1 , 1/2 < p ≤ 1. 

Затраты агента по выбору первого и второго действия равны c1 и c2 
соответственно, c2 ≥ c1; ожидаемый доход центра от выбора агентом 
первого и второго действия – H1 и H2. Найдите оптимальный кон-
тракт [4]. 

3.6*. В дилемме «доход – свободное время» функция полезности 
u(q, t) = β q t, t ∈ [0; 16], нетрудовые доходы равны q0. Определите 
оптимальную с точки зрения агента продолжительность рабочего 
времени. Исследуйте эффекты дохода и замещения [4]. 

3.7. Исследуйте сравнительную эффективность систем стиму-
лирования в задаче 3.2.5. 

3.8. Для задачи 3.2.5 нарисуйте графики «доход – свободное 
время» [4]. 

3.9. Приведите примеры различных зависимостей желательной 
продолжительности рабочего времени от ставки оплаты [4]. 

3.10. Опросите нескольких человек и постройте по результатам 
опросов зависимости желательной продолжительности рабочего 
времени респондентов от ставки оплаты. Проинтерпретируйте ре-
зультаты в терминах задачи стимулирования [4]. 

3.11. В организационной системе с одним центром и слабо свя-
занными агентами функции затрат агентов: 
ci(yi) = 2

iy / 2 ri, i ∈ N = {1, 2, …, n}, а функция дохода центра – 

∑
∈

α=
Ni

ii yyH )( , где {αi}i ∈ N – положительные константы. Решите 
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задачу стимулирования при заданном ограничении сверху на фонд 
заработной платы. Найдите оптимальный размер фонда заработной 
платы [4]. 

3.12. Решите задачу стимулирования в системе с одним центром 

и двумя агентами, имеющими функции затрат: ci(y) = 
i

ii

2r
yy 2

3 )( −+α , 

i = 1, 2, где α – некоторый параметр, отражающий степень взаимоза-
висимости агентов. Функция дохода центра – H(y) = y1 + y2, а фонд 
заработной платы ограничен величиной R [4]. 

3.13. Имеются два агента с функциями затрат ci(yi) = yi
2 / 2 ri, 

i = 1, 2, а функция дохода центра равна сумме действий агентов. На 
индивидуальные вознаграждения наложены независимые ограниче-
ния (существует «вилка» заработной платы): d1 ≤ σ1 ≤ D1, d2 ≤ σ2 ≤ D2, 
и, кроме этого, существует одно глобальное (общее ограничение): 
σ2 ≥ β σ1 (второй агент имеет более высокую квалификацию, чем 
первый: r2 ≤ r1, и поэтому за одни и те же действия должен получать 
большее вознаграждение: β ≥ 1). Найдите оптимальное решение 
задачи стимулирования. 

3.14. Найдите равновесие Нэша игры агентов в системе с одним 
центром и n агентами Целевая функция i-го агента fi(y, ri) представ-
ляет собой разность между доходом hi(y) от совместной деятельно-
сти и затратами ci(y, ri), где ri – параметр эффективности (тип) аген-
та, то есть fi(y, ri) = hi(y) – ci(y, ri), i ∈ N= {1, 2, …, n}. Функции 

дохода и затрат: hi(y) = λi θ Y, i ∈ N, ci(y, ri) = 
)2(

2

∑
≠

±
ij

jii

i

yr
y
β

, i ∈ N, 

где Y = ∑
∈Ni

iy , .1=λ∑
∈Ni

i  Для случая, когда в знаменателе стоит 

знак «–», предполагается, что ∑
≠

<
ij i

i
j

ry
β

. Решите задачу стимулиро-

вания в случае двух агентов, считая, что центр использует пропор-
циональные системы индивидуального стимулирования со ставками 
λ1 и λ2 [4]. 

3.15*. Найдите оптимальную аккордную систему стимулирова-

ния σi(y1, y2) = 




<+
≥+

xyy
xyyCi

21

21

,0
,  двух агентов, имеющих функции затрат 

ci(yi) = 2
iy  / 2 ri, где ri – тип i-го агента, yi ∈ +ℜ1 , i = 1, 2 [4]. 
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3.16. Найдите оптимальную систему стимулирования за резуль-
тат коллективной деятельности z = ∑

∈Ni
iy , H(z) = z, агентов, имею-

щих функции затрат ci(yi) = 2
iy  / 2 ri, i ∈ N. Функция дохода центра 

H(z) = z [4]. 

3.17. Решите задачу 3.16, если ci(y) = 
i

ii

r
yy

2
)( 2

−+α , i = 1, 2. 

3.18. Найдите оптимальную унифицированную систему стиму-
лирования в условиях задачи 3.16 [4].. 

3.19*. Найдите оптимальную унифицированную ранговую сис-
тему стимулирования трех агентов, когда функция дохода центра 
равна сумме действий агентов, а функции затрат агентов: ci(yi) = ki yi, 
k1 > k2 > k3 [4]. 

3.20*. Найдите оптимальную соревновательную ранговую сис-
тему стимулирования в условиях задачи 3.19 [4]. 

3.21*. Найдите оптимальное число одинаковых агентов, имею-
щих функции затрат c(y) = y2 / 2 β, если доход центра пропорциона-
лен сумме действий агентов. Как изменится оптимальное решение, 
если целевую функцию центра домножить на убывающую функцию 
числа агентов (придумайте самостоятельно примеры таких функций 
и исследуйте их) [4]. 

3.22*. Решите задачу 3.21 (придумайте самостоятельно примеры 
и исследуйте их) в предположении, что для фиксированного множе-
ства агентов центр должен определить множество агентов, вклю-
чаемых в состав системы и обеспечить им определенный уровень 
полезности, а остальным агентам (не включаемым в состав системы) 
он должен обеспечить другой фиксированный уровень полезности 
[4]. 

3.23. Найдите область компромисса для организационной сис-
темы с распределенным контролем, в которой c(y) = y, Hi(y) = αi y, 
αi ≥ 1, i ∈ K, k = 2 [5]. 

3.24. Найдите область компромисса для организационной сис-
темы с распределенным контролем, в которой k = 2, c(y) = y2, 
H1(y) = β – α1 y, H2(y) = α2 y [5]. 

3.25. Найдите область компромисса для организационной сис-
темы с распределенным контролем, в которой k = 2, c(y) = y, 
Hi(y) = y – y2 / 2 ri, i ∈ K [5]. 
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3.26*. Исследуйте в рамках задачи 3.24 целесообразность введе-
ния дополнительного уровня управления – метацентра [4, 5]. 

3.27*. Организационная система состоит из двух участников, 
имеющих целевые функции W(z, y) = y – z, w(z, y) = z – y2 и выби-
рающих, соответственно, z ≥ 0 и y ≥ 0. Найти выигрыши участников 
в иерархических играх Г0-Г3 (см. главу 1) при условии, что правом 
первого хода обладает первый участник. Что изменится, если пра-
вом первого хода обладает второй участник [5]? 

3.28*. Организационная система состоит из двух участников, 
имеющих целевые функции fi = yi + αi (1 – y-i), yi ∈ [0; 1], i = 1, 2. 
Найдите выигрыши участников в иерархических играх Г0-Г3 (см. 
главу 1) с побочными платежами и без побочных платежей при 
различных правах первого хода [5]. 

3.29. Докажите, что «неравенству треугольника» удовлетворяют 
все функции штрафов, вогнутые на полуосях [2]. 

3.30*. Приведите определения следующих понятий и содержа-
тельные примеры: функция стимулирования, гипотеза благожела-
тельности, мотивационная надбавка, область компромисса, принцип 
компенсации затрат, принцип декомпозиции, принцип агрегирова-
ния, система стимулирования (скачкообразная, компенсаторная, 
линейная, производная, составная), оптимальный план, система со 
слабо связанными агентами, бюджетное ограничение, система с 
распределенным контролем, режим сотрудничества, режим конку-
ренции. 

 
Литература к главе 3 
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2. *Бурков В.Н., Кондратьев В.В., Механизмы функционирования 
организационных систем. – М.: Наука, 1981. 
3. *Кочиева Т.Б., Новиков Д.А. Базовые системы стимулирования. – 
М.: Апостроф, 2000. 
4. *Новиков Д.А. Стимулирование в организационных системах. – 
М.: Синтег, 2003. 
5. *Новиков Д.А., Цветков А.В. Механизмы функционирования 
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ГЛАВА 4. Механизмы планирования 
в организационных системах 

 
В настоящей главе мы, так же, как и в предыдущей, будем рас-

сматривать задачи мотивационного управления (в них управляющее 
воздействие направлено на целевые функции управляемых агентов). 
А именно, будем изучать класс задач, который условно называется 
механизмами планирования. Термин «планирование» употребляется 
в двух смыслах. Во-первых, план это – образ действий. В более 
узком смысле план это желательное с точки зрения центра состояние 
системы. Под механизмом планирования в теории управления пони-
мается несколько более узкая вещь, а именно процедура определе-
ния планов в зависимости от сообщений агентов. Зачем же нужны 
сообщения агентов? 

 
4.1. Информационная неопределенность 
в организационных системах 

 
При рассмотрении в первой главе моделей принятия решений 

считалось, что имеет место гипотеза рационального поведения, то 
есть субъекты максимизируют свою полезность выбором тех дейст-
вий, которые от них зависят. Кроме того, имеет место гипотеза 
детерминизма, в соответствии с которой субъект стремится устра-
нить всю имеющеюся неопределенность и принимать решение в 
условиях полной информированности. Так, начальник, устанавливая 
какие-то параметры управляющего воздействия, то есть плана, 
должен принимать решение в соответствие с гипотезой детерминиз-
ма, устранив неопределенность. Что значит неопределенность? Это 
– недостаточная информированность, она может быть относительно 
существенных характеристик как окружающей среды, так и относи-
тельно управляемых субъектов. Понятно, что последние, как прави-
ло, лучше знают свои характеристики, чем их начальник. Поэтому, 
если у начальника не хватает информации для принятия решения, то 
у него есть несколько путей устранения неопределенности. 

Возможный путь – использование максимального гарантиро-
ванного результата, когда начальник рассчитывает на наихудшее 
значение параметров подчиненных. Но, возникает мысль: если 
подчиненные знают что-то лучше начальника, то ему следует их 
спросить о том, что он не знает. Он их спрашивает, они сообщают 
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центру какую то информацию, на основе этой информации он при-
нимает решение. Но подчиненные активны, они обладают своими 
интересами, в том числе для них те или иные управленческие реше-
ния центра могут быть предпочтительней в той или иной степени. 
Значит, имея возможность своими сообщениями влиять на те реше-
ния, которые центр будет принимать, они постараются сообщить 
ему такую информацию, чтобы центр принял наиболее выгодное для 
них решение. То есть та информация, которую агенты сообщат, 
вовсе необязательно будет достоверной. 

Этот эффект искажения информации называется эффектом ма-
нипулирования информацией. Возникает вопрос, какие процедуры 
принятия решения будут неманипулируемы, то есть будут побуждать 
управляемых субъектов сообщать достоверную информацию? Жела-
тельно было бы использовать такие правила принятия решений, при 
которых управляемым субъектам было бы выгодно говорить правду. 
Вот этой задачей мы и будем заниматься в настоящей главе. 

Условно между задачами планирования и стимулирования (рас-
смотренными в предыдущей главе) можно провести следующую 
аналогию – см. Табл. 4.1. 

 
Табл. 4.1. Задачи стимулирования и планирования 

 Стимулирование Планирование 
Стратегия агента y ∈ A′ s ∈ Ω 
Управление σ(y) π(s) 
Предпочтения агента f(y, σ(⋅)) ϕ(s, π(⋅)) 

 
Почти любая задача управления в организационных системах в 

условиях неполной информированности центра может быть рас-
смотрена как задача планирования. При этом решение соответст-
вующей задачи управления определяет план, назначаемый агентам 
для каждого возможного значения вектора их сообщений. 

В разделе 1.2 перечислены основные методы устранения ин-
формационной неопределенности. Все эти методы могут быть ис-
пользованы центром: в зависимости от той информации о состоянии 
природы, которой он обладает на момент принятия решений, выде-
ляют: 

1) интервальную неопределенность (центру известно только 
множество Ω возможных значений состояния природы); 
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2) вероятностную неопределенность (центру известно распре-
деление вероятностей значений состояния природы на множестве 
Ω); 

3) нечеткую неопределенность (центру известна функция при-
надлежности различных значений состояния природы на множестве 
Ω). 

В настоящей главе мы в большинстве моделей (за исключением 
задачи теории контрактов) будем рассматривать интервальную 
неопределенность. 

 
4.2. Постановка задачи управления в организационных 
системах с сообщением информации 

 
Рассмотрим двухуровневую многоэлементную ОС, состоящую 

из центра и n агентов. Стратегией каждого из агентов является 
сообщение центру некоторой информации si ∈ Ωi, 
i ∈ N = {1, 2, …, n}. Центр на основании сообщенной ему информа-
ции назначает агентам планы xi = πi (s) ∈ Xi ⊆ ℜ1, где πi: Ω → Xi, 
i ∈ N, – процедура (механизм) планирования, 
s = (s1, s2, …, sn) ∈ Ω = ∏

∈
Ω

Ni
i  – вектор сообщений всех агентов. 

Функция предпочтения агента, отражающая интересы агента в 
задачах планирования: ϕi (xi ,ri): ℜ 

2 → ℜ1, зависит от соответствую-
щей компоненты назначенного центром плана и некоторого пара-
метра – типа агента. Под типом агента обычно понимается точка 
максимума его функции предпочтения, то есть наиболее выгодное с 
его точки зрения значение плана. 

На момент принятия решений каждому агенту известны: проце-
дура планирования, значение его собственного типа ri ∈ ℜ1 (идеаль-
ной точки, точки пика), целевые функции и допустимые множества 
всех агентов. Центру известны зависимости ϕi (xi, ⋅) и множества 
возможных сообщений агентов и неизвестны точные значения типов 
агентов. Последовательность функционирования следующая: центр 
выбирает процедуру планирования и сообщает ее агентам, агенты 
при известной процедуре планирования сообщают центру информа-
цию, на основании которой и формируются планы. 

Так как решение, принимаемое центром (назначаемые агентам 
планы), зависит от сообщаемой агентами информации, последние 
могут воспользоваться возможностью своего влияния на эти реше-
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ния, сообщая такую информацию, чтобы получить наиболее выгод-
ные для себя планы. Понятно, что при этом полученная центром 
информация в общем случае может не быть истинной. Следователь-
но, возникает проблема манипулирования. 

Как правило, при исследовании механизмов планирования, то 
есть в ОС с сообщением информации, вводится предположение, что 
функции предпочтения агентов однопиковые с точками пика {ri}i ∈ N, 
то есть функция предпочтения ϕi (xi, ri) непрерывна, строго моно-
тонно возрастает до единственной точки максимума ri и строго 
монотонно убывает после нее. Это предположение означает, что 
предпочтения агента на множестве допустимых планов таковы, что 
существует единственное наилучшее для него значение плана – 
точка пика, степень же предпочтительности остальных планов мо-
нотонно убывает по мере удаления от идеальной точки – точки пика. 

Будем считать, что агенты ведут себя некооперативно, выбирая 
доминантные или равновесные по Нэшу стратегии. Пусть s* – вектор 
равновесных стратегий18. Очевидно, точка равновесия s* = s*(r) в 
общем случае зависит от вектора r = (r1, r2, …, rn) типов всех аген-
тов. 

Соответствующим механизму π (⋅): Ω → ℜn прямым механиз-
мом планирования h (⋅): ℜn → ℜn называется механизм h (r)=π (s*(r)), 
ставящий в соответствие вектору точек пика агентов вектор планов. 
Термин «прямой» обусловлен тем, что агенты сообщают непосред-
ственно (прямо) свои точки пика (в исходном – непрямом – меха-
низме π (⋅) они могли сообщать косвенную информацию). Если в 
соответствующем прямом механизме сообщение достоверной ин-
формации является равновесной стратегией всех агентов, то такой 
механизм называется эквивалентным прямым (неманипулируемым) 
механизмом. 

Рассмотрим возможные способы обеспечения достоверности 
сообщаемой информации. Наиболее очевидной является идея введе-
ния системы штрафов за искажение информации (в предположении, 
что центру в конце концов становятся известными истинные значе-
ния параметров {ri}i ∈ N). В [5] показано, что введением «достаточно 
сильных» штрафов действительно можно обеспечить достоверность 
сообщаемых оценок. Если отказаться от предположения, что центру 

                                                 
18 Если равновесий несколько, то необходимо ввести соответствие отбо-
ра равновесий, позволяющее из любого множества равновесий выбрать 
единственное. 
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становятся известными {ri}i ∈ N, то возникает задача идентификации 
неизвестных параметров по имеющейся у центра информации и, 
следовательно, задача построения системы штрафов за косвенные 
показатели искажения информации [5]. 

Другим возможным способом обеспечения достоверности со-
общаемой информации является использование прогрессивных 
механизмов, то есть таких механизмов, в которых функция ϕi при 
любой обстановке монотонна по оценке si, i ∈ N. Понятно, что если 
при этом справедлива «гипотеза реальных оценок»: si ≤ ri, i ∈ N, то 
доминантной стратегией каждого агента будет сообщение si = ri, 
i ∈ N [5]. 

Условие совершенного согласования. Принцип открытого 
управления. Фундаментальным результатом теории активных 
систем является принцип открытого управления (ОУ) [1]. Основная 
его идея заключается в том, чтобы использовать процедуру плани-
рования, максимизирующую целевую функцию каждого агента, в 
предположении, что сообщаемая агентами оценка достоверна. То 
есть центр идет навстречу агентам, рассчитывая на то, что и они его 
не «обманут» [3]. Это объясняет другое название механизма откры-
того управления – «механизм честной игры». Дадим строгое опре-
деление. 

Условие: 
ϕi(πi (s), si) = 

)(
max

iii sXx −∈
 ϕi(xi, si), i ∈ N, s ∈ Ω, 

где Xi(s–i) – децентрализующее множество – устанавливаемое цен-
тром множество планов, зависящее от обстановки s–i = (s1, s2, …, si–1, 
si+1, …, sn) для i-го агента, i ∈ N, называется условием совершенного 
согласования. 

Процедура планирования, максимизирующая целевую функцию 
центра Φ(π, s) на множестве планов, удовлетворяющих условиям 
совершенного согласования, называется законом открытого управ-
ления. 

Имеет место следующий факт: для того чтобы сообщение дос-
товерной информации было доминантной стратегией агентов, необ-
ходимо и достаточно, чтобы механизм планирования был механиз-
мом открытого управления [1, 6, 17]. 

Приведенное утверждение не гарантирует единственности си-
туации равновесия. Конечно, если выполнено условие благожела-
тельности (если si = ri, i ∈ N – доминантная стратегия, то агенты 
будут сообщать достоверную информацию), то использование зако-
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на ОУ гарантирует достоверность сообщаемой агентами информа-
ции. 

Приведем достаточное условие существования единственной 
ситуации равновесия вида si = ri, i ∈ N, в системе с законом ОУ. 
Обозначим: Ei (si) = Arg 

ii Xx ∈
max  ϕi (xi, si) – множество согласованных 

планов i-го агента. Будем считать, что для i-го агента выполнено 
условие равноправия функций предпочтения, если имеет место: 

∀ si
1 ≠ si

2 ∈ Ωi  Ei(si
1) ∩ Ei(si

2) = ∅, 
то есть при любых допустимых несовпадающих оценках si

1 и si
2 

соответствующие множества согласованных планов не пересекают-
ся. Справедливо следующее утверждение [5]: условие равноправия 
функций предпочтения для всех агентов является достаточным 
условием единственности ситуации равновесия. 

Необходимым и достаточным условием сообщения достоверной 
информации как доминантной стратегии при любых идеальных 
точках r ∈ Ω является существование множеств {Xi (s–i)}i ∈ N, для 
которых выполнены условия совершенного согласования [1, 3]. 
Данное утверждение можно переформулировать следующим обра-
зом: если в исходном механизме планирования существует равнове-
сие в доминантных стратегиях, то соответствующий прямой меха-
низм будет неманипулируем. 

Интересным и перспективным представляется предложенный в 
[17] геометрический подход к получению достаточных условий 
неманипулируемости путем анализа конфигураций множеств дик-
таторства (диктаторами называют агентов, получающих абсо-
лютно оптимальные для себя планы), определяемых как множества 
таких значений типов агентов, что определенные агенты получают 
планы, строго меньшие оптимальных для них планов, равные опти-
мальным и строго бόльшие. В рамках этого подхода уже удалось 
получить ряд конструктивных условий индивидуальной и коалици-
онной неманипулируемости механизмов планирования в ОС [17]. 

Оптимальность механизмов открытого управления в орга-
низационных системах с одним агентом. До сих пор мы интересо-
вались в основном условиями сообщения достоверной информации. 
Возникает закономерный вопрос: как соотносятся такие свойства 
механизма функционирования, как неманипулируемость и опти-
мальность? Иначе говоря, всегда ли среди оптимальных механизмов 
найдется неманипулируемый и, соответственно, всегда ли среди 
неманипулируемых механизмов содержится хоть один оптималь-
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ный. Получить ответ на этот вопрос необходимо, так как, быть 
может, не обязательно стремиться к обеспечению достоверности 
информации, лишь бы механизм имел максимальную эффектив-
ность. Поэтому приведем ряд результатов по оптимальности (в 
смысле максимальной эффективности) механизмов открытого 
управления (см. также условия неманипулируемости ε-
согласованных механизмов в [5]). 

Известно [3], что в ОС с одним агентом для любого механизма 
существует механизм открытого управления не меньшей эффектив-
ности. Качественно этот факт объясняется тем, что для единственно-
го агента децентрализующим множеством будет все множество его 
допустимых планов (другими словами, у одного агента всегда есть 
«доминантная» стратегия). 

Для систем с бόльшим числом (n ≥ 2) агентов вывод об опти-
мальности механизмов открытого управления справедлив лишь для 
ряда частных случаев. Например, аналогичные результаты были 
получены для механизмов распределения ресурса, для механизмов 
выработки коллективных экспертных решений (задач активной 
экспертизы) и механизмов внутренних цен, рассматриваемых в 
настоящей главе ниже, а также для ряда других механизмов плани-
рования (см. обзор в [17]). 

Полученные в теории активных систем результаты о связи оп-
тимальности и неманипулируемости механизмов вселяют некоторый 
оптимизм, в том смысле, что эти два свойства не являются взаимно 
исключающими. В то же время, ряд примеров (см., например, [16, 
17]) свидетельствуют о неоптимальности в общем случае механиз-
мов, обеспечивающих сообщение агентами достоверной информа-
ции. Вопрос о соотношении оптимальности и неманипулируемости 
в общем случае остается открытым. 

Выше при рассмотрении механизмов стимулирования в ОС со-
гласованными были названы механизмы, побуждающие агентов к 
выполнению планов. В ОС, в которых стратегией агентов является 
выбор как сообщений, так и действий (комбинация задач стимули-
рования и планирования – см. формальное описание в [14]), меха-
низмы, являющиеся одновременно согласованными и неманипули-
руемыми, получили название правильных. Значительный интерес 
представляет вопрос о том, в каких случаях оптимальный механизм 
можно искать в классе правильных механизмов. Ряд достаточных 
условий оптимальности правильных механизмов управления ОС 
приведен в [14, 17]. 
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Гипотеза слабого влияния. Пусть часть плановых показателей 
λ в системе с большим числом агентов является общей для всех 
агентов, то есть номенклатура плана имеет вид: π = (λ, {xi}i ∈ N). 
Если искать управления λ, выгодные для всех агентов (как это дела-
ется при использовании принципа согласованного планирования), то 
возникает принципиальный вопрос о существовании решения. 

Такого рода проблем не возникает в системах с большим чис-
лом агентов, когда влияние оценки отдельного агента на общее 
управление мало. Если при сообщении своей оценки si каждый агент 
не учитывает ее влияния на λ(s), то считается выполненной гипоте-
за слабого влияния (ГСВ). При справедливости ГСВ необходимо 
согласовывать планы только по индивидуальным переменным. В [1] 
доказано, что если выполнена ГСВ и компоненты x (s) плана удовле-
творяют условиям совершенного согласования, то сообщение досто-
верной информации является доминантной стратегией. 

Перейдем к рассмотрению ставших уже хрестоматийными ме-
ханизмов планирования в многоэлементных ОС, для которых опти-
мален принцип открытого управления. 

 
4.3. Механизмы распределения ресурса 

 
Пусть какой-то ресурс имеется у центра, и он необходим аген-

там. Задача центра – распределить его между агентами. Если центр 
знает эффективность использования ресурса подчиненными, то 
задача заключается в том, как распределить ресурс, например, чтобы 
суммарный эффект от его использования был максимальным. Если 
агенты являются активными, а центр не знает эффективности ис-
пользования ресурса, и спрашивает у них: кому сколько ресурса 
нужно, и кто как будет его использовать, то, если ресурс ограничен, 
то агенты в общем случае не сообщат честно, кому сколько нужно, и 
ресурсов на всех не хватит. В каких ситуациях управляющий орган 
может предложить такую процедуру, то есть правило распределения 
ресурсов между агентами, которая была бы неманипулируема, то 
есть такую процедуру, чтобы каждому из агентов было выгодно 
говорить правду, независимо от того, сколько ресурса ему надо? 

Рассмотрим механизм распределения ресурсов π(s), который 
обладает следующими свойствами: 

1) процедура планирования непрерывна и монотонна по сооб-
щениям агентов (монотонность означает, что чем больше просит 
агент ресурса, тем больше он его получает); 
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2) если агент получил некоторое количество ресурса, то он мо-
жет, изменяя свою заявку, получить и любое меньшее количество 
ресурса; 

3) если количество ресурса, распределяемое между группой 
агентов, увеличилось, то каждый из агентов этой группы получит не 
меньшее количество ресурсов, чем раньше. 

Целевая функция агента ),( iii rxf  зависит от типа ri данного 
агента, который в случае механизмов распределения ресурса будет 
рассматриваться как оптимальное количество ресурса для данного 
агента. 

Допустим, что целевая функция агента имеет единственный 
максимум по xi в точке пика. То есть агенту нужно некоторое коли-
чество ресурса, если ему недодают ресурса – его полезность при 
этом меньше, если ему дают лишний ресурс – его полезность тоже 
меньше. Единственным максимумом может быть и бесконечность, 
то есть целевая функция может монотонно возрастать. Такие функ-
ции предпочтения называются однопиковые (см. Рис. 4.1). 

ix

ir

SP –однопиковая
        функция

 
Рис. 4.1. Однопиковая функция 

 
Рассмотрим сначала пример, а потом приведем общие результа-

ты. 

Пример 4.1. Пусть n = 3, ,)(
321

R
sss

ssx i
ii ++

== π  R – количе-

ство ресурса, si ∈ [0; R]. Пусть R = 1; 5,0;4,0;3,0 321 === rrr . 
Имеем: 12,1321 =>=++ Rrrr . 

1) Пусть каждый агент сообщает правду, тогда: 
4,0;333,0;25,0 321 ≈==⇒= xxxrs ii ; 
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2) Пусть 33,0
3

==⇒=
RxRs ii  ∈ (r1; r2). 

Первый агент решает задачу: 763,0
2 1

1

1 =⇒=
+

s
s

s , 

35,0;35,0;3,01;1;76 *
3

*
2

*
1

*
3

*
2

*
1 ===⇒===⇒ xxxsss . 

Это – равновесие Нэша. • 
Приоритетные механизмы. В приоритетных механизмах рас-

пределения ресурса, как следует из их названия, при формировании 
планов (решении о том, сколько ресурса выделить тому или иному 
агенту) в существенной степени используются показатели приорите-
та агентов. Приоритетные механизмы в общем случае описываются 
следующей процедурой: 

( )
( ){ }











>ηγ

≤

=

∑

∑

=

=

Rsss

Rss
sx

n

j
jiii

n

j
ji

i

1

1

 если ,,min

 если ,
, 

где n – число агентов, {si}i ∈ N – их заявки, {xi}i ∈ N – выделяемые 
количества ресурса, R – распределяемое количество ресурса, 
{ηi(si)}i ∈ N – функции приоритета агентов, γ – некоторый параметр. 

Операция взятия минимума содержательно означает, что агент 
получает ресурс в количестве, не большем запрошенной величины. 
Параметр γ играет роль нормировки и выбирается из условия вы-
полнения балансового (бюджетного) ограничения: 

{ } Rss
n

i
iii =ηγ∑

=1

)(,min , 

то есть подбирается таким, чтобы при данных заявках и функциях 
приоритета в условиях дефицита распределялся в точности весь 
ресурс R. 

Приоритетные механизмы, в зависимости от вида функции при-
оритета, подразделяются на три класса – механизмы прямых при-
оритетов (в которых ηi (si) – возрастающая функция заявки si, 
i ∈ N), механизмы абсолютных приоритетов, в которых приоритеты 
агентов фиксированы и не зависят от сообщаемых ими заявок19, и 
                                                 
19 Так как в механизмах абсолютных приоритетов планы, назначаемые 
агентам, не зависят от их заявок, то в рамках гипотезы благожелатель-
ности можно считать любой механизм абсолютных приоритетов нема-
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механизмы обратных приоритетов (в которых ηi (si) – убывающая 
функция заявки si, i ∈ N). Рассмотрим последовательно механизмы 
прямых и обратных приоритетов. 

Механизмы прямых приоритетов. Процедура распределения 
ресурса пропорционально заявкам, называется механизмом пропор-
ционального распределения: 

xi(s) = R
s

s

Nj
j

i

∑
∈

. 

Это – самый распространенный способ распределения ресурса. 
Видно, что данная процедура распределения ресурса удовлетворят 
условию нормировки. При любых комбинациях сообщений агентов 
распределяется в точности весь ресурс. Условия непрерывности и 
монотонности также выполнены. 

Предположим, что сообщение каждого агента лежит в диапа-
зоне от нуля до всего количества ресурсов, то есть, как минимум, 
агент может отказаться от ресурса, как максимум, может попросить 
весь ресурс, который имеется у центра. 

Если агент получил некоторое количество ресурса, то, умень-
шая заявку, в силу непрерывности и монотонности процедуры рас-
пределения ресурса, он всегда может получить меньшее количество, 
вплоть до нуля. 

Если каждый агент скажет правду, сколько ему нужно, тогда 
он получит меньше, что логично, потому что ресурсов не хватает, 
агенты сказали правду и были «пропорционально урезаны». 

Предположим, что игру центр разыгрывает неоднократно. На 
втором шаге агенты попросят больше. Если каждый будет просить 
максимально возможную заявку, то все получат поровну. Если кому-
то этого много, то излишки он может отдать другому, но кому-то все 
равно не хватит. 

Данный механизм является манипулируемым, потому что аген-
там невыгодно сообщать достоверную информацию о своих типах – 
тех количествах ресурса, которое им необходимо. 

Итак, выше рассмотрен пример механизма распределения ре-
сурса. Рассчитано равновесие. Запишем результаты исследования 

                                                                                                              
нипулируемым. Недостатком этого класса механизмов можно считать 
то, что в них центр никак не использует информации, сообщаемой аген-
тами. 
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таких механизмов в общем виде. Для этого попробуем сначала 
понять, какими свойствами характеризуется равновесие. Агентов 
можно разделить на две категории: 

1) «приоритетные» агенты (диктаторы) – те, кто получают 
абсолютно оптимальные для себя значения плана, то есть планы, 
равные их типам (при механизме распределения ресурса – те агенты, 
которые получают ресурса ровно столько, сколько им нужно), 

2) «обделенные» агенты – те, кому не хватает ресурса, те, кто 
хоть и просит по максимуму, но в равновесии получает меньше, чем 
ему нужно. 

Следующие два свойства характеризуют равновесие. 
Утверждение 4.1. 
1) Если некоторый агент в равновесии получает строго меньше 

ресурса, чем ему необходимо: ii rx <* , то в равновесии он запросит 

максимально возможное количество ресурса: Rsi =* . 
2) Если кто-то из агентов в равновесии просит строго меньше 

максимума: Rsi <* , то это значит, что он получает количество 

ресурса, оптимальное для него: ii rx =* , то есть является диктато-
ром. 

Введем определение анонимного механизма принятия решений, 
то есть механизма, симметричного относительно перестановок 
агентов. Анонимность – демократическое требование, например, в 
процедурах выборов она отражается в том, что на избирательном 
участке обмен между двумя избирателями пустыми бланками бюл-
летеней не меняет результата выборов. То есть все находятся в 
равных условиях. Тогда при перестановке местами агентов соответ-
ственно переставляются и планы этих агентов. 

Утверждение 4.2. 
1) Все анонимные механизмы распределения ресурса эквива-

лентны между собой, то есть приводят при одних и тех же предпоч-
тениях агентов к одним и тем же равновесным количествам ресурса, 
которые они получают. 

2) Так как механизм пропорционального распределения являет-
ся анонимным (все агенты входят в него симметрично), а все ано-
нимные механизмы эквивалентны между собой, то это значит, что 
все механизмы распределения ресурсов, которые являются аноним-
ными, эквивалентны механизму пропорционального распределения. 
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Итак, любая анонимная процедура, удовлетворяющая перечис-
ленным выше трем требованиям, приводит к одним и тем же резуль-
татам. А механизм пропорционального распределения (который 
является анонимным) достаточно прост по своему виду, поэтому 
прост и для исследования, и для агентов (ресурс делится пропор-
ционально запросам). 

Таким образом, утверждение 4.2 говорит, что не нужно выду-
мывать сложных механизмов распределения ресурса – если ограни-
читься классом анонимных механизмов, то достаточно рассмотреть 
механизм пропорционального распределения. Кроме того, оказыва-
ется, что механизм пропорционального распределения эквивалентен 
механизму последовательного распределения, рассчитать равнове-
сие для которого совсем просто. 

Механизмы последовательного распределения ресурса за-
ключается в следующем. Это – прямой механизм, т.е. каждого аген-
та спрашивают о том, сколько ресурса ему нужно. 

Предположим, что агенты сделали свои сообщения. Упорядо-
чим их по возрастанию сообщений (первый попросил меньше всех 
ресурса, потом второй и т.д.): nrrr ~~~

21 ≤≤≤ K . Дальше применяем 
следующий алгоритм последовательного распределения (положив 
xi := 0, i ∈ N): 

Шаг 1. Если мы можем дать каждому агенту столько ресурса, 
сколько попросил первый агент, то даем всем по 1

~r  (если Rrn ≤⋅ 1
~ , 

то 111 ;,~:~,~: rnRRNirrrrxx iiii ⋅−=∈−=+= ). Если не можем, 
распределяем ресурс между всеми агентами поровну (если 

Rrn >⋅ 1
~ , то Ni

n
Rxi ∈= ,: ) и останавливаем алгоритм. 

Шаг 2. Исключаем первого агента из рассмотрения, перенуме-
ровываем агентов и возвращаемся к шагу 1. 

Пример 4.2.1. Пусть .5,04,03,0;5,0;4,0;3,0,1 321 ≤≤==== rrrR  
Предположим, что все агенты сообщили правду, тогда мы можем 
дать всем одновременно по минимуму – 0,3: 

.3,0;3,0;3,0 321 === xxx  
После первого шага: .1,0;2,0;1,0;0 321 ==== Rrrr  Первый 

агент удовлетворен полностью. Поэтому забываем про него и повто-
ряем для тех, кому ресурс еще необходим. Остаток ресурса, равный 
0,1, недостаточен для того, чтобы дать обоим агентам столько, 
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сколько требует первый (бывший второй) – по 0,1, следовательно, 
мы должны остаток ресурса поделить поровну, т.е. по 0,05. 

В результате второй агент получит 0,35, третий тоже 0,35: 

.35,0
2
1.0: 22 =+= xx  • 

Так работает механизм последовательного распределения. По-
нятно, что максимум через n шагов, где n – количество агентов, 
процедура остановится. 

Легко показать (сделайте это самостоятельно), что в механизме 
последовательного распределения ресурса агентам выгодно сооб-
щать достоверную информацию, т.е. сообщение достоверной ин-
формации является доминантной стратегией каждого агента. 

Другими словами, механизм последовательного распределения 
является неманипулируемым прямым механизмом. 

Рассмотрим на примере 4.2, может ли кто-то из агентов, сооб-
щая неправду, улучшить свое положение? 

Первый агент получает оптимальное количество ресурса, ему 
нет нужды искажать информацию. Предположим, что начинает 
изменять свое сообщение второй агент (завышает заявку или зани-
жает). Если он будет уменьшать свою заявку, все изменится в тот 
момент, когда разность от сообщения окажется такой, чтобы, выда-
вая столько, сколько просит второй агент, нам хватало бы ресурса. 
Такая разность равна 0,05 (деление поровну). Это значит, что второй 
агент должен заявить 0,35. Если он заявляет 0,35, то он получает 
0,35, что и получал до этого, т.е. никакой выгоды занижение ему не 
принесло. Если же он сообщит меньше, чем 0,35, то он и получит 
столько, сколько сообщит, т.е. меньше 0,35. Ему это не выгодно, т.к. 
в действительности ему требуется 0,4. Таким образом, уменьшать 
заявку ему не выгодно. 

Если же он начинает просить больше, чем 0,4, то вообще ничего 
не изменится, т.к. на втором шаге ресурса и так не хватает, и его 
остаток делится поровну между вторым и третьим агентами. 

Аналогично для других агентов показывается, что, увеличивая 
или уменьшая до определенного уровня заявку, они ничего для себя 
не меняют, а дальнейшее уменьшение заявки дает уменьшение 
количества получаемого ими ресурса. 

Механизмы обратных приоритетов. Механизмы обратных 
приоритетов, в которых ηi (si) является убывающей функцией si, 
i ∈ N, обладают рядом преимуществ по сравнению с механизмами 
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прямых приоритетов. Проведем анализ механизма обратных при-
оритетов с функциями приоритета 

ηi = Ai / si, i ∈ N, 
где {Ai}i ∈ N – некоторые константы (отметим, что механизм об-
ратных приоритетов не удовлетворяет условию монотонности). 
Величина Ai характеризует потери ОС, если i-й агент вообще не 
получит ресурса. Тогда отношение Ai / si определяет удельный 
эффект от использования ресурса. Поэтому механизмы обратных 
приоритетов иногда называют механизмами распределения ресур-
са пропорционально эффективности (ПЭ-механизмами). 

Пример 4.2.2. Пусть имеются три агента (n = 3), А1 = 16, А2 = 9, 
А3 = 4; R = 18. Предположим сначала, что целью агентов является 
получение максимального количества ресурса. Определим ситуацию 
равновесия Нэша. Легко заметить, что функция 

)}/(,{min)( iiii sAssx γ=  достигает максимума по si в точке, 
удовлетворяющей условию si = γ (Ai / si). Следовательно, 

iii Asx γ== ∗∗ . 
Определим параметр γ из балансового ограничения 
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Для рассматриваемого примера γ = 4, а равновесные заявки, оп-

ределяемые из условия 

∑
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, равны: s1
* = 8; s2

* = 6, 

s3
* = 4. 

Проверим, что это действительно равновесие Нэша. Возьмем 
первого агента. Если он уменьшит свою заявку: s1 = 7 < s1

*, то 
s1 + s2

* + s3
* < R. Следовательно, x1 = s1 = 7 < x1

*. Если же s1 = 9 > s1
*, то 

γ ≈ 4,5; x1 = 8 ≡ x1
*. 

Легко показать [3], что вычисленные стратегии являются для 
агентов гарантирующими, то есть максимизируют их выигрыши при 
наихудших стратегиях остальных. 

Если функции предпочтения агентов имеют максимумы в точ-
ках {ri}i ∈ N и если si

* > ri, то i-й агент закажет ровно ri и столько же 
получит, так как при уменьшении заявки его приоритет возрастает. 
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Именно таким образом выделяется множество приоритетных потре-
бителей ресурса. • 

Более того, можно показать, что при достаточно большом чис-
ле агентов механизм обратных приоритетов со штрафами за несов-
падение ожидаемого и планируемого эффектов оптимален в смыс-
ле суммарной эффективности [3]. 
 
4.4. Механизмы внутренних цен 
 

Рассмотрим организационную систему, состоящую из центра и 
n агентов. Целевая функция i-го агента представляет собой разность 
между вознаграждением, выплачиваемым i-му агенту, и квадратич-
ными затратами, которые зависят от действия агента: 

Ni
r

y
yyf

i

i
iii ∈−λ=λ    ,

2
),(

2

. 

Рассмотрим следующую задачу: предположим, что центр хочет, 
чтобы агенты выбрали действия, сумма которых равна заданной 
величине R, то есть должно выполняться следующее условие: 

Ry
Ni

i =∑
∈

. 

Например, центр хочет добиться выполнения подразделениями 
корпорации суммарного заказа R. Считается, что подразделения 
выпускают однородную продукцию, и в сумме надо добиться неко-
торого выпуска (данная задача в качестве примера рассматривалась 
в разделе 2.1, в настоящем разделе она описывается в рамках общей 
концепции исследования манипулируемости механизмов планиро-
вания). Это – первое ограничение. 

Кроме того, центр хочет, чтобы заказ был выполнен с мини-
мальными затратами  (см. пример в разделе 2.1). То есть сумма 

затрат агентов должна быть минимальна: min
2

2

→∑
∈Ni i

i

r
y

. 

Но, центр имеет возможность управлять только путем выбора 
функции стимулирования, то есть зависимости вознаграждения 
агента от результатов его деятельности. Этот параметр λ, который 
называется внутрифирменной ценой, один и тот же для всех агентов. 
Агенты, зная этот параметр, будут выбирать действия, которые 
максимизируют их целевые функции. Агенты в данном случае 
независимы друг от друга, так как их целевые функции зависят 
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только от их индивидуальных действий, поэтому задачей центра 
является выбор внутрифирменной цены таким образом, чтобы за-
траты агентов были минимальны, было выполнено суммарное дей-
ствие, и агенты выбирали действия, исходя из максимизации своих 
целевых функций. 

Опишем поведение агента, вычислив точку максимума его це-
левой функции. Целевая функция агента вогнутая, имеет единствен-
ный максимум. Продифференцировав, найдем зависимость дейст-
вия, выбираемого агентом, от параметра λ: λ=λ ii ry )(* , i ∈ N. 
Получаем следующую задачу: 










=

→

∑

∑

∈

∈

Rr

r

Ni
i

Ni

i

λ

λ min
2

2

 

Обозначим Hr
Ni

i =∑
∈

. В этой задаче не остается никаких сво-

бодных переменных, так как ограничение однозначно определит λ, а 
значение λ, определенное из ограничения, даст значение целевой 

функции: а именно, λ должно быть равно отношению 
H
R

=λ . Оп-

тимальным значением целевой функции является величина 
H

R
2

2

. То 

есть центр имеет полную централизацию, агентам назначаются 
планы, и агентам выгодно их выполнять. Остается только понять, 
какие планы назначать агентам, чтобы достичь минимума затрат 
агентов при выполнении программы суммарного выпуска. Решая эту 
задачу, получим следующее. 

Запишем лагранжиан (µ – множитель Лагранжа): 

min)(
2

2

→−−∑ ∑
∈ ∈Ni Ni

i
i

i Ry
r

y
µ . 

Тогда: Ni
r
y

i

i ∈=µ−     ,0 , ii ry µ= , λ==µ
H
R

. 

Следовательно, 
H
Rry ii =* , i ∈ N, то есть оптимальное действие 

агента пропорционально его типу. 



 121 

Таким образом, сформулированы две разные задачи и получены 
одинаковые решения. Первая задача: центру необходимо выбрать 
такую внутрифирменную цену, чтобы сумма затрат агентов  была 
минимальна, при условии, что агенты выбирают свои действия из 
условия максимизации своих целевых функций. Вторая задача: 
найти оптимальный набор планов, таких, что сумма этих планов 
равна R, а сумма затрат агентов минимальна. В результате множи-
тель Лагранжа в этой задаче – внутрифирменная цена (µ = λ). Инте-
ресно, что в данной модели оптимальной оказалась пропорциональ-
ная система стимулирования, и, более того, оптимальной оказалась 
система стимулирования, в которой ставки оплаты для всех агентов 
одинаковы (такая система стимулирования называется унифициро-
ванной). Ведь можно было бы каждому агенту назначать свою цену, 
но оптимальна одинаковая цена для всех агентов. 

Известна следующая задача: выполняется некоторый проект и 
необходимо сократить критический путь (время выполнения проек-
та). Тогда тем агентам, кто выполняет критические операции, нужно 
дополнительно доплачивать, чтобы они сокращали время выполне-
ния операций, а в сумме они должны сократить длительность проек-
та на заданную величину. Если участники проекта, выполняющие 
критические операции, имеют квадратичные затраты, а за единицу 
сокращения времени им платят λ, то получается такая же задача с 
аналогичным решением. 

Естественно, результат, который мы получили: решения задач 
совпадают, оптимальным является система стимулирования, когда 
ставки всех агентов одинаковы (унифицированная система стимули-
рования) – справедлив только в рамках тех предположений, которые 
введены выше, а именно: в данной модели существенным является 
предположение о виде функций затрат агента (квадратичная функ-
ция). Это свойство степенных функций дает в экономико-
математических моделях много хороших свойств: 

1) оптимальность унифицированной системы стимулирования 
(оптимальность единой ставки оплаты); 

2) возможность решения задач агрегирования, то есть, решая 
задачи минимизации затрат с данным набором агентов с характери-
стиками ri, получили, что затраты на выполнение данного заказа 
имеют такой же вид, что и затраты одного агента с характеристикой 
H – все агенты могут быть заменены на одного агента, действие 
которого равно сумме их действий, и тип которого равен сумме их 
типов. 
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Такие свойства присущи квадратичным функциям, функциям 

типа Кобба-Дугласа: ,1 1 αα

α ii yr −  1≥α . Это можно доказать и для 

функций более общего вида: )(
i

i
i r

yrϕ , где ϕ (⋅) – возрастающая 

выпуклая функция, равная нулю в нуле (докажите самостоятельно). 
Выше считалось, что все параметры известны, и задача реша-

лась в рамках предположения, что, в частности, известны параметры 
ri функций затрат агентов. Рассмотрим задачу, когда информацией о 
типах агентов ir  центр не обладает. Обозначим si – сообщение i-го 
агента о своем типе. 

Центр на основании сообщений агентов решает задачу плани-
рования, то есть определяет, какими должны быть вектор планов x(s) 
и значение внутрифирменной цены λ(s) в зависимости от сообщений 
агентов. 

Первое, что приходит в голову – воспользоваться решениями 
задач, которые получены при полной информированности о функ-
циях затрат агентов. То есть центр может подставить сообщения 
агентов в параметры механизмов, которые мы определили, решая 
задачу в условиях полной информированности, и назначать планы в 
соответствии с полученными механизмами. 

Данный путь приведет к тому, что значение λ будет следую-

щим: 
∑
∈

=

Ni
is

Rs)(λ , план, назначаемый i-му агенту будет равен 

(подставляем вместо типов сообщения): R
s

s
sx

Nj
j

i
i ∑

∈

=)( , i ∈ N. 

Получили так называемый механизм внутренних цен, который 
похож на механизм пропорционального распределения ресурса. Но 
информация, сообщаемая центру, зависит от агентов. Рассмотрим их 
целевые функции, подставив в них зависимости λ(s) и xi(s) для того, 
чтобы понять, будет ли агенту выгодно выполнять назначенный 
план, и какую информацию ему будет выгодно сообщать: 
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Получили целевую функцию, которая зависит не от действий, а от 
сообщений агентов. Какие сообщения будет делать агент, чтобы 
максимизировать свою целевую функцию? 

Будем искать максимум целевой функции i-го агента по его со-
общению si. Для дифференцирования неудобен знаменатель, так как 
он тоже включает в себя si. Избавляются от этого «недостатка» 
введением гипотезы слабого влияния: предположим, что агентов 
достаточно много, то есть так много, что каждый агент своим сооб-
щением практически не влияет на общий для всех агентов управ-
ляющий параметр – внутрифирменную цену. Знаменатель целевой 
функции тогда не будет зависеть от сообщения отдельного агента 
(сумма сообщений является «константой»). Получим, что si = ri, 
i ∈ N, то есть сообщение достоверной информации выгодно всем 
агентам – механизм является неманипулируемым. Итак, для меха-
низма внутренних цен выполняется: 

1) требование сообщения агентами достоверной информации; 
2) балансовое ограничение: сумма действий равна требуемой 

величине; 
3) суммарные затраты агентов минимальны. 
 

4.5. Механизмы экспертизы 
 

Экспертиза – выявление свойств объекта, процесса, явления пу-
тем опроса экспертов. Руководитель, принимающий решения, не 
может быть универсалом, обладать исчерпывающей информацией 
обо всех сторонах жизни, поэтому ему приходится привлекать экс-
пертов. 

Эксперты имеют свои предпочтения, поэтому может сложиться 
ситуация, когда при проведении экспертизы эксперт будет сообщать 
недостоверную информацию. 

Это может происходить, например, в следующих случаях. Пусть 
собрались эксперты для принятия решения в некоторой области. В 
ходе обсуждения один из экспертов видит, что решение, которое они 
собираются принять, сильно отличается от того, что он считает 
нужным сделать. Например, принимают решения, куда вкладывать 
деньги университета. Один из деканов считает, что нужно покупать 
вычислительную технику. Но чувствует, что сейчас примут решение 
о ремонте. И если этот декан раньше считал, что 30 % можно потра-
тить на ремонт, а 70 % – на закупку техники, то он скажет: «Ничего 
не нужно на ремонт, давайте все отдадим на компьютерную техни-
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ку». Тем самым исказив информацию (сообщив не свое истинное 
мнение). 

Это тем более существенно, если эксперты решают (или готовят 
информацию для принятия решений), как разделить деньги между 
ними или субъектами, интересы которых они лоббируют. Искаже-
ние может происходить по благородным и неблагородным мотивам. 
С точки зрения математического моделирования важно, что искаже-
ние информации может иметь место, если каждый из экспертов 
заинтересован в том, чтобы результат экспертизы (коллективное 
решение) был как можно ближе к его мнению. 

Предположим, что результатом экспертизы является величина 
];[ Ddx ∈ , si – сообщение i-го эксперта, si ∈ [d; D], −ir  истинное 

мнение эксперта, ];[ Ddri ∈ . Результат экспертизы – известная 
функция от мнения экспертов – отображение (процедура эксперти-
зы) ];[];[:)( DdDd n →⋅π  множества возможных сообщений во 
множество возможных решений. 

Условия, налагаемые на механизм экспертизы: 
1) непрерывность; 
2) монотонность; 
3) условие единогласия: ];[ Dda ∈∀  aaaa =)...,,,(π . Если все 

эксперты сообщили одно и то же мнение, то это мнение должно 
быть принято в качестве коллективного решения. 

Рассмотрим сначала пример, а потом приведем общие результа-
ты. 

Пример 4.3. Пусть результат экспертизы лежит на отрезке [0; 1], 
и имеются три эксперта. Мнение первого эксперта – оцениваемая 
величина равна 0,3, второго – 0,5, третьего – 0,7. Процедура экспер-
тизы: берется среднее арифметическое мнений экспертов. Такая 
функция удовлетворяет всем трем требованиям: легко убедиться, 
что среднее арифметическое непрерывно, монотонно и удовлетворя-
ет условию единогласия. Итак: 

]1;0[∈x , 3=n , 3,01 =r , 5,02 =r , 7,03 =r , 

∑
=

=π=
3

13
1)(

i
issx . 

Эксперты будут действовать следующим образом. Пусть все 
эксперты сообщили правду: ii rs = . Тогда принимаемое решение 
будет 0,5 (среднее арифметическое) 5,0)( =rx r

. Посмотрим на 
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поведение отдельных экспертов. Каждый эксперт хочет, чтобы 
результат экспертизы был как можно ближе к его мнению. Второй 
эксперт абсолютно удовлетворен, так как результат совпадает с тем, 
что он хочет. Первый недоволен, так как ему требуется меньший 
результат. Третий эксперт также недоволен, так как он хочет, чтобы 
результат был больше. 

Следовательно, так как функция монотонна, то первый эксперт 
будет уменьшать сообщение, а третий – увеличивать. Пусть первый 
говорит 0, второй – 0,5, третий – 1. Тогда результат – 0,5, то есть не 
изменился, так как насколько первый уменьшил свое сообщение, 
настолько третий увеличил: 01 =s , 5,02 =s , 13 =s . 

Данный вектор сообщений является равновесием Нэша игры 
экспертов, так как второй эксперт сообщение менять не будет, пер-
вый хотел бы сделать результат поменьше, но сделать этого не 
может, так как сообщает минимум, третий хотел бы сделать резуль-
тат побольше, но сделать этого не может, так как сообщает макси-
мум. Аналогично в других ситуациях равновесия: кто хочет меньше 
– не может, так как «упирается» в нижнее ограничение; кто хочет 
больше – не может, так как «упирается» в верхнее ограничение. • 

Значит, в общем случае агенты сообщают недостоверную ин-
формацию. Спрашивается, можно ли сделать что-то, чтобы побудить 
их сообщать свои истинные мнения? 

Утверждение 4.3. (аналогично утверждению 4.1 для механизмов 
распределения ресурса). 

1) если в равновесии решение оказывается больше, чем мнение 
некоторых экспертов: irx >* , то эти эксперты в равновесии будет 

сообщать минимальную оценку: dsi =* ; 
2) если в равновесии решение оказывается меньше, чем мнение 

некоторых экспертов: irx <* , то эти эксперты в равновесии будет 

сообщать максимум: Dsi =* ; 
3) если в равновесии некоторые эксперты сообщают мнение, не 

равное границам отрезков: *
is  ∈ (d; D), то это значит, что принимае-

мое решение их устраивает: irx =* . 
Опираясь на утверждение 4.3, можно построить равновесие в 

механизме экспертизы и исследовать его. 
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Упорядочим экспертов по возрастанию их мнений: 
nrrr ≤≤≤ ...21 . В ситуации, если на отрезке [d; D] было принято 

некоторое решение, то в соответствии с утверждением 4.3 те экспер-
ты, мнения которых расположены левее принятого решения, будут 
сообщать нижнюю границу, те, кто правее – верхнюю. Значит, 
вектор равновесных сообщений будет иметь вид: 

)...,,,,,...,,,( ** DDDsddds k= . 
Эксперты с «маленькими» номерами хотят сдвинуть равновесие 

влево и сообщают минимальные заявки; быть может, какой-то экс-
перт с номером k сообщает *

ks  из отрезка [d; D], эксперты с больши-
ми номерами хотят сдвинуть равновесие вправо и сообщают макси-
мальные заявки. 

Равновесное сообщение *
ks  должно быть таким, чтобы выпол-

нялось: kk rDDsdd =π )...,,,,,...,( * . 
Данное уравнение позволяет найти вектор равновесных сооб-

щений агентов. Но здесь неизвестно, на какой позиции находится sk: 
сколько агентов сообщают максимальное значение, а сколько – 
минимальное, а какой (один или ни одного) эксперт сообщает от-
личную от границ оценку. Если центр будет это знать, то, подставив 
sk, решив это уравнение, он сможет найти вектор равновесных со-
общений. 

В рассмотренном выше примере k-ым экспертом является вто-
рой. Он рассчитывает, если первый говорит – 0, а третий – 1, то, что 
необходимо сказать ему, чтобы итоговое решение было 0,5? Сооб-
щение должно быть 0,5. Такой эксперт называется диктатором. 
Чтобы найти его номер в общем случае, введем последовательность 
чисел: 

niDDddwi ,0   ),,...,,,...,( == π . 

                                                i         in −  
Фиксируем число экспертов, сообщающих минимальные мне-

ния, остальные сообщают максимальные. Варьируя число экспертов, 
которые сообщают минимальные заявки, от 0 до n, получаем убы-
вающую последовательность точек. Точка 0w  совпадает с правой 
границей D, поскольку, если все сообщили правую границу, то в 
силу условия единогласия такое решение и будет принято. Анало-
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гично, если все сообщили нижнюю оценку d, то решение равно 
wn = d. 

Имеются две последовательности чисел: первая – возрастающая 
последовательность истинных мнений экспертов {ri}; вторая – 
убывающая последовательность точек {wi}. Утверждается, что рано 
или поздно эти последовательности пересекутся. Найдем крайнюю 
правую точку пересечения этих последовательностей, то есть нужно 
взять минимум из этих двух чисел, соответствующих одному и тому 
же номеру, и взять максимум по всем номерам. Следовательно, 
существует эксперт с номером: ),(minmax 1

,1
−

=
= ii

ni
wrk . 

В рассмотренном выше примере: для первого агента – минимум 
из его мнения и его действия равен r1, для второго – r2, для третьего 
агента происходит «поворот» – минимум равен 1/3. Максимум из 
этих трех точек равен 0,5. Значит, формула дает номер того экспер-
та, который будет диктатором. В примере k = 2. 

Предположим, что используется не исходный – π – механизм, а 
экспертам предлагается следующий прямой механизм экспертизы: 
итоговое мнение будет определяться по вашим сообщениями { ir~ } в 
соответствии с процедурой (где сообщения ir~  сначала упорядочи-

ваются по возрастанию): ),~min(maxˆ 1
*

−= iii
wrx . 

Утверждение 4.4. При использовании прямого механизма экс-
пертизы сообщение достоверной информации является доминантной 
стратегией экспертов. 
 
4.6. Базовая модель теории контрактов 

 
Рассмотрим организационную систему, состоящую из центра и 

одного агента. Центр продает агенту некий товар в количестве q за 
сумму t. Функция полезности центра )(),(0 qCtqt −=ϕ . Функция 
C(q) – стоимость производства товара для центра – дважды диффе-
ренцируемая выпуклая функция, C’(0) = 0, C’(∞) = ∞. Функция 
полезности агента tquqt −θ=θϕ ),(),,(1 . ];[ θθθ =Θ∈  – положи-
тельный параметр, тип агента. Функция ( , )u qθ  – полезность 
товара для агента – возрастает и вогнута по q  и возрастает по θ . 
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Центру известно множество Θ  и вероятностное распределение 
типа агента на этом множестве, причем интегральная функция рас-
пределения F(θ) дифференцируема – ( ) ( )f Fθθ θ= . 

Задача центра – максимизировать свою ожидаемую полезность: 

( ), ( )
[ ( ) ( ( ))] ( ) max

t q
t C q f d

θ

θ

θ θ θ θ− →∫  
 

На основании принципа выявления20 строится неманипулируе-
мый механизм – «меню» контрактов )}(),({ ⋅⋅ tq , зависящий от 
сообщаемой агентом оценки своего типа. 

Необходимые условия неманипулируемости механизма имеют 
следующий вид: 










≥θ
θ

θθ
θ∂∂

∂

θ
θ

θθ
θ∂

∂
=θ

θΘ∈θ∀
.0)()),((

),()),(()(
,   

)(
)(

2
2

1

d
dqq

q
u

d
dqqu

d
dt

IC
IC

 

При выполнении условий Спенса-Мирлиса [19, 20]: 

0),(,
2

>
∂∂

∂
∀∀ θ

θ
θ q

q
uq , 

доказано, что функция )(θq  является неубывающей функцией 
своего аргумента. 

Предполагается, что ,, θ∀∀q  0),( >
∂
∂

θ
θ

qu
. Вводится функция 

прибыли агента при использовании оптимального неманипулируе-
мого механизма в зависимости от его типа – 

)()),(()( θθθθν tqu −= . Причем, при выполнении условия IC1, 

,Θ∈∀θ  0)),(()( >
∂
∂

= θθ
θ

θ
θ
ν qu

d
d

. Поэтому, выполнение условий 

индивидуальной рациональности агента ( 0)(, ≥Θ∈∀ θνθ ) может 

                                                 
20 Принцип выявления – западный аналог принципа открытого управления 
(см. выше). Для систем с одним агентом эти принципы эквивалентны. 
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быть обеспечено следующим образом – 0)( =θν , из чего следует, 

что: τττ
θ

θν
θ

θ

dqu
∫ ∂

∂
= )),(()( , и  τττ

θ
θθθ

θ

θ

dququt ∫ ∂
∂

−= )),(()),(()( . 

Задача центра (построение механизма, максимизирующего его 
прибыль) сводится к решению следующего уравнения: 

0)),(( =
∂
∂ ∗ θθq

q
H

 

при условии 

(4.3) 0)( ≥
∗

θ
θd

dq
, 

где ))(),(()),(( 0 θθϕθθ tqqH = . 
Возможны два случая: ограничение (4.3) выполняется всюду 

как строгое неравенство или при некоторых θ ограничение (4.3) 
выполняется как равенство. 

Первый случай очень прост: множитель Лагранжа при ограни-
чении (4.3) равен нулю и q(θ) определяется из условия 

( ( ), ) 0H q θ θ
θ

∂
=

∂
, то есть: 

(4.4.) 
1( ) ( , ( )) ( , ( ))
( )q q qC q u q u q

h θθ θ θ θ
θ

= − , 

где 
( )( )

1 ( )
fh
F
θ

θ
θ

=
−

. 

Каждый тип агентов получает свой контракт (q(θ) строго воз-
растает по θ). Таким образом, все типы, кроме самого высокого, 
получают уровень q меньше оптимального, а самый высокий тип 
получает эффективное количество. 

Если же хотя бы при некоторых θ в ограничение (4.3) выполня-
ется как равенство, ситуация гораздо сложнее. Для решения задачи 
нужно использовать принцип максимума Понтрягина. Рассмотрим 
динамическую задачу максимизации: 

( )
max ( ( ), ) ( )

q
H q f d

θ

θ
θ

θ θ θ θ= ∫ , 
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где θ — аналог времени, q – фазовая переменная, изменяющаяся по 

закону 
dq
d

ω
θ

= , а ω – управление, ограниченное снизу: ω ≥ 0. 

Как правило, задачу решают следующим образом. Сначала 
предполагают, что контракт разделяющий, и вычисляют q(θ) из 
(4.4). Если полученная функция q(θ) не убывает, то задача решена, 
оптимальный контракт разделяющий. Если же полученная функция 
имеет убывающие участки, но необходимо решать изложенную 
выше задачу оптимального управления. При этом некоторые агенты 
с различными типами получат одинаковые контракты, то есть рав-
новесие частично смешивающее. 

Пример 4.4. Пусть 2( ) / 2C q q= , ( , )u q qθ θ=  а тип агента рас-
пределен равномерно на множестве допустимых значений –  

1( )f θ
θ θ

=
−

. 

Тогда получаем, что  

( ) ( ) ( )t q q d
θ

θ

θ θ θ τ τ= − ∫ , 

а ( )q θ  определяется из решения уравнения 4.4: 
( ) 2q θ θ θ= −  

С учетом требований ( ) 0q θ ≥  - покупателю может продаваться 
лишь положительное количество товара получаем следующее меню 
контрактов: для [ , / 2]θ θ θ∈  - {0,0} , для [ / 2, ]θ θ θ∈  - )}(),({ ⋅⋅ tq : 

( ) 2q θ θ θ= − , 2( ) ( )t θ θ θ θ θ= − −
% %

, 
где max[ , / 2]θ θ θ=

%
. • 

Итак, стандартная модель теории контрактов, рассмотренная 
выше, может быть применена для формирования гибкой шкалы цен 
на товар производителя – монополиста. Выставляя на продажу 
различные модификации своей продукции по различным ценам (что 
и является тем самым «меню» контрактов) производитель охватыва-
ет различные группы пользователей. Классический пример такого 
товара – вино. Чем дольше срок его выдержки, тем выше качество 
вина. Ценители вина готовы покупать более качественное вино по 
более высокой цене, неискушенные потребители готовы довольст-
воваться менее качественным продуктом по более низкой цене. 
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Используя модель теории контрактов, производитель может опти-
мизировать свой ожидаемый доход от продажи своего товара. 

Но, варьироваться может не только качество товара, но и его 
объем. Чем большее количество товара приобретает покупатель, тем 
ниже его удельная стоимость. Зависимость цены товара от приобре-
таемого количества и является тем самым меню контрактов, которое 
может быть получено с помощью стандартной модели теории кон-
трактов. Основной проблемой, возникающей при решении практи-
ческих задач, является идентификация понятия типа покупателя и 
возможных пределов его значений. 

 
4.7. Конкурсные механизмы 

 
Непрерывные конкурсы. При обсуждении механизмов обрат-

ных приоритетов подчеркивалось, что ресурс распределяется про-
порционально эффективности ξi = ϕi (xi, ri) / xi его использования 
агентами. В конкурсном механизме ресурс получают только победи-
тели конкурса (на всех агентов ресурса может не хватить). 

Предположим, что агенты сообщают центру две величины: за-
явку на ресурс si и оценку ξi ожидаемой эффективности его исполь-
зования. Ожидаемый эффект для ОС в целом от деятельности i-го 
агента в этом случае равен: wi = ξi si, i ∈ N. Упорядочим агентов в 
порядке убывания эффективностей: ξ1 ≥ ξ2 ≥ … ≥ ξn. 

Понятно, что агенты могут наобещать золотые горы, лишь бы 
получить финансирование. Поэтому при использовании конкурсных 
механизмов центр должен организовать действенную систему кон-
троля за выполнением взятых обязательств. Введем систему штра-
фов: 0,))(( >αϕ−ξα=χ iiiii ss , i ∈ N, пропорциональных от-
клонению ожидаемой эффективности ξi si = wi от реальной – ϕi (si). 
Отметим, что величина (ξi si – ϕi (si)) характеризует обман, на кото-
рый сознательно идет агент ради победы в конкурсе.  

Целевая функция агента имеет вид: 
[ ])()(),( iiiiiiiii sssf ϕξαµϕξϕ −−= , i ∈ N, 

где µ – доля эффекта, остающаяся в распоряжении агентов (то есть 
µ ϕi (si) – его доход). Отметим, что агент штрафуется только в слу-
чае, если ξi si > ϕi (si). Если реальная эффективность оказалась выше 
ожидаемой, то штрафы равны нулю. 
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Ресурс R, имеющийся в распоряжении центра, распределяется 
следующим образом: первый агент (агент, имеющий максимальную 
эффективность) получает ресурс в запрашиваемом объеме s1. Затем 
получает ресурс (в объеме s2) агент с меньшей (второй по величине) 
эффективностью и так далее, пока не закончится весь ресурс. То 
есть центр раздает ресурс в требуемом объеме в порядке убывания 
эффективностей до тех пор, пока не закончится ресурс. Агенты, 
получившие ресурс в полном объеме, называются победителями 
конкурса. Существенным при этом является то, что некоторые аген-
ты (например, последний (в упорядочении по эффективности) из 
победителей конкурса) могут получить ресурс не в полном объеме и, 
тем не менее, принести определенный эффект. Поэтому рассматри-
ваемые конкурсы называются непрерывными. 

Отметим, что при использовании такой процедуры победа в 
конкурсе зависит только от величины эффективности ξi и не зависит 
от величины заявки si. Поэтому агенты будут стремиться максими-
зировать свои целевые функции, то есть закажут такое количество 
ресурса, чтобы в случае победы значение их целевой функции было 
максимально. 

Обозначим m – максимальный номер агента, победившего в 
конкурсе (то есть победителями являются агенты с номерами 

mj ,1= ). Нетрудно показать, что все победители сообщат одинако-

вые оценки эффективности, то есть ξj
* = ξ*, 1,1 += mj . Более того, 

при достаточно общих предположениях о функциях штрафов кон-
курсные механизмы обеспечивают оптимальное распределение 
ресурса [3]. 

Дискретные конкурсы. Наблюдаемая в настоящее время рас-
пространенность, если не сказать «мода», использования на практи-
ке всевозможных конкурсов, а также приводимые для обоснования 
их целесообразности качественные рассуждения наталкивают на 
мысль – быть может честное соревнование действительно является 
панацеей от многих, если не всех, бед. На самом деле, формальный 
анализ конкурсных механизмов (которые в случае неделимых объ-
ектов конкурса называются тендерами, или дискретными конкур-
сами) показывает, что не все так просто. 

Более корректно тендером (дискретным конкурсом) называется 
конкурс, в котором победители получают в точности заявленную 
величину (ресурса, финансирования, выгодный проект и т.д.), а 
проигравшие не получают ничего. Эффективность участника опре-
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деляется как отношение оценки социально-экономического эффекта 
(известной, например, в результате объективной экспертизы) к 
сообщенной участником оценке (требуемого ресурса, затрат и т.д.). 
Основная идея простых конкурсов заключается в упорядочении 
участников в порядке убывания эффективностей и выделения им 
ресурса в требуемом объеме последовательно, пока не закончится 
весь ресурс. Победителями конкурса являются участники, получив-
шие ресурс. К сожалению, гарантированная эффективность простых 
конкурсных механизмов равна нулю (точнее – может быть сколь 
угодно мала) [15]. 

Несколько лучше обстоит дело в прямых конкурсных механиз-
мах, в которых организатор конкурса, используя сообщенные оцен-
ки, решает задачу о ранце [4] (ищет оптимальную с точки зрения 
суммарного эффекта комбинацию победителей) – гарантированная 
эффективность прямых конкурсов равна 0,5. 

Подробное описание формальных моделей конкурсных меха-
низмов приведено в [15]. 

 
Задачи и упражнения к главе 4 

 
4.1. Два агента – например, регионы, разделенные рекой – фи-

нансируют строительство моста через эту реку. Затраты на строи-
тельство этого моста с = 1. Используется следующий механизм 
распределения затрат. Каждый агент сообщает оценку si своего 
дохода hi от использования моста. Мост строится только когда 
s1 + s2 ≥  c. 

4.1.1. 1) Покажите, что, если истинные дохода агентов равны 1.4 
и 0.6, соответственно, и используется принцип пропорционального 

распределения затрат ,)(
21

c
ss

ssx i
i +

=  то сообщение истинных 

доходов не является равновесием Нэша. 
2) Найдите все равновесия Нэша. 
3) Найдите оптимальные стратегии при условии, что агенты зна-

ют истинные доходы друг друга и один из них обладает правом 
первого хода. 

4.1.2. Предложите и исследуйте в условиях задачи 4.1 механизм 
распределения затрат, отличный от пропорционального [2, 3]. 
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4.1.3. Существует ли для пропорционального механизма рас-
пределения затрат эквивалентный механизм открытого управления 
(ОУ) [15]. 

4.2*. Приведите пример многоэлементной организационной сис-
темы с сообщением информации, в которой не существует эквива-
лентного прямого механизма [16, 17]. 

4.3. На примере задачи стимулирования в организационной сис-
теме с одним агентом в условиях неполной информированности 
центра о типе агента r ≥ 0: )()( yyy σ−=ϕ  – функция предпочтения 

центра; 
r

yyryf
2

)(),(
2

−σ=  – функция предпочтения агента; покажи-

те возможность построения для произвольного механизма планиро-
вания механизма открытого управления не меньшей эффективности 
[3, 10]. 

Какова будет эффективность системы, если центру достоверно 
известны типы агентов? 

4.4. Целевые функции агентов имеют вид 
iiiiiii xrxrxf λ−ϕ=λ ),(),,( , ni ,1= , где ),( iii rxϕ  – функции 

эффекта, вогнутые по получаемому количеству ресурса xi, λ – цена 
за ресурс. 

Покажите, что при гипотезе слабого влияния механизм ОУ оп-
тимален по критерию суммарного эффекта [3]. 

4.5*. Докажите что, если в многоэлементной организационной 
системе с квазиоднопиковыми функциями предпочтения агентов 
назначаемые им планы монотонны по их сообщениям и зависят от 
единственного скалярного параметра, выбираемого центром, то для 
любого механизма существует неманипулируемый механизм не 
меньшей эффективности [17]. 

4.6. Организационная система состоит из центра и 5 агентов. 
Множество возможных значений типов агентов (количество ресурса, 
при котором достигается максимальное значение функции полезно-
сти агента) – ]10;0[=Ω . Центр обладает ресурсом в количестве  
R = 10. Определите равновесную по Нэшу ситуацию для механизма 
прямых приоритетов 

(4.5) 


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где si – сообщение i-го агента центру о своем типе, при следующих 
значениях типов агентов: 

1) r = {1, 3, 5, 7, 9}; 
2) r = {1, 1, 2, 8, 8}; 
3) r = {5, 6, 7, 8, 9}; 
4) r = {7, 8, 9, 9, 9}; 
5) r = {1, 1, 2, 3, 4}. 
4.7*. Проанализируйте, чем качественно отличаются равнове-

сия, соответствующие пп. 1-4 задачи 4.6. 
4.8. Определите равновесную по Нэшу ситуацию для механизма 

распределения ресурса по принципу прямых приоритетов: 

(4.6) 






>γη

≤
=

∑
∑

i
iiii

i
ii

i Rsss

Rss
x

)),(,min(

,
, 

где iiii sAs =η )( , ∑ =γηγ
i

iii Rss ))(,min(: . Функции полезности 

агентов: iiiiii xxrrx −=ϕ 2),( , ni ,1= . 
4.9*. Взяв числовые значения, соответствующие пп. 1-4 задачи 

4.6, проанализируйте, чем качественно отличаются равновесия, 
соответствующие механизмам распределения ресурса (4.5) и (4.6). 

4.10. Исследуйте эффективность следующего механизма рас-
пределения ресурсов: ))(,min( iiii sAss γ= , где ∑ =γ

i
i Rxs :)( , предпо-

лагая, что ∑ >
i

i Rr , 0>iA . Исследуйте неманипулируемость дан-

ного механизма. 
4.11. Докажите, что все анонимные механизмы распределения 

ресурса, удовлетворяющие предположениям, введенным в разделе 
4.3, эквивалентны [2]. 

4.12*. Для следующего механизма распределения ресурса между 
двумя агентами: 

21

1
1

2
32

3

ss

sx
+

= , 

21

1
1

2
3 ss

sx
+

= , ]1,0[∈is , 2,1=i , 

постройте множества диктаторства на плоскости векторов 
);( 21 rrr =  точек пика функций полезности агентов [17]. 
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4.13. Для механизма активной экспертизы ∑
=

=π
n

i
is

n
s

1

1)(  с пя-

тью экспертами определите равновесную по Нэшу ситуацию, если 
множество возможных значений заявок экспертов ]20,10[=Ω , а 
истинные мнения экспертов имеют следующие значения: 

1) r = {10, 10, 15, 20, 20}; 
2) r = {10, 12, 13, 17, 18}; 
3) r = {15, 15, 16, 19, 20}. 
Докажите утверждение 4.4 и проиллюстрируйте на данном 

примере. 
4.14*. Докажите, что процедура активной экспертизы π(s), оп-

тимальная в смысле близости к среднему арифметическому: 

∑
=

=π
n

i
is

n
s

1

0 1)( , заключается в разбиении отрезка [d; D] на n равных 

отрезков [3]. 
Функции полезности экспертов: ||),( iii rxrx −−=ϕ , ni ,1= . 

Истинные мнения экспертов: ];[ Ddri ∈ , ni ,1= . Сообщаемая 

экспертами оценка: ];[ Ddsi ∈ , ni ,1= . 
Оптимальность процедуры активной экспертизы π*(s) в смысле 

близости к процедуре π0(s) понимается как 
min|)()(|max 0**

],[
→−

∈
ss

Ddr
ππ , где s* – равновесные сообщения 

экспертов. 
4.15*. Постройте последовательность {wi} и выпишите вид эк-

вивалентного прямого механизма для процедуры активной экспер-
тизы, оптимальной в смысле близости (см. задачу 4.14) к [3]: 

∑
=

α=π
n

i
ii ss

1

0 )( , где 10 ≤α≤ i , 1
1

=α∑
=

n

i
i

, ]1,0[∈is . 

4.16*. Для заданного механизма активной экспертизы с двумя 
экспертами постройте на плоскости ),( 21 rrr =  векторов точек пика 
функций предпочтения экспертов множества диктаторства [17]: 

∑
=

=
n

i
is

n
x

1

21 , ]1,0[∈is , ]1,0[∈ir , 2,1=i . 

4.17. В оргсистеме с n  агентами, имеющими функции затрат 
типа Кобба-Дугласа с параметрами α = 2, r = 1, центр выплачивает 



 137 

вознаграждение агентам пропорционально объемам выполненных 
работ: σi = λ yi. Общий объем работ R0 фиксирован. 

Постройте механизм распределения объемов работ на основа-
нии внутренних цен. Определите цены объемов работ для каждого 
агента в зависимости от его заявки. 

Исследуйте манипулируемость механизма внутренних цен в 
случаях а) гипотеза слабого влияния не выполнена и б) гипотеза 
слабого влияния выполнена. 

Что изменится, если функции затрат агентов линейны? Вогну-
ты? 

4.18. Для оргсистемы, состоящей из трех агентов, имеющих 

функции затрат 
i

i
iii r

y
ryc

2
),(

2

= ]1,0[=Ω∈ir , 3,1=i , и центра, которому 

необходимо, чтобы агенты выполнили объем работ R = 1: 
1) постройте механизм внутренних цен; 
2) определите равновесные по Нэшу заявки агентов; 
3) оцените эффективность механизма внутренних цен; 
Вектор типов агентов: r = {0.3, 0.6, 0.8}, центру известно только 

множество Ω возможных значений типов агентов. 
Какова будет эффективность системы, если центру достоверно 

известны типы агентов? 
4.19*. Представьте задачу распределения ресурсов как задачу 

обмена, и постройте модель соответствующей обменной схемы [10]. 
4.20*. Представьте задачу стимулирования как задачу обмена, и 

постройте модель соответствующей обменной схемы [10]. 
4.21*. Постройте механизм открытого управления 

π(s) = (x1(s), x2(s)) для задачи обмена в оргсистеме с одним агентом в 
условиях неполной информированности центра о типе агента 
r ∈ [rmin, rmax], rmin > 0. Считайте, что: f0(x1, x2) = x2 – x1 – функция 

полезности центра; r
x

xrxxf
2

),,(
2

2
1211 −=  – функция полезности 

агента. 
Задача центра – максимизация ожидаемой полезности от обмена 

Ef0(π(s)) → 
)(

max
sπ

. 

Центру известно вероятностное распределение типов агента на 
отрезке [rmin, rmax]: 

minmax

min)(
rr

rr
rF

−
−

= ; 
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Весь ресурс первого типа в неограниченном количестве сосре-
доточен у центра, весь ресурс второго типа в неограниченном коли-
честве сосредоточен у агента. 

4.22*. Постройте соответствующий прямой механизм планиро-
вания для механизма: 

g1(s) = s1 + 2 s2,  g2(s) = s1 + s2, ]1,0[∈is , 2,1=i , 2
21 ),( Rrr ∈ , 

и докажите его неманипулируемость, используя метод множества 
диктаторства [17]. Найдите равновесные по Нэшу сообщения аген-
тов в зависимости от вектора ),( 21 rr  их типов. 

4.23. Центр предполагает построение механизма планирования 
объемов работ начальника отдела i = 1 и подчиненных i = 2, 3 со-
гласно следующему механизму планирования: ]1;0[∈is , 0>ix , 

)()( 3211 ssssg +α+= , ii sssg +β= 1)( , α > 0, β < 1/4. Коэффици-
енты α и β характеризуют влияние увеличения заявок на объем 
работ подчиненных на план работ начальника и наоборот. 

Определите, при каких условиях для такого механизма плани-
рования возможно построение эквивалентного прямого механизма. 

4.24*. Механизм планирования в системе с двумя агентами име-
ет следующий вид: 

)
2

3cos()( 211 sssg π
+= , g2(s) = s1+s2, ]1,0[∈is , 2,1=i . 

Покажите, что для данного механизма невозможно построить 
эквивалентный прямой механизм. 

Найти множество возможных сообщений агентов, максимально 
близкое к начальному, для которого становится возможным по-
строение эквивалентного прямого механизма планирования [17]. 

4.25. Докажите, что механизм последовательного распределения 
ресурса является эквивалентным прямым механизмом для аноним-
ного механизма пропорционального распределения ресурса. 

4.26*. Исследуйте манипулируемость и эффективность меха-
низмов обратных приоритетов [3]. 

4.27*. Приведите определения следующих понятий и содержа-
тельные примеры: механизм планирования, манипулирование ин-
формацией, неманипулируемый механизм, прямой механизм, функ-
ция предпочтения, тип агента, принцип открытого управления, 
децентрализующие множества, условие совершенного согласования, 
гипотеза слабого влияния, однопиковая функция, механизм пропор-
ционального распределения, диктатор, анонимный механизм, меха-
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низм последовательного распределения, механизм внутренних цен, 
внутрифирменная цена, функция Кобба-Дугласа, механизм экспер-
тизы, условия Спенса-Мирлиса, условие индивидуальной рацио-
нальности, конкурсный механизм, конкурс (непрерывный, дискрет-
ный, прямой, простой) 
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ГЛАВА 5. Механизмы информационного 
управления в организационных системах 
 

Управлением, в соответствии с определением, приведенным 
выше, называется воздействие на управляемую систему с целью 
обеспечения требуемого ее поведения. Управляемая система с за-
данными составом и структурой – множество рациональных аген-
тов, принимающих самостоятельные решения о выбираемых дейст-
виях – в рамках теоретико-игровой модели описывается множеством 
агентов N, совокупностью их целевых функций (fi(⋅))i ∈ N, допусти-
мых множеств (Xi)i ∈ N и информированностью I. Значит, управление 
фиксированным множеством агентов может заключаться в воздей-
ствии на: целевые функции (мотивационное управление [17]), до-
пустимые множества (институциональное управление [15]) и ин-
формированность (информационное управление [19, 20]). В 
настоящей главе более подробно рассматривается именно информа-
ционное управление. 
 
5.1. Модель информационного управления 
 

С теоретико-игровой точки зрения задача управления состоит в 
том, чтобы сформировать для управляемых субъектов (агентов) 
такую игру, чтобы ее исход был наиболее благоприятным для 
управляющего органа (центра). Соответственно, задачу информаци-
онного управления можно неформально (качественно) сформулиро-
вать следующим образом: найти такую структуру информированно-
сти, чтобы исход рефлексивной игры (см. раздел 5.2) агентов 
(информационное равновесие) был бы наиболее благоприятен для 
центра. 

Перейдем к формальной постановке задачи. Пусть на множест-
ве действий реальных агентов и структур информированности зада-
на целевая функция центра Φ(x, I). Пусть, далее, центр может сфор-
мировать любую структуру информированности из некоторого 
множества ℑ’. При структуре информированности I ∈ ℑ’ вектор 
действий реальных агентов является элементом множества равно-
весных векторов [31] ΨX(I). Множество ΨX(I) может быть пустым, 
тогда центр, ввиду отсутствия равновесия, не может рассчитывать 
на тот или иной исход игры. Поэтому введем множество допусти-
мых структур, для которых существует хотя бы одно равновесие: 
ℑ = {I ∈ ℑ’ | ΨX(I) ≠ ∅}. 
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Если при заданной структуре I ∈ ℑ множество равновесных 
векторов ΨX(I) состоит более чем из одного элемента, то обычно 
(см., например, [2, 3, 36]) принимается одно из следующих двух 
предположений: 

1) гипотеза благожелательности (ГБ), состоящая в том, что у 
центра есть возможность обеспечить выбор агентами «нужного» 
равновесия; 

2) принцип максимального гарантированного результата 
(МГР), состоящий в том, что центр рассчитывает на наихудшее для 
себя равновесие игры агентов. 
В соответствии с ГБ и МГР получаем, соответственно, постановку 
задачи информационного управления в двух вариантах: 
(5.1) max;),(max

)(
→Φ ℑ∈Ψ∈ IIx

Ix
X

 

(5.2) .max),(min
)(

→Φ ℑ∈Ψ∈ IIx
Ix

X

 

Разумеется, в случае, когда для любого I ∈ ℑ множество ΨX(I) 
состоит ровно из одного элемента, (5.1) и (5.2) совпадают. 

Задачу (5.1) (либо (5.2)) будем называть задачей информацион-
ного управления в форме целевой функции. 

Опишем теперь задачу информационного управления в не-
сколько иной постановке, не зависящей от целевой функции центра. 
Пусть центр стремится добиться от агентов выбора вектора дейст-
вий x ∈ X'. Зададимся вопросом: для каких векторов x и каким обра-
зом (то есть при помощи формирования какой структуры I) центр 
может это сделать? Иначе говоря, вторая возможная постановка 
задачи информационного управления состоит в нахождении множе-
ства достижимости – множества векторов x ∈ X', для каждого из 
которых множество структур ΨI(x) ∩ ℑ 
(5.3) непусто, 
либо 
(5.4) состоит ровно из одного элемента, 
а также соответствующих допустимых структур информированно-
сти I ∈ ΨI(x) ∩ ℑ для каждого такого вектора x. Условие (5.3) соот-
ветствует ГБ, условие (5.4) – МГР. 

Задачу (5.3) (либо (5.4)) будем называть задачей информацион-
ного управления в форме множества достижимости. 

Еще раз подчеркнем, что вторая постановка не зависит от целе-
вой функции центра и отражает лишь его возможность при помощи 
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информационного управления привести систему в то или иное 
состояние. 

Как в первой, так и во второй постановке центр может либо ин-
тересоваться, либо не интересоваться стабильностью (см. раздел 5.3) 
получившегося информационного равновесия. Если требуется осу-
ществить стабильное информационное управление, то есть привести 
систему в стабильное информационное равновесие, то в приведен-
ных выше постановках требуется заменить Ψ на Ψs, а термины 
«равновесие» и «равновесный» – на «стабильное равновесие» и 
«стабильно-равновесный» соответственно. 

Моделирование информационного управления. Предлагае-
мая модель информационного управления представлена на Рис. 5.1. 

Модель включает в себя агента (агентов) и управляющий орган 
– центр. Каждый агент характеризуется циклом «информирован-
ность агента → действие агента → наблюдаемый агентом результат 
→ информированность агента», и у разных агентов эти три компо-
ненты цикла являются, вообще говоря, различными. В то же время, 
и это отражает надпись «Агент(ы)» на Рис. 5.1, можно считать этот 
цикл общим для всей управляемой подсистемы, то есть для всего 
набора агентов. 
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Рис. 5.1. Модель информационного управления 
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Что касается взаимодействия агента (агентов) и центра, то оно 
характеризуется: 

1) информационным воздействием центра, формирующим ту 
или иную информированность агента (агентов)21; 

2) реальным результатом действия агента (агентов), который 
оказывает влияние на интересы центра. 

Обсудим модель, изображенную на Рис. 5.1, более подробно. 
Математическим аппаратом, моделирующим теоретико-игровое 

взаимодействие агентов, являются рефлексивные игры, в которых 
агенты выбирают действия на основе своих структур информиро-
ванности – иерархии представлений о существенных параметрах 
ситуации («состоянии природы»), представлений о представлениях 
оппонентов (других агентов) и т.д. Таким образом, в терминах реф-
лексивных игр информированность агента моделируется при помо-
щи его структуры информированности (соответственно, информи-
рованность всей управляемой подсистемы моделируется при 
помощи структуры информированности игры, являющейся объеди-
нением структур информированности агентов). 

Исходя из своей структуры информированности, агент выбира-
ет то или иное действие. Для заданной структуры информированно-
сти действия агентов являются компонентами информационного 
равновесия, являющегося решением рефлексивной игры. Информа-
ционное равновесие является обобщением равновесия Нэша – наи-
более распространенной концепции решения некооперативных игр. 
Информированность агента о ситуации и о представлениях оппонен-
тов может быть, вообще говоря, неадекватной. Поэтому наблюдае-
мый агентом результат рефлексивной игры может как соответство-
вать его ожиданиям, так и не соответствовать им. Соответствие 
определяется двумя факторами: 

1) насколько адекватно информирован агент на момент выбора 
своего действия; 

2) насколько подробную информацию о результатах игры он 
наблюдает. 

Например, наблюдаемым результатом может быть значение его 
целевой функции, действия оппонентов, истинное значение неопре-

                                                 
21 Отметим, что можно рассматривать и воздействие центра на наблю-
даемый агентом (агентами) результат, то есть «центр → наблюдаемый 
результат» на Рис. 5.1. Однако это рассмотрение (в некотором смысле 
сближающее информационное управление с мотивационным) выходит за 
рамки настоящей работы. 
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деленного параметра и пр. В общем случае агент наблюдает значе-
ние некоторой функции, зависящей от состояния природы и дейст-
вий оппонентов. Эта функция называется функцией наблюдения, и 
воздействие ее значения на информированность отображено на 
рисунке фрагментом «наблюдаемое действие → информирован-
ность». Если все агенты наблюдают именно тот результат, на какой 
рассчитывают (то есть реальное значение функции наблюдения 
каждого агента равно ожидаемому), то естественным является пред-
положение о том, что структура информированности не меняется. В 
этом случае информационное равновесие является стабильным (см. 
ниже). 

Рассмотрим теперь взаимодействие агентов с центром. Осуще-
ствляя информационное управление, центр стремится к максимиза-
ции своей полезности (разумеется, это относится и к другим типам 
управления). Если считать, что центр может сформировать любую 
структуру информированности из некоторого допустимого множе-
ства, то задачу информационного управления можно сформулиро-
вать следующим образом: найти такую структуру информированно-
сти из допустимого множества структур, чтобы полезность центра в 
информационном равновесии была максимальной (быть может, с 
учетом затрат центра на формирование структуры). 

Подчеркнем следующее важное обстоятельство: в рамках пред-
лагаемой модели мы исходим из предположения о том, что центр 
может сформировать у агентов любую структуру информированно-
сти. За рамками наших рассмотрений остается вопрос о том, каким 
образом центру следует «убедить» агентов в том, что имеют место 
те или иные состояния природы и представления оппонентов. 

Можно, однако, в рамках рассматриваемой модели классифи-
цировать способы управляющего воздействия на информирован-
ность агентов для формирования той или иной структуры. Такими 
способами являются: 

1) информационное регулирование – целенаправленное влияние 
на информацию о состоянии природы; 

2) рефлексивное управление – целенаправленное влияние на ин-
формацию о представлениях оппонентов; 

3) активный прогноз – целенаправленное сообщение информа-
ции о будущих значениях параметров, зависящих от состояния 
природы и действий агентов. 

Классификация задач информационного управления. В дан-
ной главе рассматриваются двухуровневые ОС с одним центром и 
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многими агентами в условиях неполной информированности аген-
тов – каждый из субъектов может иметь свои представления о при-
роде. 

Задачу информационного управления будем рассматривать 
1) в форме целевой функции либо множества достижимости; 
2) с использованием гипотезы благожелательности (ГБ) либо 

принципа максимально гарантированного результата (МГР); 
3) с требованием стабильности или без требования стабильно-

сти. 
Выбор одного из этих восьми вариантов определяется конкрет-

ной моделируемой ситуацией. Однако в любом случае необходимым 
(и, как показывает опыт, наиболее сложным и трудоемким для 
исследователя) этапом является установление связи между структу-
рой информированности и вектором действий агентов, то есть ис-
следование информационного равновесия. 
 
5.2. Рефлексивные игры 
 

Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов. Если в ситуа-
ции присутствует неопределенный параметр θ ∈ Ω (будем считать, 
что множество Ω является общим знанием), то структура информи-
рованности Ii (как синоним будем употреблять термины информа-
ционная структура и иерархия представлений) i-го агента включает 
в себя следующие элементы. Во-первых, представление i-го агента о 
параметре θ – обозначим его θi, θi ∈ Ω. Во-вторых, представления i-
го агента о представлениях других агентов о параметре θ – обозна-
чим их θij, θij ∈ Ω, j ∈ N. В-третьих, представления i-го агента о 
представлении j-го агента о представлении k-го агента – обозначим 
их θijk, θijk ∈ Ω, j, k ∈ N. И так далее. 

Таким образом, структура информированности Ii i-го агента за-
дается набором всевозможных значений вида 

ljij ...1
θ , где l пробегает 

множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 
lii ...1

θ  ∈ Ω. 
Аналогично задается структура информированности I игры в 

целом – набором значений 
lii ...1

θ , где l пробегает множество целых 

неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 
ljij ...1

θ  ∈ Ω. Подчеркнем, что 
структура информированности I «недоступна» наблюдению агентов, 
каждому из которых известна лишь некоторая ее часть (а именно – 
Ii). 
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Таким образом, структура информированности – бесконечное n-
дерево (то есть тип структуры постоянен и является n-деревом), 
вершинам которого соответствует конкретная информированность 
реальных и фантомных агентов. 

Рефлексивной игрой ГI называется игра, описываемая следую-
щим кортежем: 
(5.5) ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Ω, I}, 
где N – множество реальных агентов, Xi – множество допустимых 
действий i-го агента, fi(⋅): Ω × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, 
Ω – множество возможных значений неопределенного параметра, I – 
структура информированности. 

Таким образом, рефлексивная игра [20] является обобщением 
понятия игры в нормальной форме, задаваемой кортежем 
{N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N}, на случай, когда информированность агентов 
отражена иерархией их представлений (информационной структу-
рой I). В рамках принятого определения «классическая» игра в 
нормальной форме является частным случаем рефлексивной игры – 
игры с общим знанием. В «предельном» случае – когда состояние 
природы является общим знанием – предлагаемая в настоящей 
работе концепция решения рефлексивной игры (информационное 
равновесие – см. ниже) переходит в равновесие Нэша. 

Совокупность связей между элементами информированности 
агентов можно изобразить в виде дерева (см. Рис. 5.2). При этом 
структура информированности i-го агента изображается поддеревом, 
исходящим из вершины θi. 

 

θ1 θi θn

θi1 θij θin

… …

… …

 
 

Рис. 5.2. Дерево информационной структуры 
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Сделаем важное замечание: в настоящей работе мы ограничим-
ся рассмотрением «точечной» структуры информированности, 
компоненты которой состоят лишь из элементов множества Ω. 
(Более общим случаем является, например, интервальная или веро-
ятностная информированность.) 

Стратегическая и информационная рефлексия. Итак, реф-
лексивной является игра, в которой информированность игроков не 
является общим знанием. С точки зрения теории игр и рефлексив-
ных моделей принятия решений целесообразно разделять стратеги-
ческую и информационную рефлексию [30]. 

Информационная рефлексия – процесс и результат размышле-
ний игрока о том, каковы значения неопределенных параметров, что 
об этих значениях знают и думают его оппоненты (другие игроки). 
При этом собственно «игровая» компонента отсутствует, так как 
никаких решений игрок не принимает. 

Иными словами, информационная рефлексия относится к ин-
формированности агента о природной реальности (какова игра), и о 
рефлексивной реальности (какой видят игру другие). 
Информационная рефлексия логически предшествует рефлексии 
несколько иного рода – стратегической рефлексии. 

Стратегическая рефлексия – процесс и результат размышлений 
игрока о том, какие принципы принятия решений используют его 
оппоненты (другие игроки) в рамках той информированности, кото-
рую он им приписывает в результате информационной рефлексии. 
Таким образом, информационная рефлексия имеет место только в 
условиях неполной информированности, и ее результат использует-
ся при принятии решений (в том числе – при стратегической реф-
лексии). Стратегическая рефлексия имеет место даже в случае пол-
ной информированности, предваряя принятие игроком решения о 
выборе действия (стратегии). Другими словами, информационная и 
стратегическая рефлексии могут изучаться независимо, однако в 
условиях неполной информированности обе они имеют место. 

Далее для формулировки некоторых определений и свойств нам 
понадобятся следующие обозначения: 

Σ+ – множество всевозможных конечных последовательностей 
индексов из N; 

Σ – объединение Σ+ с пустой последовательностью; 
|σ| – количество индексов в последовательности σ (для пустой 

последовательности принимается равным нулю), которое выше 
было названо длиной последовательности индексов. 
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Если θi – представления i-го агента о неопределенном парамет-
ре, а θii – представления i-го агента о собственном представлении, то 
естественно считать, что θii = θi. Иными словами, i-й агент правиль-
но информирован о собственных представлениях, а также считает, 
что таковы и другие агенты и т.д. Формально это означает, что 
выполнена аксиома автоинформированности, которую далее будем 
предполагать выполненной: 

∀ i ∈ N ∀ τ, σ ∈ Σ θτiiσ = θτiσ . 
Эта аксиома означает, в частности, что, зная θτ для всех τ ∈ Σ+ 

таких, что |τ| = γ, можно однозначно найти θτ для всех τ ∈ Σ+ таких, 
что |τ| < γ. 

Наряду со структурами информированности Ii, i ∈ N, можно 
рассматривать структуры информированности Iij (структура инфор-
мированности j-го агента в представлении i-го агента), Iijk и т.д. 
Отождествляя структуру информированности с характеризуемым ею 
агентом, можно сказать, что, наряду с n реальными агентами (i-
агентами, где i ∈ N) со структурами информированности Ii, в игре 
участвуют фантомные агенты (τ-агенты, где τ ∈ Σ+, |τ| ≥ 2) со 
структурами информированности Iτ = {θτσ}, σ ∈ Σ. Фантомные 
агенты, существуя в сознании реальных агентов, влияют на их дей-
ствия, о чем пойдет речь далее. 

Определим фундаментальное для дальнейших рассмотрений 
понятие тождественности структур информированности. 

Структуры информированности Iλ и Iµ (λ, µ ∈ Σ+) называются 
тождественными, если выполнены два условия: 

1) θλσ = θµσ для любого σ ∈ Σ; 
2) последние индексы в последовательностях λ и µ совпадают. 
Будем обозначать тождественность структур информированно-

сти следующим образом: Iλ = Iµ. 
Первое из двух условий в определении тождественности струк-

тур прозрачно, второе же требует некоторых пояснений. Дело в том, 
что далее мы будем обсуждать действие τ-агента в зависимости от 
его структуры информированности Iτ и целевой функции fi, которая 
как раз определяется последним индексом последовательности τ. 
Поэтому удобно считать, что тождественность структур информи-
рованности означает в том числе и тождественность целевых функ-
ций. 

Назовем λ-агента τ-субъективно адекватно информированным 
о представлениях µ-агента (или, короче, о µ-агенте), если 
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Iτλµ = Iτµ (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 
Будем обозначать τ-субъективную адекватную информирован-

ность λ-агента о µ-агенте следующим образом: Iλ >τ Iµ . 
Понятие тождественности структур информированности позво-

ляет определить их важное свойство – сложность. Заметим, что 
наряду со структурой I имеется счетное множество структур Iτ, 
τ ∈ Σ+, среди которых можно при помощи отношения тождествен-
ности выделить классы попарно нетождественных структур. Коли-
чество этих классов естественно считать сложностью структуры 
информированности. 

Будем говорить, что структура информированности I имеет ко-
нечную сложность ν = ν(I), если существует такой конечный набор 
попарно нетождественных структур {

1τI , 
2τI , …, 

ντI }, τl ∈ Σ+, 

l ∈ {1, …, ν}, что для любой структуры σI , σ ∈ Σ+, найдется тожде-
ственная ей структура 

l
Iτ  из этого набора. Если такого конечного 

набора не существует, будем говорить, что структура I имеет беско-
нечную сложность: ν(I) = ∞. 

Структуру информированности, имеющую конечную слож-
ность, будем называть конечной (еще раз отметим, что при этом 
дерево структуры информированности все равно остается бесконеч-
ным). В противном случае структуру информированности будем 
называть бесконечной. 

Ясно, что минимально возможная сложность структуры инфор-
мированности в точности равна числу участвующих в игре реальных 
агентов (напомним, что по определению тождественности структур 
информированности они попарно различаются у реальных агентов). 

Любой набор (конечный или счетный) попарно нетождествен-
ных структур Iτ, τ ∈ Σ+, такой, что любая структура Iσ, σ ∈ Σ+, тож-
дественна одной из них, называется базисом структуры информиро-
ванности I. 

Если структура информированности I имеет конечную слож-
ность, то можно определить максимальную длину последовательно-
сти индексов γ такую, что, зная все структуры Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| =γ , 
можно найти и все остальные структуры. Эта длина в определенном 
смысле характеризует ранг рефлексии, необходимый для описания 
структуры информированности. 

Будем говорить, что структура информированности I, ν(I) < ∞, 
имеет конечную глубину γ = γ (I), если: 
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1) для любой структуры Iσ, σ ∈ Σ+, найдется тождественная ей 
структура Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| ≤γ ; 

2) для любого целого положительного числа ξ, ξ <γ , существу-
ет структура Iσ, σ ∈ Σ+, не тождественная никакой из структур Iτ, 
τ ∈ Σ+, |τ| =ξ . 

Если ν(I) = ∞, то и глубину будем считать бесконечной: γ(I) = ∞. 
Понятия сложности и глубины структуры информированности 

игры можно рассматривать τ-субъективно. В частности, глубину 
структуры информированности игры с точки зрения τ-агента, τ ∈ Σ+, 
будем называть рангом рефлексии τ-агента. 

Граф рефлексивной игры. Если структура информированно-
сти имеет конечную сложность, то можно построить граф рефлек-
сивной игры, наглядно показывающий взаимосвязь между действия-
ми агентов (как реальных, так и фантомных), участвующих в 
равновесии. 

Вершинами этого ориентированного графа являются действия 
xτ, τ ∈ Σ+ , отвечающие попарно нетождественным структурам ин-
формированности Iτ, или компоненты структуры информированно-
сти θτ, или просто номер τ реального или фантомного агента, τ ∈ Σ+. 

Между вершинами проведены дуги по следующему правилу: к 
каждой вершине xσi проведены дуги от (n – 1) вершин, отвечающих 
структурам Iσij, j ∈ N \ {i}. Если две вершины соединены двумя 
противоположно направленными дугами, будем изображать одно 
ребро с двумя стрелками. 

Подчеркнем, что граф рефлексивной игры соответствует систе-
ме уравнений (5.6) (то есть определению информационного равно-
весия), в то время как решения ее может и не существовать. 

Итак, граф GI рефлексивной игры ГI (см. определение рефлек-
сивной игры выше), структура информированности которой имеет 
конечную сложность, определяется следующим образом: 

1) вершины графа GI соответствуют реальным и фантомным 
агентам, участвующим в рефлексивной игре, то есть попарно нетож-
дественным структурам информированности; 

2) дуги графа GI отражают взаимную информированность аген-
тов: если от одного агента (реального или фантомного) существует 
путь к другому агенту, то второй адекватно информирован о первом. 

Если в вершинах графа GI изображать представления соответст-
вующего агента о состоянии природы, то рефлексивная игра ГI с 
конечной структурой информированности I может быть задана 
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кортежем ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, GI}, где N – множество реальных 
агентов, Xi – множество допустимых действий i-го агента, 
fi(⋅): Ω × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, GI – граф рефлексив-
ной игры. 

Отметим, что во многих случаях рефлексивную игру более 
удобно (и наглядно) описывать именно в терминах графа GI, а не 
дерева информационной структуры (см. ниже примеры графов 
рефлексивных игр). 

 
5.3. Информационное равновесие 

 
Если задана структура I информированности игры, то тем са-

мым задана и структура информированности каждого из агентов 
(как реальных, так и фантомных). Выбор τ-агентом своего действия 
xτ в рамках гипотезы рационального поведения определяется его 
структурой информированности Iτ , поэтому, имея перед собой эту 
структуру, можно смоделировать его рассуждения и определить это 
его действие. Выбирая свое действие, агент моделирует действия 
других агентов (осуществляет рефлексию). Поэтому при определе-
нии исхода игры необходимо учитывать действия как реальных, так 
и фантомных агентов. 

Набор действий xτ
*, τ ∈ Σ+, называется информационным равно-

весием [30], если выполнены следующие условия: 
(5.6)      1) структура информированности I имеет конечную слож-

ность ν; 
              2) Σ∈∀ µλ,  Iλi = Iµi ⇒ xλi

* = xµi
*; 

              3) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ 
)...,,,,...,,(maxArg *

,
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Первое условие в определении информационного равновесия 
означает, что в рефлексивной игре участвует конечное число реаль-
ных и фантомных агентов. 

Второе условие отражает требование того, что одинаково ин-
формированные агенты выбирают одинаковые действия. 

И, наконец, третье условие отражает рациональное поведение 
агентов – каждый из них стремится выбором собственного действия 
максимизировать свою целевую функцию, подставляя в нее дейст-
вия других агентов, которые оказываются рациональными с точки 
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зрения рассматриваемого агента в рамках имеющихся у него пред-
ставлений о других агентах. 

В соответствии с условием 2, для определения информационно-
го равновесия требуется решить, казалось бы, бесконечное (счетное) 
число уравнений и получить столько же значений xτ

*. Однако оказы-
вается, что на самом деле число уравнений и значений конечно. 

Утверждение 5.1. Если информационное равновесие xτ
*, τ ∈ Σ+, 

существует, то оно состоит из не более чем ν попарно различных 
действий, а в системе (5.6) содержится не более чем ν попарно 
различных уравнений. 

Доказательство. Пусть xτ
*, τ ∈ Σ+, – информационное равнове-

сие. Тогда из конечности структуры информированности и условия 
2 сразу следует, что попарно различных чисел xτ

* не более ν. 
Рассмотрим две любые тождественные структуры информиро-

ванности: Iλ = Iµ. Соответственно, имеем θλ = θµ и xλ
* =xµ

*. Далее, для 
любого i ∈ N справедливо Iλi = Iµi, следовательно, xλi

* = xµi
*. Поэтому 

два уравнения системы (5.6), у которых в левой части стоят действия 
xλ

* и xµ
*

 , тождественно совпадают. Так как имеется ν попарно раз-
личных структур информированности, количество попарно различ-
ных условий (5.6) не превышает ν. • 

Таким образом, для нахождения информационного равновесия 
xτ

*, τ ∈ Σ+, достаточно записать ν условий (5.6) для каждого из ν 
попарно различных значений xτ

*, отвечающих попарно различным 
структурам информированности Iτ. 

Если все агенты являются одинаково информированными, то 
сложность структуры информированности минимальна и равна 
числу агентов. В этом случае система (5.6) переходит в определение 
равновесия Нэша, а информационное равновесие – в равновесие 
Нэша. 

Итак, в случае, когда все реальные агенты являются одинаково 
информированными (то есть рефлексивная реальность является 
общим знанием), информационное равновесие переходит в равнове-
сие Нэша (фантомных агентов «не возникает»).  

Информационное равновесие (см. (5.6)) является достаточно 
громоздкой конструкцией, и сразу увидеть связь между информаци-
онной структурой и информационным равновесием зачастую бывает 
затруднительно. Удобным языком описания взаимной информиро-
ванности агентов и выразительным средством анализа свойств 
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информационного равновесия является граф рефлексивной игры, 
описанный выше. 

Рассмотрим несколько примеров нахождения информационного 
равновесия с помощью графа рефлексивной игры. 

Примеры 5.1, 5.2. В этих примерах участвуют три агента с целе-
выми функциями следующего вида: 

,
2

)(),,,(
2

321321
i

ii
xxxxxxxxf −−−−= θθ

 
где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}; θ ∈ Ω = {1, 2}. 

Содержательно, xi – объем выпуска продукции i-м агентом, θ – 
спрос на производимую продукцию. Тогда первое слагаемое в целе-
вой функции может интерпретироваться как произведение цены на 
объем продаж – выручка от продаж (см. модели олигополии Курно в 
[1, 35, 36]), а второе слагаемое – как затраты на производство. 

Для краткости будем называть агента, считающего, что спрос 
низкий (θ = 1), пессимистом, а считающего, что спрос высокий 
(θ = 2) – оптимистом. Таким образом, в примерах 5.1, 5.2 ситуации 
различаются лишь вследствие различных структур информирован-
ности. 

Пример 5.1. Пусть первые два агента оптимисты, а третий – пес-
симист, причем все трое одинаково информированы. 

В соответствии со свойством 2 определения информационного 
равновесия, аналогичные соотношения выполняются для равновес-
ных действий xσ

*. 
Видно, что любая структура информированности тождественна 

одной из трех, образующих базис: {I1, I2, I3}. Поэтому сложность 
данной структуры информированности равна трем, а глубина равна 
единице. Граф рефлексивной игры изображен на Рис. 5.3. 

 
 

x1

x2 x3

 
Рис. 5.3. Граф рефлексивной игры в примере 5.1 
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Для нахождения информационного равновесия надо решить 
следующую систему уравнений (см. (5.6)): 
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Таким образом, действия агентов в ситуации информационного 
равновесия будут следующими: 

x1
* = x2

* = 1/2, x3
* = 0. • 

Пример 5.2. Пусть первые два агента оптимисты, а третий – 
пессимист, который считает всех трех агентов одинаково информи-
рованными пессимистами. Первые два агента одинаково информи-
рованы, причем оба они адекватно информированы о третьем агенте. 

Сложность данной структуры информированности равна пяти, а 
глубина равна двум [20]. Граф рефлексивной игры изображен на 
Рис. 5.4. 

 

x1 x2

x3

x31 x32

 
Рис. 5.4. Граф рефлексивной игры в примере 5.2 

 
Для нахождения информационного равновесия надо решить 

следующую систему уравнений (см. (5.6)): 
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Таким образом, действия реальных агентов в ситуации инфор-
мационного равновесия будут следующими: 

x1
* = x2

* = 9/20, x3
* = 1/5. 

Отметим, что лишь изменением информированности (перехо-
дом от информационной структуры Рис. 5.3 к структуре Рис. 5.4) 
удалось увеличить как суммарный объем выпускаемой агентами 
продукции, так и их суммарный выигрыш. • 

Стабильное информационное равновесие. Одной из особен-
ностей «классического» равновесия Нэша является его самоподдер-
живающийся характер – если игра повторяется несколько раз и все 
игроки, кроме i-го, выбирают одни и те же равновесные действия, то 
и i-му нет резона отклоняться от своего равновесного действия. Это 
обстоятельство очевидным образом связано с тем, что представле-
ния всех игроков о реальности адекватны – значение состояния 
природы является общим знанием. 

В случае информационного равновесия ситуация, вообще гово-
ря, может быть иной. Действительно, в результате однократного 
разыгрывания игры может оказаться, что какие-то из игроков (или 
даже все) наблюдают не тот результат, на который они рассчитыва-
ли. Это может быть связано как с неверным представлением о со-
стоянии природы, так и с неадекватной информированностью о 
представлениях оппонентов. В любом случае, самоподдерживаю-
щийся характер равновесия нарушается – если игра повторяется, 
действия игроков могут измениться. 

Однако в некоторых случаях самоподдерживающийся характер 
равновесия может иметь место и при различных (и, вообще говоря, 
неверных) представлениях агентов. Говоря неформально, это проис-
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ходит тогда, когда каждый агент (как реальный, так и фантомный) 
наблюдает тот результат игры, которого ожидает. Для формального 
изложения нам понадобится дополнить описание рефлексивной 
игры. 

Напомним, что рефлексивная игра задается кортежем 
{N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Ω, I}, где N = {1, 2, …, n} – множество участни-
ков игры (игроков, агентов), Xi – множество допустимых действий i-
го агента, fi(⋅): Ω × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, I – струк-
тура информированности. Дополним эту конструкцию набором 
функций wi(⋅): Ω × X’ → Wi, i ∈ N, каждая из которых отображает 
вектор (θ, x) в элемент wi некоторого множества Wi. Этот элемент wi 
и есть то, что i-й агент наблюдает в результате разыгрывания игры. 

Функцию wi(⋅) будем называть функцией наблюдения i-го агента 
[31]. Будем считать, что функции наблюдения являются общим 
знанием среди агентов. 

Если wi(θ, x) = (θ, x), то есть Wi = Ω × X’, то i-й агент наблюдает 
как состояние природы, так и действия всех агентов. Если, напротив, 
множество Wi состоит из одного элемента, то i-й агент ничего не 
наблюдает. 

Пусть в рефлексивной игре существует информационное равно-
весие xτ , τ ∈ Σ+ (напомним, что τ – произвольная непустая конечная 
последовательность индексов из N). Зафиксируем i ∈ N и рассмот-
рим i-го агента. Он ожидает в результате игры пронаблюдать вели-
чину: 
(5.7) wi (θi, xi1, …, xi,i-1, xi, xi,i+1, …, xin). 
На самом же деле он наблюдает величину: 
(5.8) wi (θ, x1, …, xi-1, xi, xi+1, …, xn). 

Поэтому требование стабильности для i-агента означает совпа-
дение величин (5.7) и (5.8) (напомним, что эти величины являются 
элементами некоторого множества Wi). 

Пусть величины (5.7) и (5.8) равны, то есть i-агент и после ра-
зыгрывания игры не сомневается в истинности своих представле-
ний. Однако является ли это достаточным основанием для того, 
чтобы он и в следующий раз выбрал то же действие xi? Ясно, что 
ответ отрицательный, что продемонстрируем на следующем приме-
ре. 

Пример 5.3. Пусть в рефлексивной биматричной игре, где 
Ω = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает стро-
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ку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}), приведенными на 
Рис. 5.5, 
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Рис. 5.5. Матрицы выигрышей в примере 5.3 

 
а граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 5.6. 

 

1 12 121 1 2 21 
 

 
Рис. 5.6. Граф рефлексивной игры в примере 5.3 

 
Пусть при этом θ = θ1 =1, θ2 = θ21 = 2, и каждый агент наблюдает 

свой выигрыш (то есть функция наблюдения агента совпадает с его 
функцией выигрыша). Ясно, что информационным равновесием 
является набор x1 = x2 = x21 = 2, то есть первый и второй агенты, а 
также 21-агент и все прочие фантомные агенты выбирают вторые 
действия. Однако реальное состояние природы θ = 1 становится 
известным второму агенту после розыгрыша игры (и получения им 
выигрыша 0 вместо ожидаемого 2). Поэтому в следующий раз вто-
рой агент выберет действие x2 = 1, что побуждает и первого агента 
изменить свое действие (выбрать x1 = 1). • 

Таким образом, для стабильности равновесия необходимо что-
бы и ij-агент, i, j ∈ N, наблюдал «нужную» величину. Он ожидает в 
результате игры пронаблюдать: 
(5.9) wj (θij, xij1, …, xij,j-1, xij, xij,j+1, …, xijn). 

На самом же деле (то есть i-субъективно, ведь ij-агент сущест-
вует в сознании i-агента) он наблюдает величину: 
(5.10) wj (θi, xi1, …, xi,j-1, xij, xi,j+1, …, xin). 

Поэтому требование стабильности для ij-агента означает совпа-
дение величин (5.9) и (5.10). 

В общем случае, то есть для τi-агента, τi ∈ Σ+, условие стабиль-
ности определим следующим образом. 

Информационное равновесие xτi , τi ∈ Σ+, будем называть ста-
бильным при заданной структуре информированности I, если для 
любого τi ∈ Σ+ выполняется 
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(5.11) wi (θτi, xτi1, …, xτi,i-1, xτi, xτi,i+1, …, xτin) = 
= wi (θτ, xτ1, …, xτ,i-1, xτi, xτ,i+1, …, xτn). 

Информационное равновесие, не являющееся стабильным, бу-
дем называть нестабильным. В частности, информационное равно-
весие в примере 5.3 является нестабильным. 

Утверждение 5.2. Пусть структура информированности I имеет 
сложность ν и существует информационное равновесие xτi, τi ∈ Σ+. 
Тогда система соотношений (5.11) содержит не более чем ν попарно 
различных условий. 

Доказательство. Рассмотрим две любые тождественные [20] 
структуры информированности: Iλi = Iµi. Поскольку xτi – равновесие, 
имеем θλi =θµi , xλi =xµi, Iλij =Iµij, xλij =xµij для любого j ∈ N. Поэтому 
условия стабильности (5.11) для λi- и µi-агентов тождественно 
совпадают. Так как имеется ν попарно различных структур инфор-
мированности, количество попарно различных условий (5.11) не 
превышает ν. • 

Истинное и ложное информационные равновесия. Стабиль-
ные информационные равновесия будем разделять на два класса – 
истинные и ложные равновесия. Определение предварим примером. 

Пример 5.4. Рассмотрим игру, в которой участвуют три агента с 
целевыми функциями: 

,)(),,,( 321
321
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i
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xxxxxxxxrf ++
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где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}. Целевые функции являются общим зна-
нием с точностью до типов агентов – параметров ri > 0. Вектор 
r = (r1, r2, r3) типов агентов может интерпретироваться как состояние 
природы. При этом здесь и далее подразумевается, что свой собст-
венный тип известен каждому агенту достоверно. 

Граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 5.7, 
при этом r2 = r3 = r, r21 = r23 = r31 = r32 =c. Общим знанием является 
следующее: каждый игрок знает свой тип и наблюдает сумму дейст-
вий оппонентов. 

Нетрудно вычислить единственное информационное равнове-
сие этой игры: 
(5.12)   x2 = x3 = (3r – 2с) / 4, 

     x21 = x23 = x31 = x32 = (2c – r) / 4, 
     x1 = (2r1 – 3r + 2с) / 4. 
Условия стабильности (см. (5.11)) в данном случае выглядят 

следующим образом: 
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(5.13) x21 + x23 = x1 + x3, x31 + x32 = x1 + x2. 
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Рис. 5.7. Граф рефлексивной игры в примере 5.4 
 

Записаны условия для 2- и 3-агентов, поскольку для 1-, 21-, 23-, 
31-, 32-агентов они тривиальны. 

Подставляя (5.12) в (5.13), получаем, что необходимым и доста-
точным условием стабильности является равенство: 
(5.14) 2с = r1 + r. 

Пусть условие (5.14) выполнено. Тогда равновесные действия 
реальных агентов таковы: 
(5.15) x2 = x3 = (3r – r1) / 4, x1 = (3r1 – 2r ) / 4. 

Предположим теперь, что типы агентов стали общим знанием 
(см. Рис. 5.8). 

 

21

3

22

 
Рис. 5.8. Общее знание в примере 5.4 

 
Нетрудно убедиться, что в случае общего знания единственным 

равновесием будет (5.15). • 
Таким образом, при выполнении условия (5.14) имеет место не-

сколько парадоксальная ситуация. Представления второго и третьего 
агентов не соответствуют действительности (Рис. 5.7), однако их 
равновесные действия (5.15) в точности такие, как были бы в случае 
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одинаковой информированности (Рис. 5.8). Назовем такое стабиль-
ное информационное равновесие истинным. 

Пусть набор действий xτi, τi ∈ Σ+, является стабильным инфор-
мационным равновесием. Будем называть его истинным равновеси-
ем, если набор (x1, …, xn) является равновесием в условиях общего 
знания о состоянии природы θ (или о наборе (r1, …, rn) типов аген-
тов). 

Из определения, в частности, следует, что в условиях общего 
знания любое информационное равновесие является истинным. 
Рассмотрим еще один случай, когда этот факт имеет место. 

Утверждение 5.3. Пусть целевые функции агентов имеют вид: 
fi (ri, x1, …, xn) = ϕi (ri, xi, yi(x-i)), 

а функции наблюдения – вид wi(θ, x) = yi(x-i), i ∈ N. Содержательно 
это означает следующее: выигрыш каждого агента зависит от его 
типа, его действия и функции наблюдения, зависящей от действий 
остальных агентов (но не от их типов). Тогда любое стабильное 
равновесие является истинным. 

Доказательство. Пусть xτi, τi ∈ Σ+, – стабильное информацион-
ное равновесие, и условия утверждения выполнены. Тогда для лю-
бого i ∈ N имеем: 

xi ∈ ),,(maxArg , iiiiiXy
xyrf

ii
−∈

=
ii Xy ∈

maxArg ϕi (ri, yi, yi(xi,-i)). 

В силу стабильности справедливо равенство: 
yi(xi,-i) = yi(x-i), 

поэтому: 
xi ∈ 

ii Xy ∈
maxArg ϕi (ri, yi, yi(x-i)) = ),,(maxArg iiiiXy

xyrf
ii

−∈
. 

Последнее соотношение означает (в силу произвольности 
i ∈ N), что набор (x1, …, xn) является равновесным при полной ин-
формированности. • 

Стабильное информационное равновесие, не являющееся ис-
тинным, называется ложным. 

Таким образом, ложное равновесие – это такое стабильное ин-
формационное равновесие, которое не является равновесием в слу-
чае одинаковой информированности агентов (в условиях общего 
знания). 

Пример 5.5. Пусть в рефлексивной биматричной игре, где 
Ω = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает стро-
ку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}) на Рис. 5.9. 
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Рис. 5.9. Матрицы выигрышей в примере 5.5 

 
Пусть, далее, в реальности θ = 2, однако оба агента считают 

общим знанием θ = 1. Каждый агент наблюдает пару (x1, x2), которая 
и является функцией наблюдения. 

Информационным равновесием является выбор каждым аген-
том действия 1. Если бы общим знанием было бы реальное состоя-
ние природы, равновесным был бы выбор каждым агентом действия 
2. Таким образом, выигрыши агентов в информационном равнове-
сии оказываются бóльшими, чем если бы общим знанием было 
реальное состояние природы. • 

Информационные воздействия. В данном пункте выделены 
некоторые способы осуществления центром информационного 
воздействия на агентов с целью формирования той или иной струк-
туры информированности. Эти способы – информационное регули-
рование, рефлексивное управления, активный прогноз. 

Таким образом, в контексте описанной ранее модели информа-
ционного управления данный пункт соответствует цепи «центр → 
информированность агента (агентов)» (см. Рис. 5.1). Отдавая себе 
отчет в тех ограничениях, которые присущи математическому моде-
лированию человеческого поведения (и, в частности, теоретико-
игровому подходу к информационному управлению), рассмотрим 
возможные виды информационных воздействий. 

В [23, с. 133] приведена следующая классификация информаци-
онных воздействий: 

1) входные данные – «сухие» факты; 
2) входные данные – логически обоснованные выводы, анали-

тические суждения, опирающиеся на определенный набор фактов; 
3) входные данные – эмоционально окрашенные утверждения, 

опирающиеся на «хорошо/плохо», «морально/аморально», «нравст-
венно/безнравственно» и т. п. 

Согласно [25, с. 203], новая информация, на основании которой 
агенты принимают решения, делится на  

4) жесткую, содержащую только реальные данные и факты; 
5) мягкую, которая включает прогнозы и оценки. 
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Очевидна аналогия между пунктами (1) и (4), а также (2) и (5). 
О них речь пойдет несколько ниже, а сейчас остановимся подробнее 
на пункте (3). 

В пункте (3) речь идет, по сути дела, об этическом аспекте ин-
формации и, соответственно, об этическом аспекте тех или иных 
решений. По-видимому, единственной пока попыткой формального 
описания этого аспекта являются работы В.А Лефевра, а также 
других авторов, развивающих предложенную им модель этического 
выбора – см. [6, 7-12, 28, 33, 34] и др. В этих работах предполагает-
ся, что принимающий решение агент осуществляет рефлексию 
первого рода [20], то есть занимает позицию наблюдателя по отно-
шению к своему поведению, своим мыслям и чувствам [14]. В аген-
те существует несколько соотнесенных друг с другом уровней, в 
частности, уровень, «отвечающий» за этический аспект выбора. 
Итоговое решение агента определяется как влиянием внешней сре-
ды, так и состоянием этих уровней. 

В теории игр (а также и в данной работе) агент понимается как 
индивид, то есть «неделимый», и осуществляет рефлексию второго 
рода – относительно принятия решений оппонентами. Поэтому, 
оставив пункт (3) за рамками наших рассмотрений, обратимся к 
пунктам (1), (4) и (2), (5). 

Структура информированности i-го агента (см. выше) включает 
в себя представления: 

1) о состоянии природы (θi); 
2) о представлениях оппонентов (θiσ , σ ∈ Σ+). 
Сообщение как первого, так и второго может быть элементом 

информационного воздействия. Иными словами, центр может сооб-
щить агенту (агентам) информацию как о состоянии природы (то 
есть о значении неопределенного параметра), так и о представлени-
ях оппонентов. 

Соответственно, получаем следующие виды информационных 
воздействий (см. [19]): 

(i) информационное регулирование; 
(ii) рефлексивное управление. 
Они примерно соответствуют пунктам (1), (4). 
Что касается пунктов (2), (5), то им примерно соответствует та-

кой вид информационного воздействия, как 
(iii) активный прогноз, 



 164 

представляющий собой сообщение информации о будущих значени-
ях неких параметров, зависящих от состояния природы и действий 
агентов [19]. 
 
5.4. Прикладные модели информационного управления 
 

«Принцип дефицита». Книга американского психолога 
Р. Чалдини [29] посвящена описанию и классификации стереотипов 
поведения, которым зачастую следуют люди, принимая те или иные 
решения. Эти стереотипы представляют собой некие «программы», 
которые «включаются» при определенных обстоятельствах и предо-
пределяют действия человека, в том числе и явно иррациональные 
действия. Р. Чалдини выделяет шесть «фундаментальных психоло-
гических принципов, которые лежат в основе человеческого поведе-
ния»: принцип последовательности, принцип взаимного обмена, 
принцип социального доказательства, принцип авторитета, принцип 
благорасположения, принцип дефицита (с. 13 – здесь и далее до 
конца раздела будем ссылаться на работу [29], указывая лишь стра-
ницу). Остановимся на последнем из этих принципов. 

Суть принципа дефицита состоит в следующем: «ценность че-
го-либо позитивного в наших глазах существенно увеличивается, 
если оно становится недоступным» (с. 222). В частности, это отно-
сится к дефицитной информации, причем «эксклюзивная информа-
ция является более убедительной (с. 235). В качестве одного из 
подтверждений этого тезиса приводится следующий эксперимент, 
проведенный изучавшим психологию бизнесменом, владельцем 
компании, импортирующей в США говядину. 

«Торговые агенты позвонили, как обычно, постоянным клиен-
там компании – закупщикам говядины для супермаркетов и других 
точек, торгующих продуктами в розницу, и одним из трех способов 
предложили им сделать заказ. Одни клиенты услышали предложе-
ние, сделанное в стандартной форме. Другим клиентам дополни-
тельно была предоставлена информация о том, что поставки им-
портной говядины будут сокращены в ближайшие несколько 
месяцев. Третья группа клиентов получила те же сведения, что и 
вторая группа, а также информацию о том, что мало кто узнает о 
предстоящем сокращении поставок, так как эти сведения поступили 
из надежного, но засекреченного источника. 

… По сравнению с клиентами, которым было сделано торговое 
предложение в стандартной форме, те клиенты, которым было также 
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сказано о дефиците говядины, заказали ее в два раза больше… 
Клиенты, которые решили, что владеют «исключительной» инфор-
мацией…приобрели в шесть раз больше говядины, чем клиенты, 
которым было сделано торговое предложение в стандартной форме. 
Очевидно, сообщение о том, что информация о дефиците сама явля-
ется дефицитной, сделала данную информацию особенно убеди-
тельной» (с. 235–236). 

Не подвергая сомнению справедливость выводов Р. Чалдини, 
попробуем взглянуть на ситуацию несколько по-иному и объяснить 
действия клиентов компании, исходя из теоретико-игровой модели. 

Итак, пусть имеется n клиентов компании – далее будем назы-
вать их агентами – принимающих решение об объемах закупки 
говядины. Будем считать, что число агентов n достаточно велико, 
все агенты идентичны и конкурируют по Курно при линейной зави-
симости цены от предложения. Это означает, что целевые функции 
агентов выглядят следующим образом: 

,)(),...,( 1 ii
Nj

jni cxxxQxxf −−= ∑
∈  

где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, …, n}, c ≥ 0. Содержательно, xi – объем продаж 
агента за рассматриваемый период времени, )( ∑

∈

−
Nj

jxQ  – цена, 

которая при этом устанавливается на рынке, c – оптовая цена, по 
которой агенты закупают товар. Тогда первое слагаемое в целевой 
функции может интерпретироваться как произведение цены на 
объем продаж – выручка от продаж, а второе слагаемое – как затра-
ты на закупку товара. 

Дифференцируя целевые функции, приравнивая производные к 
нулю и решая получившуюся систему, можно найти равновесные 
действия агентов в условиях общего знания: 

(5.16) 
1+

−
=

n
cQxi , i ∈ N, 

(по предположению все агенты идентичны, поэтому их равновесные 
действия одинаковы). Такова ситуация в отсутствии информацион-
ного воздействия. Агенты первого типа, которым было сделано 
предложение в стандартной форме, закупили товар в объеме (5.16), 
рассчитывая реализовать его в данный период времени. 

Рассмотрим теперь поведение агентов второго типа, которым 
было сообщено, что поставки будут сокращены. Можно предполо-
жить, что они считали этот факт общим знанием. В таком случае для 
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них рациональным действием было закупить в два раза больше 
товара, чтобы иметь возможность реализовать его в следующий 
период времени в том же равновесном количестве (5.16) (и одновре-
менно заниматься поисками других поставщиков). 

Наконец, рассмотрим поведение агентов третьего типа, которым 
было сообщено, что поставки будут сокращены и эта информация 
доступна лишь некоторому числу агентов. Для таких агентов, воз-
можно, рационально предположить следующее. Существуют два 
типа агентов – неинформированные и информированные (инсайде-
ры), к которым агенты третьего типа относят себя. Неинформиро-
ванные агенты в данном периоде будут реализовывать товар в объе-
ме (5.16), а в следующем, не имея товара, прекратят участие в игре. 
Таким образом, число игроков в следующем периоде (равное числу 
инсайдеров) сократится с n до некоторого числа kn, k < 1, где k – 
доля инсайдеров. Тогда в следующем периоде равновесным будет 
действие: 

(5.17) 
1+

−
=′

kn
cQxi . 

Сравнивая (5.16) и (5.17) легко видеть, что при больших n имеет 
место соотношение: 

kkn
n

x
x

i

i 1
1
1

≈
+
+

=
′

. 

Поэтому агенты третьего типа закупали товар в объеме 
)( ii xx ′+ , т. е. в k

1 + 1 раз больше, чем агенты первого типа. Если 
доля инсайдеров составляет, с точки зрения агентов третьего типа, 
пятую часть от общего числа агентов (то есть k =1/5 и этот факт 
субъективно является общим знанием), то получаем: 

iii xxx 6=′+ . 
В этом случае рациональным для агентов третьего типа является 
закупка в 6 раз большего объема товара, чем для агентов первого 
типа. Таким образом, при сделанных предположениях мы получаем 
именно тот результат, который описан в книге [29]. 

Аккордная оплата труда. Рассмотрим организационную сис-
тему, состоящую из центра и n агентов, осуществляющих совмест-
ную деятельность. 

Стратегией i-го агента является выбор действия yi ∈ Xi = 1
+ℜ , 

i ∈ N, стратегией центра – выбор системы стимулирования, опреде-
ляющей размер вознаграждения каждого агента в зависимости от 
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результата их совместной деятельности. Предположим, что техноло-
гия взаимодействия агентов такова, что для достижения требуемого 
результата необходимо, чтобы сумма их действий была не меньше 
заданной величины θ ∈ Ω. В этом случае i-й агент получает от цен-
тра фиксированное вознаграждение σi, i ∈ N, в случае же ∑

∈Ni
iy  < θ 

вознаграждение каждого агента равно нулю. 
Реализация действия yi ≥ 0 требует от i-го агента затрат ci(y, ri), 

где ri > 0 – его тип (параметр, описывающий индивидуальные ха-
рактеристики), i ∈ N. 

Относительно функций затрат агентов предположим, что ci(y, ri) 
– непрерывная возрастающая по yi и убывающая по ri функция, 
причем ∀ y-i ∈ X-i = ∏

∈ }{\ iNj
jX , ∀ ri > 0 ci(0, y-i, ri) = 0, i ∈ N. 

Описанную модель взаимодействия будем далее называть игрой 
«Аккордная оплата труда». Определим множество индивидуально 
рациональных действий агентов: 

IR = {y ∈ X' =∏
∈Ni

iX | ∀ i ∈ N σi ≥ ci(ri)}. 

Если затраты агентов сепарабельны, то есть затраты ci(yi, ri) ка-
ждого агента зависят только от его собственных действий и не 
зависят от действий других агентов, получаем, что IR = ∏

∈

+

Ni
iy ];0[ , 

где: 
+
iy  = max {yi ≥ 0 | ci(yi, ri) ≤ σi}, i ∈ N. 

Обозначим: 
Y(θ) = {y ∈ X' | ∑

∈Ni
iy  = θ}, 

Y*(θ) = Arg 
)(

min
θYy∈

 ∑
∈Ni

ii ryc ),( . 

Рассмотрим последовательно различные варианты информиро-
ванности агентов о значении параметра θ ∈ Ω. Как мы увидим, даже 
небольшое усложнение структуры информированности может суще-
ственно изменить множество информационных равновесий рассмат-
риваемой рефлексивной игры. 

Вариант I. Предположим, что значение θ ∈ Ω является общим 
знанием. Тогда равновесием игры агентов является параметрическое 
равновесие Нэша, принадлежащее множеству: 
(5.18) EN(θ) = IR ∩ Y(θ). 
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Определим также множество эффективных по Парето действий 
агентов: 
(5.19) Par(θ) = IR ∩ Y*(θ). 

Так как ∀ θ ∈ Ω Y*(θ) ⊆ Y(θ), то из (5.18) и (5.19) следует, что 
множество эффективных по Парето действий является одним из 
равновесий Нэша. Но множество равновесий Нэша может оказаться 
шире – в частности, при θ ≥ 

Ni∈
max  +

iy  оно всегда содержит вектор 

нулевых действий. 
Пусть функции затрат агентов являются функциями затрат типа 

Кобба–Дугласа: ci(yi, ri) = ri ϕ(yi / ri), где ϕ(⋅) – гладкая монотонно 
возрастающая выпуклая функция, удовлетворяющая равенству 
ϕ(0) = 0. 

Тогда эффективной по Парето является единственная точка: 
y*(θ) = { *

iy (θ)}, где *
iy (θ) = θ ri / ∑

∈Nj
jr , i ∈ N. 

Вычислим +
iy  = ri ϕ -1(σi / ri), i ∈ N, тогда при: 

(5.20) σi ≥ ri ϕ(θ / ∑
∈Nj

jr ), i ∈ N, 

множество Парето не пусто. 
Множества равновесий Нэша в игре n = 2 агентов для двух зна-

чений θ: θ2 > θ1 приведены на Рис. 5.10 (точка (0; 0) является равно-
весием Нэша в обоих случаях). 

Итак, мы рассмотрели простейший вариант информированности 
агентов, соответствующий ситуации, когда значение параметра 
θ ∈ Ω является общим знанием. Рассмотрим следующий (в порядке 
возрастания сложности структуры информированности агентов) 
вариант информированности, в рамках которого общим знанием 
являются индивидуальные представления {θi} агентов о значении 
параметра θ ∈ Ω. 

Вариант II. Предположим, что представления агентов о неопре-
деленном параметре попарно различны, но при этом являются об-
щим знанием. Иными словами, имеет место асимметричное общее 
знание. 

Не ограничивая общности, занумеруем агентов таким образом, 
чтобы их представления возрастали: θ1 < … < θn. Структура возмож-
ных равновесий в этой ситуации описывается следующим утвер-
ждением. 
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Рис. 5.10. Параметрическое равновесие Нэша игры агентов 

 
Утверждение 5.4. В игре «Аккордная оплата труда», для кото-

рой θi ≠ θj при i ≠ j, равновесными (в зависимости от соотношения 
между параметрами) могут быть следующие n + 1 исходов: 
{y* | *

iy = 0, i ∈ N}; {y* | *
ky = θk , *

iy = 0, i ∈ N, i ≠ k}, k ∈ N. Содержа-
тельно это означает следующее: либо никто не работает, либо рабо-
тает один k-й агент, выбирая действие θk. 

Доказательство. Пусть вектор действий y* = ( *
1y , …, *

ny ) явля-

ется равновесием (очевидно, при этом +≤ ii yy*  для любого i ∈ N). 

Пусть существует такое k ∈ N, что *
ky  > 0. Покажем, что в этом 

случае ∑
∈Ni

iy*  = θk. 

Действительно, если ∑
∈Ni

iy*  < θk, то k-й агент не рассчитывает на 

получение вознаграждения и, следовательно, может увеличить свой 
(субъективно ожидаемый) выигрыш с отрицательного до нулевого, 
выбрав нулевое действие. Если же ∑

∈Ni
iy*  > θk, то k-й агент рассчи-

тывает на получение вознаграждения, однако он может увеличить 
свой выигрыш, выбрав вместо *

ky  действие max {0, θk –
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∑
∈ }{\

*

kNi
iy } < *

ky . Таким образом, при ∑
∈Ni

iy*  ≠ θk k-й агент может уве-

личить свой выигрыш, что противоречит равновесности вектора y*. 
Мы показали, что, если *

ky  > 0, то ∑
∈Ni

iy*  = θk. Но в силу условия 

θi ≠ θj, i ≠ j, это равенство может выполняться лишь для одного 
k ∈ N. Поэтому если *

ky  > 0, то *
iy  = 0 для всех i ≠ k. При этом, 

очевидно, *
ky  = θk. • 

Рассмотрим теперь вопрос о том, при каких соотношениях меж-
ду параметрами θi, +

iy , i ∈ N, реализуется каждое из равновесий, 
перечисленных в формулировке утверждения 5.9. Вектор (0, …, 0) 
является равновесным в случае, когда никакой i-й агент не может 
собственными усилиями выполнить достаточную (с его точки зре-
ния) для получения вознаграждения работу (либо это усилие состав-
ляет в точности +

iy , так что выигрыш i-го агента остается нулевым). 

Это условие формально записывается следующим образом: +
iy  ≤ θi 

для любого i. Вектор {y* | *
ky  = θk , *

iy  = 0, i ≠ k} является равновес-

ным, если θk ≤ +
ky , а все агенты с номерами i > k, считая, что возна-

граждения не будет, являются недостаточно эффективными, чтобы 
собственными усилиями компенсировать величину θi – θk. Формаль-
но: θk + +

iy  ≤ θi для любого i > k. 
Возможные равновесия в игре двух агентов изображены на Рис. 

5.11. Заметим, что, в отличие от варианта I, существует область, в 
которой равновесие отсутствует. 

Рассмотрим теперь общий случай, когда представления агентов 
могут и совпадать: θ1 ≤ … ≤ θn. В этом случае может появиться 
целая область равновесий, аналогично варианту I. Пусть, например, 
выполняются соотношения θm = θm+1 = … = θm+p, θi ≠ θm при 

i ∉ {m, …, m + p}. Тогда при выполнении условий ∑
+

=

pm

mk
ky*  ≥ θm и 

θm + +
iy  ≤ θI, i > m, равновесным является любой вектор y*, для кото-

рого: ∑
+

=

pm

mk
ky*  = θm, +≤ kk yy* , k ∈ {m, …, m+p}; *

iy  = 0, 

i ∉ {m, …, m + p}}. 
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Рис. 5.11. Равновесия в игре двух агентов 

(область, где равновесия нет, обозначена символом «∅») 
 
Содержательно это означает, что в равновесии всю работу вы-

полняют агенты, которые одинаково представляют себе необходи-
мый для получения вознаграждения объем работы. 

Вариант III. Пусть теперь структура информированности игры 
имеет глубину 2, но каждый агент считает, что играет в игру с асим-
метричным общим знанием. В этом случае множество возможных 
равновесных ситуаций становится максимально возможным: 
∏
∈

+

Ni
iy ];0[ . Более того, справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 5.5. В игре «Аккордная оплата труда» для любого 
вектора действий y* ∈ ∏

∈

+

Ni
iy );0[  существует такая структура ин-

формированности глубины два (при которой каждый агент субъек-
тивно играет в игру с асимметричным общим знанием), что вектор 
y* является единственным равновесием. 

Доказательство. Достаточно для каждого i ∈ N положить 







=+

>
=

+ 0,

;0,
*

**

ii

ii
i yy

yy
ε

θ  
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(здесь ε – произвольное положительное число) и выбрать любые 
θij > ∑

∈

+

Ni
iy , j∈ N \ {i}. Тогда i-й агент ожидает от оппонентов нуле-

вых действий, а его собственным субъективно равновесным дейст-
вием является *

iy . • 
Замечание 1. Построенное в доказательстве утверждения 5.10 

равновесие является (объективно) Парето-эффективным, если сумма 
∑
∈Ni

iy*  равна истинному значению неопределенного параметра θ. 

Замечание 2. Действие += ii yy*  является равновесным, если 

θi = +
iy . Однако при этом равновесным будет и действие 0* =iy  – в 

обоих случаях субъективно ожидаемый i-м агентом выигрыш равен 
нулю. 

Вариант IV. Пусть теперь структура информированности игры 
имеет глубину два, и на нижнем уровне имеется симметричное 
общее знание. Иными словами, каждый фантомный агент считает: 
неопределенный параметр равен θ, и это общее знание. 

Оказывается, что и в этом случае множество равновесных си-
туаций является максимально возможным: ∏

∈

+

Ni
iy ];0[ . Более того, 

справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 5.6. В игре «Аккордная оплата труда» для любого 

вектора действий y* ∈ ∏
∈

+

Ni
iy );0[  существует такая структура ин-

формированности глубины два с симметричным общим знанием на 
нижнем уровне, что вектор y* является единственным равновесием. 

Доказательство. Возьмем любое значение θ > ∑
∈

+

Ni
iy  и будем 

считать, что это значение является общим знанием среди фантомных 
агентов. Тогда единственным равновесием в игре фантомных аген-
тов является выбор каждым из них нулевого действия. 

Далее, для каждого i ∈ N положим: 







=+

>
=

+ ,0,

,0,
*

**

ii

ii
i

yy

yy

ε
θ  
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где ε – произвольное положительное число. Тогда, как нетрудно 
видеть, наилучшим ответом i-го агента на ожидаемые им нулевые 
действия оппонентов является выбор действия *

iy . • 
Замечания 1 и 2, сделанные при анализе варианта III, можно по-

вторить дословно и для варианта IV. 
Таким образом, мы исследовали структуру информационных 

равновесий игры «Аккордная оплата труда» при различных вариан-
тах информированности агентов. Полученные результаты полно-
стью подтверждают интуитивно правдоподобный качественный 
вывод: в коллективе работников совместная работа возможна (явля-
ется равновесной) лишь в том случае, когда имеется общее знание о 
том, какой объем работ необходимо выполнить для получения воз-
награждения. 

Рассмотрим теперь вопрос о стабильности информационного 
равновесия. Анализ проведем для варианта II, когда имеет место 
асимметричное общее знание. Будем считать, что в результате игры 
общим знанием среди агентов становится факт выплаты или невы-
платы вознаграждения. 

Равновесие (0, …, 0), очевидно, стабильно в любом случае: ни-
кто не работает, не ожидает получить вознаграждение и не получает 
его. 

Равновесие вида {y* | *
ky = θk , *

iy = 0, i ∈ N, i ≠ k}, k ∈ N, в случае 

θ1 < … < θn возможно, как было показано выше, при θk ≤ +
ky , 

θk + +
iy  ≤ θi для любого i > k. Тогда i-агенты с номерами i ≤ k ожида-

ют выплаты вознаграждения, а с номерами i > k – не ожидают. По-
этому единственная возможность стабильности – условие k = n. 
Таким образом, получаем условие стабильности: 
(5.21) θn ≤ +

ny . 
Аналогично при θ1 ≤ …≤ θm-1 < θm =…= θn стабильным является 

любой набор 

{y* | ∑
=

n

mk
ky*  = θm, +≤ kk yy* , k ∈ {m, …, n}; *

iy  = 0, i ∉ {m, …, m + p}}. 

В соответствии с утверждением 5.10, центр может при помощи 
информационного управления (в частности, путем формирования 
структуры, при которой каждый агент субъективно играет в игру с 
асимметричным общим знанием) добиться от агентов любого набора 
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действий y* ∈ ∏
∈

+

Ni
iy );0[ . Оказывается, что существует и стабильное 

информационное управление, обеспечивающее этот результат. 
Покажем это для 0* >iy . 

Пусть задан набор y* ∈ ∏
∈

+

Ni
iy );0( , ∑

∈Ni
iy* ≥ θ. Положим для ка-

ждого i ∈ N θi = *
iy и для каждого j∈ N \ {i} возьмем любые θij такие, 

что θij < θi. Тогда для i-агента субъективно выполнено условие ста-
бильности (5.21) и *

iy – его единственное равновесное действие. При 
этом 

1) работа будет выполнена, и агенты получат вознаграждение; 
2) получение вознаграждения будет ожидаемым исходом для 

всех реальных и фантомных агентов. 
Содержательно, ситуация при этом возникает следующая: каж-

дый агент считает, что именно он выполнил всю работу и что это – 
общее знание. 

Коррупция. Рассмотрим следующую теоретико-игровую мо-
дель коррупции. Пусть имеются n агентов – чиновников, дополни-
тельный доход каждого из которых пропорционален сумме полу-
ченных им взяток xi ≥ 0, предложение которых будем считать 
неограниченным, i ∈ N= {1, …, n}. Пусть каждый из n агентов ха-
рактеризуется своим типом ri > 0, i ∈ N, и тип агента достоверно ему 
известен, но не известен остальным агентам. Содержательно тип 
агента может интерпретироваться как субъективное восприятие им 
«силы» штрафов. 

За коррупционную деятельность (xi ≥ 0), вне зависимости от ее 
размера, на агента может быть наложен штраф χi(x, ri), зависящий от 
действий x = (x1, x2, …, xn) ∈ n

+ℜ  всех агентов и типа данного агента. 
Таким образом, целевая функция i-го агента имеет вид: 

(5.22) fi(x, ri) = xi – χi(x, ri), i ∈ N. 
Относительно функции штрафов предположим, что она имеет 

вид: 
(5.23) χi(x, ri) = ϕi(xi, Qi(x-i), ri). 

Содержательно предположение (5.23) означает, что штраф, на-
кладываемый на i-го агента, зависит от его действия и от агрегиро-
ванной обстановки Qi(x-i) (которая может интерпретироваться как 
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«общий уровень коррумпированности остальных чиновников» с 
точки зрения i-го агента). 

Предположим, что число агентов и общий вид целевых функ-
ций являются общим знанием, а относительно параметра 
r = (r1, r2, …, rn) ∈ n

+ℜ  каждый из агентов имеет иерархию представ-
лений: rij – представление i-го агента о типе j-го агента, rijk – пред-
ставление i-го агента о представлениях j-го агента о типе k-го агента 
и т.д., i, j, k ∈ N. 

Предположим также, что агенты наблюдают общий уровень 
коррумпированности. Поэтому стабильность информационного 
равновесия будет иметь место при любых представлениях о типах 
реальных или фантомных оппонентов, таких, что соответствующее 
информационное равновесие приводит к одному и тому же значе-
нию агрегата Qi(⋅) для любого i ∈ N. 

Тогда, как нетрудно видеть, для целевых функций агентов 
(5.22), (5.23) выполнены условия утверждения 5.8. Поэтому для 
любого числа агентов и любой структуры информированности все 
стабильные равновесия в рассматриваемой игре являются истинны-
ми. Таким образом, справедливо следующее 

Утверждение 5.7. Пусть набор действий xτ
*, τ ∈ Σ+, – стабильное 

информационное равновесие в игре (5.22), (5.23). Тогда это истин-
ное равновесие. 

Следствие. Уровень коррумпированности в стабильной ситуа-
ции не зависит от взаимных представлений коррупционеров о типах 
друг друга. При этом не важно, являются ли сами эти представления 
истинными или ложными.  

Отсюда вытекает, что невозможно повлиять на уровень кор-
румпированности лишь путем изменения взаимных представлений. 
Поэтому любое стабильное информационное управление приводит к 
одному и тому же уровню коррумпированности. 

Предположим, что: 
ϕi(xi, Qi(x-i), ri) = xi (Qi(x-i) + xi) / ri, Qi(x-i) = ∑

≠ij
jx , i ∈ N, 

и все типы одинаковы: r1 = … = rn = r. Тогда, как нетрудно убедить-

ся, равновесные действия агентов таковы: xi = 1+n
r

, i ∈ N, а общий 

уровень коррумпированности составляет ∑
∈ +

=
Ni

i n
nrx

1
. 
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Изменить последнюю величину можно, лишь повлияв непо-
средственно на типы агентов. 

Биполярный выбор. Рассмотрим ситуацию, когда агенты из 
бесконечно большой «популяции» осуществляют выбор между 
двумя альтернативами, которые будем для общности называть 
позитивным и негативным полюсами. Это может быть кандидат на 
выборах (голосовать «за» или «против»), продукт или услуга (поку-
пать или нет), этический выбор (поступить «хорошо» или «плохо») 
и пр. 

В силу бесконечности числа агентов будем считать, что при ре-
шении задачи управления всей «популяцией» выбор каждого кон-
кретного агента не играет роли, а важна доля агентов, выбирающих 
позитивный полюс. Иначе это можно сформулировать следующим 
образом: действием «агрегированного» агента является вероятность 
x выбора им позитивного полюса. 

Примем следующие предположения: 
1) существует n различных типов агентов; 
2) доля агентов i-го типа составляет αi, 0 ≤ αi ≤ 1; 
3) действие агента i-го типа задается функцией реакции на ожи-
дание: 

π(p), π : [0, 1] → [0, 1], 
где p – ожидаемая агентами вероятность выбора позитивного полю-
са произвольным агентом из «популяции». Иными словами, если 
агент ожидает, что доля выбравших позитивный полюс составляет p, 
то его действие xi определяется следующим образом: 

xi = πi (p). 
4) пункты 1–3 являются общим знанием среди агентов. 
Пусть хi ∈ [0, 1] – действие агента i-го типа. Тогда доля вы-

бравших позитивный полюс составляет: p = ∑
=

n

j
jj x

1

α . 

Определим равновесие биполярного выбора как набор действий 
хi, удовлетворяющих системе соотношений: 

(5.24) хi = πi ∑
=

n

j
jj x

1

)( α , i = 1, …, n. 

В качестве отступления заметим, что соотношения (5.24) явля-
ются одной из возможностей описания биполярного выбора. Другие 
возможные подходы обсуждаются, например, в работах 
В.А. Лефевра [11], Т.А. Таран [28] и др. В этих работах предполага-
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ется, что принимающий решение агент осуществляет рефлексию 
первого рода [20], т.е. занимает позицию наблюдателя по отноше-
нию к своему поведению, своим мыслям и чувствам. Иными слова-
ми, в нем существует несколько соотнесенных друг с другом уров-
ней, а итоговое решение определяется как влиянием внешней среды, 
так и состоянием этих уровней. В данной же работе агент понимает-
ся как индивид, т.е. «неделимый», и осуществляет рефлексию вто-
рого рода – относительно принятия решений оппонентами. 

Вернемся к обсуждению равновесия биполярного выбора. Заме-
тим, что выражения (5.24) задают отображение единичного гипер-
куба [0, 1]n на себя: 

(5.25) (x1,…, xn) → (π1 ∑
=

n

j
jj x

1

)( α ,…, πn ∑
=

n

j
jj x

1

)( α ). 

Если функции πi(⋅) непрерывны (что представляется довольно 
естественным предположением), то и отображение (5.25) непрерыв-
но. Тогда по теореме о неподвижной точке (см., например, [21]) у 
системы (5.24) имеется хотя бы одно решение. 

Приведем пример. Пусть существуют агенты трех типов (n = 3), 
действия которых определяются следующими функциями: 

π1(p) ≡ 1,  π2(p) = p,  π3(p) ≡ 0. 
Содержательно: агенты первого типа независимо ни от чего вы-

бирают позитивный полюс, агенты третьего типа – негативный. Что 
касается агентов второго типа, то они колеблются, и их действия 
совпадают с ожидаемым действием «популяции» в целом. 

Система (5.24) в данном случае сводится к соотношениям: 
x1 = 1,    x2 = α1 x1 + α2 x2 + α3 x3,    x3 = 0, 

откуда (здесь и далее полагаем, что 0 < αi <1, i = 1, 2, 3): 

x1 = 1,   x2 =
2

1

1 α
α
−

,   x3 = 0. 

При этом: 

(5.26) p = α1 x1 + α2 x2 + α3 x3 = α1 + α2 
2

1

1 α
α
−

. 

Предположим теперь, что некий управляющий орган – центр – 
имеет возможность повлиять на ситуацию и стремится увеличить 
вероятность позитивного выбора в «популяции» в целом (т.е. вели-
чину p). Для этого центр может повлиять на агентов второй либо 
третьей группы (агенты первой группы и так выбирают x1 = 1). 
Пусть центр может повлиять на третью группу, переведя долю y ее 
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членов во вторую и затратив некий ресурс (например, финансовый) 
в объеме C2 y. Центр может также повлиять на вторую группу, изме-
нив представления ее членов об α3 (независимо от фактического 
значения этого параметра). Именно, влияние состоит в формирова-
нии у второй группы следующего представления: «доля x членов 
третьей группы перешли во вторую». Затраты на формирование 
такого представления составляют C1 x. 

Иными словами, центр может изменить либо реальную, либо 
«фантомную», воображаемую долю агентов третьего типа. При этом 
совокупный ресурс (бюджет), которым располагает центр, составля-
ет C. 

Задача центра состоит в следующем: распределить ресурс C 
(т.е. выбрать доли x и y) таким образом, чтобы вероятность p была 
максимальной. Формально оптимизационная задача центра ставится 
следующим образом (см. (5.26)): 

(5.27) p(x, y) = α1 + (α2 +y α3) 
)(1 32

1

αα
α

x+−
 → max 

при ограничениях: 
(5.28) C1 x + C2 y ≤ C,  0 ≤ x ≤ 1,  0 ≤ y ≤ 1. 

Легко видеть, что задача (5.27) сводится к максимизации функ-

ции ϕ(x, y) = 
)(1 32

32

αα
αα
x

y
+−

+
, которая возрастает по обоим аргумен-

там x и y, поэтому первое из ограничений (5.28) обращается в равен-
ство. Итак, задача свелась к нахождению максимума функции 

ψ(x) = 
32

313122

2132

2132

1
//1

)(1
/)(

αα
ααα

αα
αα

x
xCCCC

CCx
CxCC

−−
−+

=
+−
−+ . 

Нетрудно видеть, что функция ψ(x) является монотонно возрас-
тающей (соответственно, монотонно убывающей или константой), 
если выражение: 

(5.29) 
1

22

С
Сα +

1

3

С
Сα

 – (1 – α2) 

положительно (соответственно, отрицательно или равно нулю). 

Введем обозначения: k1 = 
C
C1 , k2 = 

C
C2 . Тогда условие положи-

тельности выражения (5.29) запишется в виде: 
(5.30) α3 > k1 – α2 (k1 + k2). 
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Далее будем предполагать, что C1 > C и C2 > C. Содержательно 
это означает, что у центра не так много ресурсов, чтобы всех агентов 
третьего типа «превратить» в агентов второго типа. При этом опти-
мальным будет такой выбор центра, когда весь ресурс вкладывается 
в увеличение либо реальной, либо воображаемой (при выполнении 
(5.30)) доли агентов второго типа. 

Зависимость оптимального выбора центра от параметров 
(α2, α3) изображена на Рис. 5.12. 
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Рис. 5.12. Оптимальный выбор центра 
 

На Рис. 5.12 заштрихована область, где выполнено условие 
(5.30), т.е. оптимально для центра весь ресурс направить на измене-
ние представлений: 

(5.31) x = 
1C

C , y = 0. 

Решение (5.31) отвечает ситуации, когда доля α2 агентов второ-
го типа достаточно велика. Из Рис. 5.12 видно, что если 

α2 > 
21

1

kk
k
+

, то решение (5.31) всегда оптимально. Если же: 
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(5.32) 
1

1

21

1

−+
−
kk

k < α2 < 
21

1

kk
k
+

, 

то решение (5.31) оптимально при достаточно больших α3. Содержа-
тельно последний случай означает следующее: при некотором диа-
пазоне значений параметра α2 (т.е. при выполнении (5.32)) опти-
мально влиять на представления, когда они слишком 
пессимистичны (т.е. когда α3 достаточно велико и, следовательно, 
велика вероятность p выбора негативного полюса). 

В заключение отметим, что рассмотрен простейший случай ин-
формационного управления в условиях биполярного выбора. Даль-
нейшее развитие модели (увеличение числа типов агентов, усложне-
ние структуры информированности, усложнение функций реакции 
на ожидание) и ее сопоставление с наблюдаемыми результатами 
действий экономических (покупатели) и политических (избиратели) 
агентов представляется перспективным направлением дальнейших 
исследований. 

Реклама товара. В настоящем подразделе рассматриваются 
модели информационного управления, осуществляемого средствами 
массовой информации (СМИ), на примере рекламы и предвыборных 
технологий. 

Предположим, что имеется агент – объект информационного 
воздействия. Цель воздействия – сформировать у агента определен-
ное отношение к конкретному объекту или субъекту. 

В случае рекламы агентом является потребитель, а объектом – 
товар или услуга [27]. Требуется, чтобы потребитель приобрел 
данный товар или услугу. 

В случае предвыборных технологий агентом является избира-
тель, а субъектом – кандидат. Требуется, чтобы избиратель проголо-
совал за данного кандидата [32]. 

Рассмотрим i-го агента. Всех остальных агентов объединим в 
одного, для обозначения которого будем использовать индекс j. 
Пусть θ ∈ Ω – объективная характеристика объекта, неизвестная 
достоверно ни одному из агентов. В качестве характеристик могут 
выступать потребительские свойства товаров, качества кандидатов и 
т.д. 

Обозначим θi ∈ Ω – представления i-го агента об объекте, 
θij ∈ Ω – его представления о представлениях об объекте j-го агента, 
и т.д. 
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Предположим для простоты, во-первых, что множество воз-
можных действий каждого агента состоит из двух действий: 
Xi = Xj = {a; r}, где действие a (accept) соответствует приобретению 
товара или услуги, голосованию за рассматриваемого кандидата и 
т.д., а действие r (reject) – отказу от приобретения товара или услуги, 
голосованию за других кандидатов и т.д. Во-вторых, предположим, 
что множество Ω состоит из двух элементов, характеризующих 
качества объекта – g (good) и b (bad), то есть Ω = {g; b}. 

Рассмотрим последовательно (в порядке усложнения) ряд моде-
лей поведения агента. 

Модель 0 (рефлексия отсутствует). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жества Ω свойств объекта во множество Xi действий агента, то есть 
Bi: Ω → Xi. Примером такого отображения может служить следую-
щее: Bi(g) = a, Bi(b) = r, то есть если агент считает, что товар (канди-
дат) хороший, то он его приобретает (отдает за него свой голос), и 
отвергает в противном случае. 

В данной модели информационное управление заключается в 
формировании у агента представлений об объекте, приводящих к 
требуемому выбору. В рассматриваемом примере для того, чтобы 
агент приобрел товар (проголосовал за требуемого кандидата), 
необходимо сформировать у него следующие представления: θi = g. 
(Напомним, что в настоящей работе технологии информационного 
воздействия (то есть способы формирования требуемых представле-
ний) не рассматриваются – см. их описание в [4, 27, 32].) 

Модель 1 (первый ранг рефлексии). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жеств Ω ∋ θi свойств объекта и Ω ∋ θij – представлений агента о 
представлениях других агентов – во множество Xi его действий, то 
есть Bi: Ω × Ω → Xi. Примерами такого отображения могут служить 
следующие: 

Bi(g, g) = a,   Bi(g, b) = a,   Bi(b, g) = r,   Bi(b, b) = r, 
и 

Bi(g, g) = a,   Bi(g, b) = r,   Bi(b, g) = a,   Bi(b, b) = r. 
В первом случае агент ориентируется на собственное мнение, 

во втором – на мнение других агентов («общественное мнение»). 
В данной модели информационное воздействие является реф-

лексивным управлением. Посредством него у агента формируются 
представления об объекте и о представлениях других агентов, при-
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водящих к требуемому выбору. В рассматриваемом примере для 
того, чтобы агент приобрел товар (проголосовал за требуемого 
кандидата), необходимо в первом случае сформировать у него сле-
дующие представления: θi = g, θij – любое, а во втором случае – 
θij = g, θi – любое. 

Следует подчеркнуть, что в информационном управлении по-
средством СМИ не всегда воздействие направлено на формирование 
непосредственно θij – в большинстве случаев воздействие осуществ-
ляется косвенно – у агента формируются представления о поведении 
(выбираемых действиях) других агентов, по которым данный агент 
может восстановить их представления. Примерами косвенного 
формирования представлений θij могут служить рекламные лозунги 
«Новое поколение выбирает Pepsi», «В то время, когда все настоя-
щие мужики …», обращение к мнению авторитетных людей и т.д.; 
информация о том, что по опросам общественного мнения значи-
тельное число избирателей собирается поддержать данного канди-
дата и т.д. 

Модель 2 (второй ранг рефлексии). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жеств Ω ∋ θi свойств объекта, Ω ∋ θij – представлений агента о пред-
ставлениях других агентов и Ω ∋ θiji – представлений агента о 
представлениях других агентов о его собственных представлениях – 
во множество Xi его действий, то есть Bi: Ω × Ω × Ω → Xi. Примером 
такого отображения, в котором проявляются отличные от нулевой и 
первой моделей свойства, может служить следующее: 

∀ θ ∈ Ω   Bi(θ, θ, g) = a,   Bi(θ, θ, b) = r. 
В данном случае агент следует своей «социальной роли» и про-

изводит выбор, которого от него ожидают другие агенты. 
В рассматриваемой модели информационное воздействие явля-

ется рефлексивным управлением и заключается в формировании у 
агента представлений о представлениях других агентов о его собст-
венных представлениях, приводящих к требуемому выбору. В рас-
сматриваемом примере для того, чтобы агент приобрел товар (про-
голосовал за требуемого кандидата), необходимо сформировать у 
него следующие представления: θiji = g. 

Следует подчеркнуть, что информационное воздействие не все-
гда направлено на формирование непосредственно θiji – в большин-
стве случаев воздействие осуществляется косвенно: у агента форми-
руются представления о том, что другие агенты ожидают от него 
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определенных действий. Речь идет о так называемом социальном 
влиянии, многочисленные примеры которого можно найти в учеб-
никах по социальной психологии [4]. 

Примерами косвенного формирования представлений θiji могут 
служить лозунги «Ты записался добровольцем?», «А ты купил (сде-
лал) …?», «В Вашем положении (при Вашем статусе) …?» и т.д.; 
информация о том, что по опросам общественного мнения большин-
ство представителей социальной группы, к которой принадлежит 
(или с которой идентифицирует себя) агент, собирается поддержать 
данного кандидата и т.д. 

Таким образом, мы рассмотрели простейшие модели информа-
ционного управления посредством СМИ, сформулированные в 
терминах рефлексивных моделей принятия решений и структур 
информированности. Во всех этих моделях ранг рефлексии не пре-
вышал двух (исключением является, наверное, очень редко встре-
чающаяся на практике ситуация, когда информационное воздейст-
вие направлено на формирование сразу всей информационной 
структуры, например путем навязывания «общего знания» – «Голо-
суй сердцем!», «… – наш выбор!» и т.д.). 

Представить себе реальные ситуации, в которых информацион-
ное воздействие направлено на более глубокие компоненты струк-
туры информированности, затруднительно. Поэтому перспективным 
направлением дальнейших исследований является изучение фор-
мальных моделей информационного управления (и технологий этого 
управления) агентами, осуществляющими коллективное принятия 
решений в условиях взаимосвязанной информированности. 

Предположим теперь, что имеется два типа агентов: агенты 
первого типа склонны приобретать товар независимо от его рекла-
мы, агенты второго типа в отсутствии рекламы приобретать товар не 
склонны. Обозначим θ ∈ [0; 1] – долю агентов первого типа. 

Агенты второго типа, доля которых есть 1 – θ, подвержены 
влиянию рекламы, но не осознают этого. Социальное влияние [4] 
отразим следующим образом: будем считать, что агенты второго 
типа с вероятностью p(θ) выбирают действие a и с вероятностью 1 –
 p(θ) выбирают действие r. Зависимость p(⋅) – вероятности выбора – 
от доли агентов, склонных приобретать товар, отражает нежелание 
агентов быть «белыми воронами». 

Если истинная доля θ агентов первого типа является общим 
знанием, то агенты ожидают, что именно θ агентов приобретут 
товар, а фактически наблюдают, что товар приобрели: 
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(5.33) x(θ) = θ + (1 – θ) p(θ) 
агентов (напомним, что мы предположили, что влияние рекламы не 
осознается агентами). Так как ∀ θ ∈ [0; 1] θ ≤ x(θ), то косвенное 
социальное влияние оказывается самоподтверждающим – «Смотри-
те, оказывается, склонны приобретать товар больше людей, чем мы 
считали!». 

Проанализируем теперь асимметричную информированность. 
Так как агенты первого типа выбирают свои действия независимо, 
то можно считать их адекватно информированными как о параметре 
θ, так и о представлениях агентов второго типа. 

Рассмотрим модель информационного регулирования, в кото-
рой центр, проводящий рекламную акцию, формирует у агентов 
второго типа представления θ2 о значении параметра θ. 

Сделав маленькое отступление, обсудим свойства функции p(θ). 
Будем считать, что p(⋅) – неубывающая на [0; 1] функция, такая, что 
p(0) = ε, p(1) = 1 – γ , где ε и δ – константы, принадлежащие единич-
ному отрезку, такие, что ε ≤ 1 – δ. Содержательно ε соответствует 
тому, что некоторые агенты второго типа «ошибаются» и, даже если 
считают, что все остальные агенты имеют второй тип, то приобре-
тают товар. Константа δ характеризует в некотором смысле подвер-
женность агентов влиянию – у агента второго типа имеется шанс 
быть самостоятельным и, даже если он считает, что все остальные 
агенты приобретут товар, отказаться от покупки. Частный случай 
ε = 0, δ = 1 соответствует независимым агентам второго типа, отка-
зывающимся от приобретения товара. 

Так как агенты не подозревают о наличии манипуляции со сто-
роны центра (см. принцип доверия в [19]), то они ожидают увидеть, 
что θ2 агентов приобретут товар. Фактически же его приобретут: 
(5.34) x(θ, θ2) = θ + (1 – θ) p(θ2). 

Если доход центра пропорционален доле агентов, приобретаю-
щих товар, а затраты на рекламу c(θ, θ2) являются неубывающей 
функцией θ2, то целевая функция центра (разность между доходом и 
затратами) в отсутствии рекламы равна (5.33), а в ее присутствии: 
(5.35) Φ(θ, θ2) = x(θ, θ2) – c(θ, θ2). 

Следовательно, эффективность информационного регулирова-
ния можно определить как разность между (5.35) и (5.33), а задачу 
информационного регулирования записать в виде: 
(5.36) Φ(θ, θ2) – x(θ) → 

2

max
θ

. 
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Обсудим теперь ограничения задачи (5.36). Первое ограниче-
ние: θ2 ∈ [0; 1], точнее: θ2 ≥ θ. 

Рассмотрим пример: пусть p(θ) = θ , c(θ, θ2) = (θ2 – θ) / 2 r , 
где r > 0 – размерная константа. Тогда задача (5.36) имеет вид: 
(5.37) (1 – θ) ( 2θ  – θ ) – (θ2 – θ) / 2 r  → 

]1;[2

max
θθ ∈

. 

Решение задачи (5.37) имеет вид: θ2(θ) = max {θ; r (1 – θ)2}, т.е. 

при θ ≥ 
r

rr
2

14)12( +−+  информационное регулирование для цен-

тра не имеет смысла (затраты на рекламу не окупаются, так как 
достаточная доля агентов приобретает товар в отсутствие рекламы). 

Наложим теперь дополнительно к θ2 ∈ [θ; 1] требование ста-
бильности информационного регулирования, а именно, в предполо-
жении наблюдаемости доли агентов, приобретающих товар, будем 
считать, что агенты второго типа должны наблюдать значение доли 
агентов, приобретающих товар, не меньшее, чем им сообщил центр, 
то есть условие стабильности имеет вид: x(θ, θ2) ≥ θ2. 

Подставляя (5.34), получим: 
(5.38) θ + (1 – θ) p(θ2) ≥ θ2. 

Следовательно, оптимальным стабильным решением задачи 
информационного регулирования будет решение задачи максимиза-
ции (5.36) при ограничении (5.38). 

В заключение настоящего раздела отметим, что в рассматри-
ваемом примере любое информационное регулирование будет ста-
бильным в смысле (5.38). Если же понимать под стабильностью 
полное совпадение ожидаемых и наблюдаемых агентами результа-
тов (то есть потребовать выполнение (5.38) как равенства), то един-
ственным стабильным информационным регулированием будет 
сообщение центра, что все агенты являются агентами первого типа, 
то есть θ2 = 1 (что чаще всего и имеет место в рекламе). 

Качественное обсуждение. Методы информационного управ-
ления, описанные в настоящей главе, являются наиболее тонкими, 
изощренными, «рискованными» по сравнению с прочими, поскольку 
информированность (мнения, убеждения) обычно смоделировать 
сложнее, чем, например, оргструктуру организации или даже моти-
вационную структуру субъекта. Более того, методы информацион-
ного управления могут применяться как «надстройка» над любыми 
другими методами, так как в результате применения управления в 
организационной системе формируется равновесие, зависящие от 
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информированности всех участников системы. А воздействие на 
структуру информированности может позволить управлять равнове-
сием, повышая эффективность функционирования системы с точки 
зрения лица, принимающего решения. 

В рамках принятой в рефлексивных играх модели принятия ре-
шений действия агента определяются не чем иным, как его инфор-
мированностью о состоянии природы и представлениях оппонентов 
(других агентов). Поэтому весьма важным является вопрос о том, 
каким образом информационные воздействия центра влияют на эти 
представления. Иными словами, вопрос состоит в следующем: как 
формируется информационная структура игры в зависимости от тех 
или иных информационных воздействий центра. 

Здесь необходимо признать, что сколько-нибудь исчерпываю-
щий ответ на этот вопрос, по видимому, невозможно получить, 
оперируя исключительно математическими (и, в частности, теорети-
ко-игровыми) моделями. Это обусловлено в первую очередь тем, что 
процесс усвоения человеком той или иной информации в очень 
большой степени обусловлен факторами социально-
психологического порядка. Как отмечено в [5, с. 81], «секрет высо-
коэффективного информационного управления – обращение к бес-
сознательному, в использовании приемов снятия барьеров воспри-
ятия и преодоления естественной толерантности человека к 
восприятию нового». 

Понятно, с какими трудностями связана формализация этого 
процесса, когда речь идет о принятии решения умным и рациональ-
ным агентом (intelligent rational decision-maker [36, p. 1]) – «главным 
героем» работ по теории игр. Все разработанные на данный момент 
концепции решения игры основываются, явно или неявно, на уже 
существующей к моменту начала игры структуре информированно-
сти22. Что было «до начала игры», как сложилась та или иная ин-
формированность – этот вопрос остается за рамками обсуждения. 
По-видимому, здесь проходит некая граница между реальным чело-
веком и модельным «умным рациональным агентом». 

Выше была приведена классификация информационных воз-
действий. 

                                                 
22 Не являются исключением и многошаговые игры, где в ходе разыгрыва-
ния игры может происходить изменение информированности участников 
(в том числе в силу информационного обмена между ними) – ведь и у 
многошаговой игры существует некий начальный момент и, соответст-
венно, начальная информированность участников. 
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Напомним пример, ставший основой модели «Принцип дефи-
цита» (см. раздел 5.4). В [29, с. 235] описан психологический экспе-
римент, проведенный изучавшим психологию бизнесменом, вла-
дельцем компании, импортирующей в США говядину. «Торговые 
агенты позвонили, как обычно, постоянным клиентам компании – 
закупщикам говядины для супермаркетов и других точек, торгую-
щих продуктами в розницу, и одним из трех способов предложили 
им сделать заказ. Одни клиенты услышали предложение, сделанное 
в стандартной форме. Другим клиентам дополнительно была пре-
доставлена информация о том, что поставки импортной говядины 
будут сокращены в ближайшие несколько месяцев. Третья группа 
клиентов получила те же сведения, что и вторая группа, а также 
информацию о том, что мало кто узнает о предстоящем сокращении 
поставок, так как эти сведения поступили из надежного, но засекре-
ченного источника. 

… По сравнению с клиентами, которым было сделано торговое 
предложение в стандартной форме, те клиенты, которым было также 
сказано о дефиците говядины, заказали ее в два раза больше… 
Клиенты, которые решили, что владеют «исключительной» инфор-
мацией… приобрели в шесть раз больше говядины, чем клиенты, 
которым было сделано торговое предложение в стандартной фор-
ме». 

В этом примере отчетливо видно осуществление информацион-
ного регулирования («поставки импортной говядины будут сокра-
щены») и рефлексивного управления («поставки импортной говяди-
ны будут сокращены… мало кто узнает о предстоящем сокращении 
поставок»). 

Приведем пример активного прогноза. В [13, с. 162] описывает-
ся следующий эффект. «Вечером 6 января 1981 года Джозеф Гран-
вилл, известный советник по капиталовложениям во Флориде, от-
правил своим клиентам телеграмму: «Цены на акции резко упадут; 
продавайте завтра». Очень скоро все узнали о совете Гранвилла, и 7 
января стало самым черным днем во всей истории Нью-йоркской 
фондовой биржи. По общему мнению, акции потеряли в цене около 
40 миллиардов долларов». 

Еще пример активного прогноза [26, с. 51]: «Если влиятельные 
эксперты, выполняя заказ главы государства, находящегося в кон-
фликтных отношениях с высшим органом законодательной власти, 
спрогнозировали неизбежность досрочного роспуска парламента, то 
это могло подвигнуть заказчика именно к такому развитию событий, 
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хотя реально оставались возможности для реализации иного сцена-
рия». 

В заключение данного раздела отметим, что на сегодняшний 
день существует несколько трактовок терминов «рефлексия» и 
«рефлексивное управление». В том числе, в рамках подходов школы 
В.А. Лефевра см. [6, 7-12, 24, 28, 33, 34] и др. (см. также [14]),. 

Успешность практического применения методов информацион-
ного управления в решающей степени зависит от адекватности 
моделей  

1) текущей информированности агентов; 
2) зависимости информационной структуры от сообщений (и 

иных действий) центра. 
 

Задачи и упражнения к главе 5 
 
5.1. В игре участвуют три агента с целевыми функциями сле-

дующего вида (олигополия Курно с нулевыми затратами на произ-
водство): fi(θ, x1, x2, x3) = (θ – x1 – x2 – x3) xi, где xi ≥ 0, 
i ∈ N = {1, 2, 3}; θ ∈ Ω = {1, 2}. 

Содержательно, xi – объем выпуска продукции i-м агентом, θ – 
величина, характеризующая спрос на производимую продукцию. 
Для краткости будем называть агента, считающего, что спрос низ-
кий (θ = 1), пессимистом, а считающего, что спрос высокий (θ  = 2) – 
оптимистом. 

Постройте граф рефлексивной игры и найдите информационное 
равновесие в следующих ситуациях: 

5.1.1. Первый и второй агенты оптимисты и считают всех трех 
агентов одинаково информированными оптимистами. Третий агент 
пессимист и считает всех трех агентов одинаково информированны-
ми пессимистами. 

5.1.2. Первый и второй агенты оптимисты и считают всех трех 
агентов одинаково информированными оптимистами. Третий агент 
пессимист и адекватно информирован о первых двух. 

5.1.3. Первый агент считает общим знанием, что спрос будет 
низким; второй агент считает общим знанием, что спрос будет 
высоким. Третий агент оптимист и адекватно информирован о пер-
вых двух. 

5.1.4. Каждый из агентов является оптимистом и считает, что 
остальные двое считают общим знанием низкий спрос. 
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5.2. Пусть в игре участвуют два агента с целевыми функциями 
fi(θ, x1, x2) = (θ – x1– x2) xi, где xi ≥ 0, i = 1, 2; θ ≥ 0. 

Приведите пример информационной структуры, в котором пер-
вый агент адекватно информирован о втором, представление перво-
го агента о неопределенном параметре соответствует действитель-
ности, однако в равновесии второй агент получает больший 
выигрыш, чем первый.  

5.3. Приведите пример ситуации с тремя участниками и неопре-
деленным параметром θ, в которой в действительности имеет место 
θ = θ0 и общим знанием среди агентов является θ = θ1 ≠ θ0. 

5.4. Приведите пример ситуации с тремя участниками и неопре-
деленным параметром θ, в которой в действительности имеет место 
θ = θ0 и если бы общим знанием среди агентов было бы θ = θ0, то 
выигрыш всех агентов в равновесии был бы меньше, чем в исходной 
ситуации. 

5.5. Проанализируйте, как в примерах 5.1 и 5.2 информирован-
ность влияет на действия и выигрыши агентов. 

5.6. В условиях примера 5.2 все трое агентов оптимисты, пер-
вый и второй взаимно информированы, второй и третий также вза-
имно информированы. По мнению первого агента, третий считает 
всех троих одинаково информированными пессимистами; также и 
первый агент, по мнению третьего, считает всех троих одинаково 
информированными пессимистами. Нарисуйте граф рефлексивной 
игры. Найдите информационное равновесие [20]. 

5.7. Пусть в ситуации участвуют два государства (А и В) и 
агент, который, будучи высокопоставленным чиновником государ-
ства А является одновременно осведомителем государства В, о чем 
государству А неизвестно. Нарисуйте граф рефлексивной игры [20]. 

5.8. Пусть в условиях задачи 5.7 агент на самом деле работает 
на государство А, а государству В передает лишь соответствующим 
образом обработанные сведения. Нарисуйте граф рефлексивной 
игры [20]. 

5.9. Играя в прятки, первый агент прячется в одной из несколь-
ких комнат разной освещенности, а другой агент должен выбрать ту 
комнату, где будет его искать. Степени освещенности всех комнат 
являются общим знанием. Стратегии агентов следующие. Ищущий 
при прочих равных условиях предпочитает искать, где светлее (там 
проще найти). Прячущемуся понятно, что в более темной комнате 
шансов найти его меньше, чем в освещенной. Возрастание ранга 
рефлексии означает, что агенту становится понятно, что это понятно 
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и его противнику, и т.д. Каковы максимальные целесообразные 
ранги рефлексии агентов [20]? 

5.10*. Продавец и покупатель, имеющие иерархию взаимных 
представлений о ценности продаваемого товара, должны придти к 
соглашению о цене, по которой произойдет сделка купли-продажи. 
Постройте модель. Найдите информационное равновесие [21, 31]. 

5.11*. Пусть в модели активной экспертизы (см. раздел 4.5)  ор-
ганизатор экспертизы имеет возможность сформировать у экспертов 
представления о мнениях друг друга. Какой диапазон коллективных 
решений может быть реализован как информационное равновесие  
рефлексивной игры экспертов [31]? 

5.12*. Постройте и исследуйте модель формирования команды – 
множества агентов, выборы которых согласованы с иерархией их 
взаимных представлений друг о друге [18]. 

5.13*. В условиях модели упражнения 5.12 исследуйте, как ин-
формированность агентов о действиях и результатах деятельности 
других членов команды влияет на скорость формирования команды 
[16]. 

5.14*. Для модели распределения ресурса (см. раздел 4.3) иссле-
дуйте, при каких взаимных представлениях агентов о необходимых 
им количествах ресурса существует стабильное информационное 
равновесие. В каких случаях это равновесие истинное? Докажите, 
что стабильные неадекватные представления могут существовать 
только относительно агентов, не входящих в число «диктаторов» 
[21]. 

5.15*. Приведите определения следующих понятий и содержа-
тельные примеры: множество достижимости, рефлексия (первого 
рода, второго рода, информационная, стратегическая), рефлексивная 
игра, структура информированности, информационное равновесие 
(стабильное, нестабильное, истинное, ложное), функция наблюде-
ния, информационное регулирование, рефлексивное управление, 
активный прогноз, аксиома автоинформированности, фантомный 
агент, сложностью структуры информированности, глубина струк-
туры информированности, ранг рефлексии, граф рефлексивной 
игры, равновесие биполярного выбора. 
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ГЛАВА 6. Механизмы формирования 
оптимальных структур управления 

 
В настоящей главе формулируются и решаются задачи анализа 

и синтеза структур управления; в том числе, описываются: задача 
формирования организационных иерархий (раздел 6.1), модели 
организационных структур (раздел 6.2), общая модель иерархии 
управления (раздел 6.3), методы поиска оптимальных древовидных 
структур (раздел 6.4). 

 
6.1. Задачи формирования организационных иерархий 

 
Как изучать организации? Этот на первый взгляд простой и 

даже странный вопрос (ведь организации изучаются с античных 
времен) при ближайшем рассмотрении оказывается совсем не про-
стым и вполне уместным. Дело в том, что организации – пожалуй, 
самая сложная, разнообразная, изменчивая и, как следствие, наиме-
нее изученная из известных в настоящее время «форм жизни». 

Разнообразие типов, видов, форм организаций растет постоянно 
и ускоренно, что не позволяет создать в настоящее время сколько-
нибудь общей концепции или теории. Даже наиболее постоянные из 
известных типов организаций, такие как семья, этнос, государство, 
претерпевают в последние десятилетия столь значительные измене-
ния, что описывающие их теории часто противоположны. 

Что же касается организаций, связанных с производственной 
деятельностью, то их изменение является прямым следствием их 
существования, точнее – следствием расширенного воспроизводст-
ва. Стремительно развивающиеся в последние десятилетия глобаль-
ные сетевые (в том числе, виртуальные) организации, на наших 
глазах объединяющиеся в интернет-сообщества, создающие интер-
нет-экономику и интернет-культуру, то есть – глобальный интернет-
социум, служат ярким примером сказанного. 

Формальные модели организаций начали активно разрабаты-
ваться с середины XX века вследствие, с одной стороны, практиче-
ской потребности управления все усложняющимися экономически-
ми, социальными и военными организациями, а с другой стороны, – 
появления новой научной методологии исследования сложных 
систем – системного подхода и системного анализа. С этого време-
ни организации являются предметом приложения и источником 
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развития математических методов (таких как методы оптимизации, 
исследование операций, теория игр и др.). 

Происшедшая в то же время компьютерная революция создала 
техническую базу нового математического метода – математическо-
го моделирования с его новым исследовательским аппаратом – 
численным экспериментом, и одной из задач численных экспери-
ментов стало моделирование функционирования организаций. 

Созданные к настоящему времени модели организаций, в ос-
новном, можно разделить на «экономические» и «инженерные». 

В течение первой половины XX века происходил непрерывный 
процесс формализации экономической науки, который в результате 
привел к созданию развернутой математической теории экономиче-
ского равновесия. Однако довольно скоро стало ясно, что эта теория, 
во-первых, не может объяснить многих наблюдаемых на реальных 
рынках эффектов, а, во-вторых, почти не рассматривает закономер-
ности внутренней организации экономических субъектов – фирм 
[30, 39, 41]. Последовательное совершенствование экономической 
теории во второй половине XX века привело к осознанию важности 
информационных аспектов функционирования экономических 
систем, таких, например, как асимметричная информированность 
агентов и ограниченные их возможности по обработке информации 
и принятию решений. В числе прочего неоклассическая экономиче-
ская теория позволила пролить свет на роль и место иерархических 
организаций в процессах производства и распределения благ. 

Параллельно с развитием математической экономики первая 
половина XX века была отмечена бурным прогрессом теории управ-
ления техническими системами. Развитие авиации и ракетной тех-
ники, связанное с созданием и эксплуатацией сложнейших техниче-
ских систем, породило насущную необходимость в формальных 
моделях организации их разработки и функционирования. Модели-
рование сложной технической системы невозможно без ее декомпо-
зиции на более простые подсистемы, позволяющей сначала исследо-
вать поведение изолированных подсистем, а затем описать их 
взаимосвязи [4]. Многоуровневая декомпозиция позволяет предста-
вить сложный объект в виде иерархии вложенных друг в друга более 
простых частей, задающих его структуру, и от того, насколько 
удачно выбрана структура проектируемой системы, во многом 
зависят и ее эксплуатационные характеристики [2]. Поэтому количе-
ство исследований, посвященных методам оптимизации структуры 
технических систем, непрерывно росло. Успешное применение 
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результатов этих работ в практике проектирования и управления 
техническими системами породило стремление расширить область 
их применения на организационные [5] и биологические [1] систе-
мы, что, в числе прочего, и было реализовано в ходе развития новых 
научных направлений – кибернетики [16] и теории систем [4, 7]. 

В настоящее время наблюдается сближение позиций экономи-
ческого и инженерного направлений в моделировании организаций. 
Не последнюю роль в этом сыграло развитие информационных 
технологий и вычислительной техники. Оказалось, что связанная с 
обработкой информации работа распределенных вычислительных 
систем во многом напоминает работу менеджеров в организациях, и 
в настоящее время многие экономисты (см., например, [26, 28, 45, 
50]) используют при моделировании организационных иерархий 
терминологию и результаты, пришедшие из инженерных наук, в 
частности, информатики. Таким образом, можно говорить о появле-
нии синтетических теорий, объединяющих достоинства инженерно-
го и экономического подходов. 

Любая экономическая система состоит из множества организо-
ванных некоторым образом агентов (сотрудников)24. Благодаря 
организации сотрудники действуют на основе определенных проце-
дур и правил (механизмов), что позволяет достичь цели системы.  

Специализация сотрудников организации повышает их эффек-
тивность по сравнению с множеством одиночных (неорганизован-
ных) агентов. Однако взаимодействие сотрудников с различной 
специализацией должно быть скоординировано для достижения 
общей цели. Это фундаментальная проблема любой организации, 
поскольку координация требует усилий, направленных на планиро-
вание совместной работы, контроль ее результатов, согласование 
целей отдельных сотрудников и т.д. Для реализации управленческих 
функций в организации создается иерархия25. 

С одной стороны, иерархия повышает эффективность взаимо-
действия сотрудников, например, с помощью планирования и кон-
троля материальных, информационных и других потоков. С другой 
стороны, реализация управленческих функций требует затрат. В 
современных экономических системах доля менеджеров, выпол-

                                                 
24 Ниже термины «организация» и «экономическая система» используют-
ся как синонимы. 
25 Сотрудники на более высоких уровнях иерархии обладают бóльшими 
правами, чем сотрудники нижних уровней, что позволяет системе дос-
тичь цели даже в случае конфликтов. 
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няющих только управленческие функции, достигает 40 % (см., 
например, [45]). Поэтому одним из ключевых факторов эффективно-
сти экономической системы является оптимальность иерархии 
управления. 

В реальных организациях возможности эксперимента со струк-
турой управления очень ограничены, поэтому важное значение 
приобретают модели, которые позволяют выбрать эффективную 
организационную иерархию, а также обосновать необходимость и 
направление ее реформирования при изменении условий функцио-
нирования организации. 

Классификация моделей иерархических структур. Подходы 
к формулировке и решению задач формирования организационных 
иерархий весьма разнообразны. Не в последнюю очередь это связано 
со сложностью описываемого объекта. Разобраться во всем много-
образии моделей помогает их классификация. В литературе встре-
чаются несколько принципов систематизации моделей формирова-
ния организационных структур. Так, ряд классификаций основыва-
ется на формальных характеристиках моделей: используемом 
математическом аппарате, типах рассматриваемых структур и т.п. 

Например, в [24] выделяются четыре основных подхода к по-
строению моделей формирования организационных структур. Пер-
вый подход основан на построении графа декомпозиции целей и 
задач организации26. Во втором подходе считается, что задача орга-
низации состоит в максимизации некоторого критерия эффективно-
сти – ее «целевой функции». В силу сложности этой функции, зада-
чу максимизации приходится декомпозировать и поручать решение 
частных задач отдельным подразделениям организации. Формиро-
вание организационной структуры сводится к поиску допустимой 
декомпозиции, минимизирующей потери эффективности. В третьем 
подходе строится функция, напрямую определяющая зависимость 
эффективности функционирования организации от структурных 
характеристик организационной иерархии и ищется иерархия, мак-
симизирующая/минимизирующая эту функцию. Четвертый подход 
связан с количественной оценкой взаимосвязей между элементами 

                                                 
26 В общей теории систем считается, что структура организации во 
многом обусловлена структурой этого графа. Задача формирования 
организационной структуры при этом сводится к решению задачи назна-
чения – распределения подцелей по подразделениям и сотрудникам органи-
зации. 
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системы и иерархической группировкой наиболее сильно связанных 
элементов в подразделения. 

Еще одна система классификации, основанная на таких фор-
мальных характеристиках моделей, как цель исследования, целена-
правленность системы и отдельных ее элементов, однородность 
элементов, количество уровней организационной структуры, и т.п., 
рассмотрена в [13]. Эта довольно подробная система классификаций 
позволяет разбить все множество моделей на большое количество 
классов и анализировать, например, степень похожести моделей по 
различным признакам классификации (в [13] приведена классифи-
кация по этой системе примерно сотни работ различных авторов). 

Другие известные системы классификации базируются не на 
формальных, а на содержательных характеристиках моделей. Наи-
более типичным признаком классификации являются задачи, ре-
шаемые менеджерами – элементами иерархии управления27. Среди 
этих задач Р. Раднер [45] выделяет следующие:  

1) наблюдение за внешней средой и результатами предыдущих 
действий; 

2) обработка и передача информации; 
3) принятие решений; 
4) контроль; 
5) решение кадровых вопросов; 
6) обучение и разъяснение; 
7) планирование; 
8) решение проблем; 
9) убеждение, принуждение и целеполагание. 
Похожая классификация предлагается и в [33]. 
Далее в настоящем разделе на примере модели надстройки ие-

рархии управления над технологической сетью проиллюстрируем 
основные термины и понятия, связанные с организационными 
структурами. 

Задача надстройки иерархии управления над технологиче-
ской сетью [12, 21]. Пусть N = {w1, …, wn} – множество исполните-
лей, которые могут взаимодействовать друг с другом. Через wenv 
будем обозначать внешнюю среду, взаимодействующую с исполни-

                                                 
27 Задачи, решаемые менеджерами, могут быть положены в основу клас-
сификации моделей формирования иерархий потому, что в рамках одной 
модели обычно рассматривается только один из видов управленческой 
работы – тот, который авторы модели принимают за наиболее важный. 
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телями. Иногда исполнители будут обозначаться через 
Nwww ∈'',', . 

Функцией потока называется следующая функция: 
(6.1) p

envenv RwNwNf +→∪×∪ }){(}){(: , 
то есть для каждой пары исполнителей Nww ∈'','  вектор 

)'','( wwf  определяет интенсивность потоков между w′  и ''w . 
Этот вектор содержит p неотрицательных компонент. Каждая ком-
понента определяет интенсивность одного типа взаимодействия 
исполнителей (материальный, информационный или прочий тип 
потока). Таким образом, технология взаимодействия исполнителей 
определяет функцию потока f или взвешенную технологическую 
сеть (N, f). Технологическая сеть считается неориентированной, то 
есть Nww ∈∀ '','  )',''()'','( wwfwwf = . 

Будем говорить, что между парой исполнителей отсутствует 
связь тогда и только тогда, когда поток между исполнителями нуле-
вой. Предполагаем, что сеть не содержит петель, то есть для любого 
исполнителя w выполнено f(w, w) = 0. 

Рассмотрим пример. Пусть N = {w1, w2, w3} и p = 1, то есть име-
ются трое исполнителей и потоки одного типа. Будем считать, что в 
технологической сети имеются четыре связи λ=),( 1wwf env , 

λ=),( 21 wwf , λ=),( 32 wwf , λ=),( 3 envwwf , где λ – вектор 
интенсивности потока. Эта технологическая сеть изображена на 
рисунке 6.1. Данный пример может соответствовать производствен-
ной линии («бизнес-процессу»). Исполнитель w1 принимает сырье от 
поставщика, проводит первичную обработку и передает результат 
исполнителю w2. Тот выполняет очередную технологическую опе-
рацию и передает результат далее. Последний исполнитель (в при-
мере – w3), выполнив последнюю технологическую операцию, от-
гружает продукцию потребителю. 

 
 

λ λ λ1w 2w 3wλ
 

Рис. 6.1. Симметричная производственная линия 
 
Сеть с исполнителями N = {w1, …, wn} и потоками 

λ=),( 1wwf env , λ=− ),( 1 ii wwf  для всех ni ≤≤2 , 



 199 

λ=),( envn wwf  будем ниже называть симметричной производст-
венной линией28, а λ – интенсивностью линии. 

Обозначим через M конечное множество менеджеров, управ-
ляющих взаимодействием исполнителей. Менеджеры обычно будут 
обозначаться через Mmmmmm ∈K,,,'',', 21 . 

Пусть MNV ∪=  – все множество сотрудников организации 
(исполнителей и менеджеров). Рассмотрим множество ребер подчи-
ненности MVE ×⊆ . Ребро Emv ∈),(  означает, что сотрудник 

Vv ∈  является непосредственным подчиненным менеджера 
Mm ∈ , а m – непосредственным начальником сотрудника v. Таким 

образом, ребро направлено от непосредственного подчиненного к 
его непосредственному начальнику. 

Сотрудник v ∈ V является подчиненным менеджера m ∈ M (ме-
неджер m является начальником сотрудника v), если существует 
цепочка ребер подчиненности из v в m. Будем также говорить, что 
начальник управляет подчиненным, или подчиненный управляется 
начальником. Дадим строгое определение иерархии. 

Определение 6.1. Ориентированный граф ),( EMNH ∪=  с 
множеством менеджеров M и множеством ребер подчиненности 

MMNE ×∪⊆ )(  назовем иерархией, управляющей множеством 
исполнителей N, если граф H ацикличен, любой менеджер имеет 
подчиненных и найдется менеджер, которому подчинены все испол-
нители. Через )(NΩ  обозначим множество всех иерархий. 

Ацикличность означает, что не существует «порочного круга» 
подчиненности, в котором каждый менеджер является одновремен-
но и начальником, и подчиненным всех остальных. Определение 6.1 
также исключает ситуации, в которых имеются «менеджеры» без 
подчиненных, так как это противоречит роли менеджера, который 
должен управлять некоторыми сотрудниками. 

Существование менеджера, которому подчинены все исполни-
тели, означает, что у любого множества исполнителей найдется 
общий начальник, то есть иерархия способна управлять взаимодей-
ствием всех исполнителей. 

Рис. 6.2 иллюстрирует введенное определение. Исполнители на 
нем изображены темными кружками и пронумерованы арабскими 
цифрами, а менеджеры изображены светлыми кружками и пронуме-
                                                 
28 Все остальные потоки подразумеваются равными нулю. 
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рованы латинскими цифрами. Графы а)-в) являются иерархиями, 
управляющими множеством исполнителей N = {1, …, 4}. Опреде-
ленные таким образом иерархии позволяют описывать часто встре-
чающиеся в практике управления эффекты, например, межуровневое 
взаимодействие, когда менеджер непосредственно управляет и дру-
гими менеджерами, и исполнителями (менеджер II иерархии б), а 
также множественное подчинение, когда сотрудник имеет более од-
ного непосредственного начальника (менеджер I в иерархии б), ис-
полнитель 3 в иерархии в). Определение 6.1 допускает наличие в 
иерархии нескольких менеджеров, не имеющих начальников (менед-
жеры II и III иерархии б), а также менеджеров, имеющих единствен-
ного непосредственного подчиненного (менеджер III иерархии б). 

 

 
 

Рис. 6.2. К определению иерархии 
 
В то же время, графы г)-е) иерархиями не являются. В графе г) 

исполнитель с номером 3 имеет подчиненных, в графе д) нет топ-
менеджера, который управлял бы всеми исполнителями, в графе е) 
менеджер II не имеет подчиненных, кроме того, этот граф содержит 
цикл 1→I→III→1. 

Определим несколько частных видов иерархии и введем важное 
понятие нормы управляемости. 

Определение 6.2. Иерархию назовем деревом, если в ней только 
один менеджер m не имеет начальников, а все остальные сотрудники 
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имеют ровно одного непосредственного начальника. Менеджера m 
будем называть корнем дерева. 

На рисунке 6.4 a) изображен пример дерева. Напротив, иерар-
хия 6.4 б) деревом не является, так как в ней один менеджер имеет 
двух непосредственных начальников.  

Определение 6.3. Иерархию назовем r-иерархией, если у каж-
дого ее менеджера не более r непосредственных подчиненных, где 
r > 1 – целое число. r-иерархию, которая является деревом, назовем 
r-деревом. 

В литературе по менеджменту часто используется термин «нор-
ма управляемости» – максимальное количество непосредственных 
подчиненных, которыми может управлять один менеджер. Опреде-
ление r-иерархии соответствует норме управляемости, равной r. В 
силу леммы 6.2 в дереве норма управляемости не превосходит n. 
Максимальную среди всех деревьев норму управляемости имеет 
двухуровневая иерархия, в которой одному менеджеру непосредст-
венно подчинены все исполнители. 

Определение 6.4 [9]. Двухуровневой (веерной) иерархией называ-
ется иерархия с единственным менеджером, который непосредст-
венно управляет всеми исполнителями. 

Определение 6.5 [9]. Последовательной иерархией называется 
2-иерархия, в которой каждый менеджер непосредственно управля-
ет, как минимум, одним исполнителем. 

Основным для организационных структур понятием является 
понятие сферы ответственности менеджера (его обязанностей). Для 
формализации «роли» менеджера в организации введем понятие 
группы, управляемой менеджером. 

Группой исполнителей Ns ⊆  называется любое непустое под-
множество множества исполнителей. 

По определению 6.1 в любой иерархии H каждый менеджер 
имеет, по крайней мере, одного непосредственного подчиненного. 
Начав с любого менеджера m, мы можем двигаться по иерархии 
«сверху вниз» к подчиненным менеджера m. В итоге можно опреде-
лить множество исполнителей, подчиненных менеджеру m. Будем 
называть это множество подчиненной группой исполнителей и обо-
значать NmsH ⊆)( . Будем также говорить, что менеджер m управ-
ляет группой исполнителей sH(m). Ниже в обозначении группы sH(m) 
будем опускать нижний индекс, если ясно, о какой иерархии идет 
речь. 
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Также будем считать, что исполнитель w ∈ N «управляет» про-
стейшей группой sH(w) = {w}, состоящей из него самого. 

На рис. 6.3. плоскость соответствует технологической сети, над 
которой надстраивается иерархия. Над плоскостью изображена 
часть иерархии, подчиненная менеджеру m. Она состоит из непо-
средственных подчиненных менеджера m и подчиненных, которыми 
менеджер m не управляет непосредственно. Подчиненная группа 
исполнителей sH(m) обведена на рисунке эллипсом. 

 

менеджер m 

подчиненная  
группа исполни- 
телей  sH(m) 

 подчиненный 

непосредственный 
подчиненный 

подчиненный 

непосредственный  
 подчиненный 

 
 

Рис. 6.3. Менеджер и подчиненная ему группа исполнителей 
 
 
Сформулируем простую лемму [21], необходимую для даль-

нейшего изложения. 
Лемма 6.1. Для любой иерархии H и любого менеджера Mm ∈  

выполнено )()()( 1 kHHH vsvsms ∪∪= K , где v1, …, vk – все непо-
средственные подчиненные менеджера m. Для любого подчиненного 
v менеджера m выполнено )()( msvs HH ⊆ . 

Проиллюстрируем результат леммы на примере. На рисунке 
6.4 a) менеджеру m непосредственно подчинены менеджеры m1 и m2. 
Менеджеру m подчинена группа s(m)={w1, w2, w3, w4}. Менеджерам 
m1 и m2 подчинены группы s(m1)={w1, w2} и s(m2)={w3, w4} соответ-
ственно. Таким образом, группа s(m) разбивается на две подгруппы 
s(m1) и s(m2): {w1, w2, w3, w4}={w1, w2}∪{w3, w4}. В данном примере 
подгруппы не пересекаются. В общем случае, как показано на ри-
сунке 6.4 б), пересечения могут иметь место. 
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1w 2w 3w 4w 1w 2w 3w 4w

a) б) 
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m 

 
 

Рис. 6.4. Примеры иерархий над производственной линией 
 
Сформулируем полезную лемму [21] – критерий древовидности 

иерархии. 
Лемма 6.2. Пусть в иерархии H только один менеджер не имеет 

начальников. Иерархия H будет деревом тогда и только тогда, когда 
непосредственные подчиненные любого менеджера управляют 
непересекающимися группами исполнителей. 

Таким образом, при наличии единственного менеджера без на-
чальников в дереве и только в нем непосредственные подчиненные 
любого менеджера не «дублируют» обязанности друг друга, то есть 
не управляют одним и тем же исполнителем. 

В рассматриваемой модели объем выполняемой менеджером 
работы определяется потоками технологической сети между испол-
нителями управляемой им группы и потоками между управляемой 
группой исполнителей и остальной организацией. Считается, что 
любой менеджер выполняет обязанности двух типов: 

1) Управляет теми потоками внутри подчиненной группы, ко-
торые не управляются подчиненными менеджерами. Например, на 
рисунке 6.4 а) менеджер m управляет потоком f(w2, w3). 

2) Участвует в управлении потоками между подчиненной груп-
пой и всеми остальными исполнителями, внешней средой. Эта 
компонента потока указана в приведенных выше выражениях в 
скобках. Например, на рисунке 6.4 а) менеджер m1 участвует в 
управлении потоками f(wenv, w1) и f(w2, w3). 

Введем формальное определение обязанностей менеджера. 
Определение 6.6. В иерархии )(NH Ω∈  менеджер m выполня-

ет обязанности двух типов: 
1) Управляет потоками )'','( wwf  между подчиненными ис-

полнителями )('',' msww H∈ , которые не управляются ни одним из 
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подчиненных менеджера m. Сумму таких потоков назовем внутрен-
ним потоком менеджера m и обозначим )(int mFH . 

2) Участвует в управлении потоками )'','( wwf  между подчи-
ненным исполнителем )(' msw H∈  и неподчиненным исполнителем 

)(\'' msNw H∈  или внешней средой envww ='' . Сумму таких пото-

ков назовем внешним потоком менеджера m и обозначим )(mF ext
H . 

Таким образом, менеджер управляет внутренним потоком и 
участвует в управлении внешним. Потоком менеджера назовем 
сумму его внутренних и внешних потоков. 

Из определения 6.6 следует, что внешний поток менеджера m 
равен: 
(6.2) ∑

∪∈
∈

=

}{))(\(''
),('         

)'','()(

envH
H

wmsNw
msw

ext
H wwfmF . 

Величина внутреннего потока определяется следующей леммой. 
Лемма 6.3. [21]. Пусть v1, …, vk – все непосредственные подчи-

ненные менеджера m в иерархии H. Тогда внутренний поток менед-
жера m равен: 
(6.3) ∑

≤≤⊄′′
⊆′′

=

kjvsww
msww

H

jH
H

wwfmF
1всех  для )(},'{

),(},'{            

int )'','()( . 

Таким образом, при суммировании потоков )'','( wwf  внутри 
группы sH(m) достаточно проверить, чтобы поток не входил в груп-
пы, управляемые непосредственными подчиненными. В этом и 
только в этом случае поток не будет управляться ни одним подчи-
ненным менеджера, то есть будет входить в его внутренний поток. 

Получим, что при заданных N и f внутренний и внешний поток 
менеджера m зависит только от )(,),( 1 kHH vsvs K , то есть от групп 
исполнителей, которыми управляют непосредственные подчинен-
ные менеджера m. 

По определению 6.1 в любой иерархии H найдется менеджер m, 
управляющий всеми исполнителями (топ-менеджер). Поэтому каж-
дый поток внутри технологической сети управляется либо топ-
менеджером, либо его подчиненными. Таким образом, любая 
иерархия обеспечивает управление всеми потоками. 

Однако в различных иерархиях различается количество менед-
жеров и «нагрузка» каждого из менеджеров. Поэтому из всего мно-
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жества иерархий )(NΩ  необходимо выбрать иерархию, наилучшую 
с точки зрения некоторого критерия. В качестве такого критерия 
рассмотрим управленческие расходы – суммарные затраты на со-
держание всех менеджеров иерархии. В базовой модели будем 
считать, что затраты на содержание менеджера зависят только от 
суммы потоков, которыми он управляет, и в управлении которыми 
он участвует. Сформулируем строгое определение. 

Определение 6.7. Затратами менеджера Mm ∈  в иерархии 
)(NH Ω∈  назовем величину: 

(6.4) ))()(())(,),(( int
1 mFmFvsvsc ext

HHkHH += ϕK , 
где v1, …, vk – все непосредственные подчиненные менеджера m, 
sH(v1), …, sH(vk) – управляемые ими группы, ++ → RR p:ϕ  – моно-
тонно неубывающая по всем переменным функция, ставящая в 
соответствие вектору )()(int mFmF ext

HH +  затраты менеджера. 
Суммарные затраты всей иерархии складываются из затрат ме-

неджеров. Оптимальной будет та иерархия, которая минимизирует 
суммарные затраты. Дадим строгое определение. 

Определение 6.8. Затратами иерархии )(),( NEMNH Ω∈∪=  на-
зовем сумму затрат всех ее менеджеров29: 
(6.5) ∑∑ ∈∈

+==
Mm

ext
HHMm kHH mFmFvsvscHc ))()(())(,),(()( int

1 ϕK , 
где v1, …, vk – все непосредственные подчиненные менеджера m. 

Оптимальной иерархией назовем иерархию H*, затраты кото-
рой минимальны: )(minArg* HcH

H Ω∈
∈ . 

Считаем, что после нахождения оптимальной иерархии можно 
принять на работу менеджеров, которые будут выполнять свои 
обязанности, если им компенсировать их затраты (например, выпла-
чивать зарплату)30. Разумеется, для этого необходима полная ин-
формация о функции затрат. Ниже функция c(⋅) затрат менеджера 
предполагается известной. Эта функция может определяться непо-
средственно по данным о затратах менеджеров. Кроме того, можно 
рассматривать некоторые «типичные» функции затрат (например, 

                                                 
29 В выражении (6.5) и ниже одной и той же буквой )(⋅c  обозначается и 
функция затрат иерархии, и функция затрат менеджера. 
30 Затраты могут включать не только зарплату менеджера, но и затра-
ты на организацию его работы – рабочее место, обслуживающий персо-
нал и т.д. 
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ниже исследуется степенная функция). При этом подбираются пара-
метры, при которых значения функции в наибольшей степени соот-
ветствуют реальным затратам менеджеров31. 

Очевидно, что даже в простейших случаях множество всевоз-
можных иерархий настолько обширно, что отыскание оптимальной 
иерархии методом перебора всех вариантов требует огромных вы-
числительных ресурсов. Ниже будут изложены методы, которые при 
определенных ограничениях позволяют найти оптимальную иерар-
хию, либо сузить множество иерархий, в котором содержится опти-
мальная. 

Утверждение 6.1. [21]. Для любой иерархии )(1 NH Ω∈  най-
дется иерархия )(2 NH Ω∈ , имеющая не бóльшие затраты 
( )()( 12 HcHc ≤ ), и удовлетворяющая следующим свойствам: 
(i) все сотрудники управляют различными группами исполнителей; 
(ii) только один менеджер не имеет начальников. Этому менеджеру 
подчинены все остальные менеджеры и все исполнители; 
(iii) среди сотрудников, непосредственно подчиненных одному 
менеджеру, ни один не управляет другим. 

Если H1 – r-иерархия, дерево или r-дерево, то и H2 будет соот-
ветственно r-иерархией, деревом или r-деревом. 

Доказательство утверждения 6.1 основано на последовательном 
перестроении H1 без увеличения затрат. В итоге перестроений полу-
чаем иерархию H2, которая удовлетворяет условиям (i)-(iii). Для r-
иерархии, дерева и r-дерева перестроения не изменяют вида иерар-
хии32.  

Условие (i) означает отсутствие полного дублирования, при ко-
тором два менеджера управляют одной и той же группой исполни-
телей. На рисунке 6.6 а) приведен пример подобного дублирования. 
Два менеджера управляют одной и той же группой {w1, w2, w3}. При 
этом один них может быть удален, а всем его непосредственным 
начальникам можно подчинить другого менеджера без увеличения 
затрат. В частности, из условия (i) следует, что у любого менеджера 
имеется не менее двух непосредственных подчиненных (иначе в 

                                                 
31 Затраты могут измеряться, например, в денежном эквиваленте при-
ложенных усилий, исходя из средней заработной платы менеджеров на 
соответствующих позициях. 
32 Отметим, что утверждение 6.1 остается верным не только для рас-
сматриваемой частной модели, но и в более общих случаях (см. раздел 6.3). 



 207 

силу леммы 6.1 он управлял бы той же группой, что и его единст-
венный непосредственный подчиненный). 

В соответствии с условием (ii) найдется только один менеджер 
m, который не имеет начальников. Этому менеджеру подчинены все 
исполнители ( NmsH =)(

2
) и все остальные менеджеры иерархии. 

Будем называть m высшим менеджером  или топ-менеджером. 
 

1w 2w 3w 4w

a) б) 

1w 2w 3w 4w

в) 

1w 2w 3w 4w

m1 m2 

m 

Рис. 6.6. Иерархии a)-в) нарушают свойства (i)-(iii) 
утверждения 6.1 соответственно 

 
Условие (ii) соответствует практике построения организаций, 

при которой только один высший менеджер может принимать реше-
ния, обязательные для всех сотрудников (например, может разре-
шить конфликт между любыми сотрудниками). На рисунке 6.6 б) 
приведен пример, в котором два менеджера не имеют начальников, 
то есть нарушается условие (ii). Очевидно, что «лишний» менеджер 
может быть удален без увеличения затрат иерархии. 

Условие (iii) можно интерпретировать следующим образом. 
Пусть менеджер m1 непосредственно подчинен менеджеру m. Тогда 
m непосредственно не управляет подчиненными менеджера m1. Это 
соответствует «нормальному» функционированию организации, при 
котором менеджер управляет всеми подчиненными сотрудниками 
через непосредственных подчиненных, а не напрямую. На рисунке 
6.6 в) приведен пример, в котором высший менеджер m непосредст-
венно управляет исполнителями w2 и w3, несмотря на то, что ими 
уже управляют непосредственные подчиненные m1 и m2 менеджера 
m. Ребра (w2, m) и (w3, m) могут быть удалены без увеличения затрат 
иерархии. 

Из утверждения 6.1 следует, что найдется оптимальная иерар-
хия, удовлетворяющая условиям (i)-(iii)33. Этот факт позволяет в 

                                                 
33 Если в качестве H1 рассмотреть оптимальную иерархию, то по утвер-
ждению 6.1 иерархия H2 удовлетворяет условиям (i)-(iii) и имеет не 
бóльшие затраты. Следовательно, H2 – оптимальная иерархия. 
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ряде случаев значительно упростить задачу поиска оптимальной 
иерархии, поскольку можно не рассматривать иерархии, нарушаю-
щие хотя бы одно из условий (i)-(iii). 

Кроме того, утверждение 6.1 позволяет доказать следующий 
факт. Если существует оптимальная r-иерархия, дерево или 
r-дерево, то существует оптимальная иерархия соответствующего 
вида, удовлетворяющая условиям (i)-(iii). 

Рассмотрим условие, при котором оптимальна простейшая 
двухуровневая иерархия . 

Утверждение 6.2. [21]. Пусть функция затрат )(⋅ϕ  субаддитив-
на, то есть для всех pRyx +∈,  выполнено неравенство 

)()()( yxyx ϕϕϕ +≤+ . Тогда оптимальна двухуровневая иерархия. 
Условие субаддитивности означает, что затраты )( yx +ϕ  одно-

го менеджера на управление суммарным потоком x + y не больше, 
чем затраты двух менеджеров на управление частями этого потока x 
и y. В этом случае оптимальна простейшая двухуровневая иерархия, 
в которой все потоки управляются одним менеджером. 

Из утверждения 6.2 следует, что вогнутость функции затрат 
влечет оптимальность двухуровневой иерархии, если все потоки 
технологической сети однотипны (то есть вектор потока содержит 
одну компоненту). 

В небольших организациях весьма распространены двухуровне-
вые иерархии (так называемые «простые структуры» [18]). При 
росте организации единственный менеджер чрезмерно загружен, что 
вынуждает его принимать на работу «помощников» – переходить к 
многоуровневой иерархии. 

Одним из интересных вопросов является оптимальность древо-
видной иерархии, которая встречается в реальных организациях 
наиболее часто. Пример 6.1 ниже показывает, что иногда оптималь-
ная иерархия не является деревом. 

Пример 6.1 (снижение затрат при множественном подчинении 
для несимметричной линии). Пусть в несимметричной производст-
венной линии имеется четыре исполнителя и потоки f(wenv,w1) = 3, 
f(w1, w2) = 1, f(w2, w3) = 5, f(w3, w4) = 1, f(w4, wenv) = 3. Рассмотрим 
следующую функцию затрат менеджера: 3)( xx =ϕ  (x – величина 
потока менеджера) – см. выражение (6.4). Оптимальная иерархия 
для этого примера изображена на рисунке 6.7. Обозначим ее через 
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H. У менеджера m1 два непосредственных начальника, то есть в 
оптимальной иерархии имеет место множественное подчинение. 

 

1w 2w 3w 4w3 1 5 1 3

m1 
m3 

m4 

m2 

 
Рис. 6.7. Пример оптимальной иерархии, 

управляющей несимметричной производственной линией 
 
Определим потоки каждого менеджера: 

m1: c({w2}, {w3})= 343)]11(5[))](()([ 3
11

int =++=+ mFmF ext
HHϕ ; 

m2: c({w1}, {w2, w3}) = ;125)]13(1[))](()([ 3
22

int =++=+ mFmF ext
HHϕ  

m3: c({w4}, {w2, w3}) = ;125)]31(1[))](()([ 3
33

int =++=+ mFmF ext
HHϕ  

m4: ({w1, w2, w3}, {w2, w3, w4}) = 216)]33(0[))](()([ 3
44

int =++=+ mFmF ext
HHϕ . 

Таким образом, затраты всей иерархии составят: 
с(H) = c({w2}, {w3}) + c({w1}, {w2, w3}) + c({w4}, {w2, w3}) + 

+c({w1, w2, w3}, {w2, w3, w4}) = 343 + 125 + 125 + 216 = 809. 
Убедимся, что найденные затраты являются минимально воз-

можными. Пусть H* – оптимальная иерархия, удовлетворяющая 
условиям (i)-(iii) утверждения 6.1. В H* должен быть хотя бы один 
менеджер m нижнего уровня, которому не подчинены другие ме-
неджеры. 

Если m управляет тремя или более исполнителями, то величина 
потока m не менее 10. Таким образом, затраты m не менее 1000, что 
больше, чем c(H) = 809. Следовательно, m управляет ровно двумя 
исполнителями.  

Если m управляет двумя исполнителями, идущими в производ-
ственной линии не подряд (например, w1 и w3), то 0)(int

* =mFH , то 
есть m не управляет ни одним внутренним потоком, а лишь участву-
ет в управлении внешними. Тогда можно удалить менеджера m, 
подчинив исполнителей из )(* msH  непосредственным начальникам 
m, причем их затраты не изменятся, что противоречит оптимально-
сти H*. Таким образом, менеджеру m могут быть подчинены только 
два исполнителя, идущие в линии подряд. 
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Если менеджеру m подчинены исполнители w1 и w2 (или w3 и 
w4), то его затраты составляют 93 = 729. Кроме того, высший менед-
жер по крайней мере участвует в управлении внешними потоками, 
следовательно его затраты не менее 63 = 216. То есть в этом случае 
с(H*) > 729 + 216 = 945, что противоречит оптимальности H*. Таким 
образом, в H* имеется ровно один менеджер m нижнего уровня. 
Менеджер m управляет исполнителями w2 и w3, то есть наибольшим 
потоком f(w2, w3) = 5.  

 
 

1w 2w 3w 4w 1w 2w 3w 4w 1w 2w 3w 4w

H1 H2 H3 

Рис. 6.8. Неоптимальные иерархии 
над несимметричной производственной линией 

 
Рассматриваемый пример иллюстрирует общее правило: пото-

ки наибольшей интенсивности должны управляться на нижних 
уровнях иерархии. Это правило отмечается во многих работах по 
менеджменту на основании опыта исследования реальных организа-
ций (см., например, [18]). В примере рассмотрен предельный случай, 
в котором для управления наибольшим потоком специально должен 
быть выделен менеджер нижнего уровня. 

Так как m – единственный менеджер нижнего уровня, то он 
подчинен всем остальным менеджерам иерархии34. Тогда исполни-
тели w2 и w3 непосредственно подчинены только менеджеру m, так 
как иначе нарушается условие (iii) утверждения 6.1. То есть после 
назначения менеджера m оптимальная иерархия H* надстраивается 
над 3 сотрудниками: w1, m, w4. Тогда кроме иерархии H (см. рисунок 
67) имеем три варианта иерархии, удовлетворяющие условиям (i)-
(iii) утверждения 6.1. Эти иерархии изображены на рисунке 6.8. 

                                                 
34 Каждому отличному от m менеджеру 'm  непосредственно подчинен 
некоторый менеджер ''m  (иначе 'm  – менеджер нижнего уровня, то есть 

mm =' ). Если mm ≠'' , то можно повторить рассуждения. В итоге дойдем 
до m, то есть докажем его подчиненность менеджеру 'm . 
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Легко вычислить, что с(H1) = с(H3) = 811, c(H2) = 855. В силу то-
го, что с(H) = 809, все иерархии на рисунке 6.8 неоптимальны, сле-
довательно, H = H* – единственная оптимальная иерархия35. • 

Итак, рассмотренный пример показывает, что для технологиче-
ской сети общего вида среди деревьев может не быть оптимальных 
иерархий. Ниже оптимальность древовидной иерархии доказана для 
симметричной производственной линии. Кроме того, в общей моде-
ли найдено достаточное условие оптимальности древовидной иерар-
хии. В этих условиях найти оптимальную иерархию позволяют 
алгоритмы поиска дерева с минимальными затратами [9]. 

Пример 6.2. Снижение управленческих затрат при росте орга-
низации. Рассмотрим несимметричную производственную линию из 
четырех исполнителей с потоками f(wenv, w1) = 1, f(w1, w2) = 5, 
f(w2, w3) = 1, f(w3, w4) = 5, f(w4, wenv) = 1 и функцией затрат иерархии 

2)( xx =ϕ  (x – величина потока менеджера). Сначала предположим, 
что к организации относятся только исполнители w2 и w3, то есть 
рассмотрим технологическую сеть N = {w2, w3}. Тогда существует 
только одна иерархия, удовлетворяющая условиям утверждения 6.1. 
Эта иерархия изображена на рисунке 6.9 a). 

 
 

a) 

5 1 5 2w 3w

б) 

1w 2w 3w 4w1 5 1 5 1 
 

Рис. 6.9. Рост организации 
с одновременным снижением затрат на управление 

 
Предположим, что мы имеем возможность расширить органи-

зацию, включив в нее еще двух исполнителей w1 и w4. Содержатель-
но это можно интерпретировать следующим образом. Например, 
крупная компания оптовой торговли покупает фирму-производителя 
товара («исполнителя» w1) и сеть розничных магазинов («исполни-
теля» w4), стремясь управлять всей линией от производства до ко-
нечной реализации товаров. Большой поток f(w1, w2) = 5 может 
соответствовать, например, потоку информации, который связан с 

                                                 
35 Имеются в виду иерархии, удовлетворяющие условиям (i)-(iii) утвержде-
ния 6.1. 
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проблемами компании при взаимодействии с производителем (ска-
жем из-за большого количества брака). Аналогично, большой поток 
f(w3, w4) = 5 может быть связан с проблемами взаимодействия с 
розничной сетью, например, с большим числом возвратов товара 
покупателями. 

Таким образом, после расширения организация будет управлять 
технологической сетью N = {w1, w2, w3, w4}. При этом имеется воз-
можность перестроить иерархию управления так, как показано на 
рисунке 69 б). То есть нанять двух менеджеров нижнего уровня, 
которые будут ответственны за управление большими потоками. 
Сравним затраты иерархий: 

a) (5 + 1 + 5)2 = 121, 
b) (1 + 5 + 1)2 + (1 + 5 + 1)2 + (1 + 1 + 1)2 = 49 + 49 + 9 = 107. 
Таким образом, затраты на управление могут снизиться при 

расширении технологической сети (включении новых исполнителей 
– части внешней среды). Это может служить одной из причин по-
купки нового бизнеса, который неприбылен сам по себе, но позволя-
ет снизить расходы на управление основным бизнесом. На практике 
имеется множество подобных фактов. Например, в России в 90-х 
годах XX века многие заводы пищевой промышленности трансфор-
мировались в вертикально интегрированные агропромышленные 
компании после покупки сельхозпредприятий своего региона, кото-
рые не были прибыльными, но позволяли обеспечить бесперебой-
ную поставку дешевого сырья. 

Пример 6.3 (многокомпонентные потоки). В силу утверждения 
6.2 двухуровневая иерархия оптимальна при вогнутой функции 
затрат и однокомпонентных потоках. Покажем, что для многомер-
ных потоков это в общем случае не так. Рассмотрим двухкомпо-
нентный поток (p = 2). Первая компонента соответствует материаль-
ным потокам, вторая – информационным. Предположим, что 
N = {w1, w2, w3, w4} и технологическая сеть выглядит так, как пока-
зано на рисунке 6.10. 

 
 

(3,0) 

(0,3) 

w1 w2 

w3 w4 (0,1) (0,1) 

(1,0) (1,0) 
 

Рис. 6.10. Пример технологической сети 
с двухкомпонентными потоками 
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Исполнитель w1 получает сырье, выполняет технологическую 
операцию и передает полуфабрикаты исполнителю w2, который 
производит сборку готового продукта и его отгрузку клиенту. Вели-
чина потока может, например, соответствовать количеству наимено-
ваний передаваемых материалов. Исполнитель w1 получает сырье 
одного типа и производит из него три типа деталей. Исполнитель w2 
получает эти детали, собирает их и отгружает один тип продукта. 
Таким образом, внутренний поток f(w1,w2) превосходит внешние 
потоки f(wenv, w1) и f(w2, wenv). 

Исполнитель w4 ведет переговоры с заказчиками, готовит и за-
ключает договора поставки продукции, учитывает оплату и отгрузку 
продукции и т.п.  

Данные о необходимом объеме производства исполнитель w4 
передает исполнителю w3. На основании полученных данных испол-
нитель w3 размещает заказы сырья, ведет учет его поступления, 
обеспечивает расчеты и т.п. Также исполнитель w3 может передавать 
исполнителю w4 информацию, необходимую для расчета стоимости 
и срока выполнения заказа. 

Внутренний поток информации f(w3, w4) может превышать 
внешние потоки f(wenv, w3) и f(w4, wenv), например, за счет большого 
количества внутренних документов. 

Предположим, что функция затрат менеджера имеет вид 
xyyxyx ++=),(ϕ , где (x, y) – вектор потока менеджера. Эта 

функция вогнута, что может соответствовать ситуации, в которой 
менеджеры не сильно загружены и увеличение управляемого потока 
снижает затраты на единицу потока. Слагаемое xy  может соответ-
ствовать специализации менеджеров. Оно равно нулю, если менед-
жер управляет только потоком одного типа, например производст-
вом или документооборотом. В этом случае менеджер становится 
специалистом в соответствующей области и может управлять пото-
ком с минимальными затратами. Если же менеджер вынужден 
управлять потоками обоих типов, то его затраты повышаются за 
счет снижения специализации. 

На рисунке 6.11 a) изображена двухуровневая иерархия H1. В 
ней поток единственного менеджера равен (5, 5), то есть затраты 
иерархии равны 552)5,5()( 1 +== ϕHc . 
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a) 

1w 2w
3w 4w

1w 2w
3w 4w

б) m2 
m3 

m1 

 
Рис. 6.11. a) – неоптимальная двухуровневая иерархия 

b) – иерархия со специализированными менеджерами m1 и m2 
 
Рассмотрим иерархию H2 с тремя менеджерами, которая изо-

бражена на рисунке 6.11 б). Менеджер m1 управляет только произ-
водством, то есть исполнителями w1 и w2. Поток менеджера m1 равен 
(5, 0). Затраты менеджера m1 равны 5)0,5( =ϕ . Аналогично, 
менеджер m2 управляет только документооборотом, то есть испол-
нителями w3 и w4. Поток менеджера m2 равен (0, 5). Затраты менед-
жера m2 равны 5)5,0( =ϕ . Высшему менеджеру m3 подчинены 
менеджеры m1 и m2. Менеджер m3 не вникает в детали потоков 
внутри технологической сети, а лишь участвует в управлении пото-
ками между технологической сетью и внешней средой, то есть 
взаимоотношениями с клиентами и поставщиками. Затраты менед-
жера m3 равны 222)2,2( +=ϕ . Таким образом, 

22252)( 2 ++=Hc . 
В итоге имеем )()( 12 HcHc < , то есть при многокомпонент-

ных потоках за счет назначения нескольких специализирован-
ных менеджеров можно снизить затраты иерархии даже в случае 
вогнутой функции затрат. • 

Описанная модель управления технологическими потоками по-
зволяет в ряде случаев аналитически исследовать изменение иерар-
хии, управляющей относительно простой технологической сетью.  В 
частности в [21] исследованы условия оптимальности дивизиональ-
ной, функциональной и матричной иерархии. Не вдаваясь в детали 
исследования конкретной модели, перейдем к систематическому 
обзору подходов к математическому моделированию иерархий. 
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6.2. Модели организационных структур36 
 
В настоящем разделе проводится обзор математических моде-

лей формирования организационных иерархий. Описываемые под-
ходы разбиваются на так называемые «линии исследований» – груп-
пы взаимосвязанных публикаций, авторы которых либо развивают 
общую модель, либо, наоборот, дискутируют друг с другом. Пре-
имущество такого разбиения состоит в его большей историчности – 
оно позволяет проследить развитие во времени подходов к исследо-
ванию задач формирования организационных иерархий (недостат-
ком же является некоторая эклектичность). На основе анализа лите-
ратуры были выделены следующие линии исследований: 

1) многоуровневые симметричные иерархии; 
2) иерархии знаний; 
3) многоуровневые иерархии обработки информации; 
4) иерархии и теория команд; 
5) иерархии принятия решений; 
6) иерархии и теория контрактов; 
7) общая модель поиска оптимальных иерархий. 
Специфика каждого из этих направлений описывается ниже. 
Многоуровневые симметричные иерархии. В основу рас-

сматриваемого ниже направления легла модель организационной 
структуры как последовательности иерархически упорядоченных 
уровней управления. Ее особенностью является то, что длина «це-
почки подчинения» между любым конечным исполнителем (нахо-
дящимся на нижнем уровне иерархии) и топ-менеджером (находя-
щимся на самом верхнем уровне иерархии) одинакова, что позволяет 
называть такие иерархии «симметричными». 

Проблемы, рассматриваемые в работах данного подхода, роди-
лись из дискуссии, имевшей место в экономической литературе в 
первой половине XX века [30, 37, 39] и посвященной факторам, 
ограничивающим рост фирмы. Ее результатом стало представление 
о том, что основным подобным фактором является ограниченность 
индивидуальных возможностей владельца фирмы по координации и 
контролю деятельности исполнителей и связанная с этим необходи-
мость делегирования соответствующих полномочий менеджерам 
среднего звена. Именно потери, связанные с функционированием 

                                                 
36 Материал данного раздела основан на обзоре [11] и воспроизводится с 
разрешения автора. 
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иерархии менеджеров (не только чисто финансовые расходы на их 
содержание, но и снижение производительности из-за т.н. потери 
контроля), и являются тем фактором, который в результате может 
перевесить выгоды большого размера фирмы – концентрацию тех-
нологий и капитала, нивелирование рисков и т.п. Однако будут ли 
эти потери достаточно существенными, чтобы привести к невыгод-
ности неограниченного роста фирмы? Ответ на этот вопрос потре-
бовал разработки формальных моделей организационных иерархий. 

В модели М. Бекманна [25] структура управления фирмы моде-
лируется последовательностью иерархических уровней, пронумеро-
ванных сверху вниз начиная с нулевого. На i-м уровне находятся Li 
менеджеров, каждый из которых получает вознаграждение за свою 
работу в размере wi. Отношение Li + 1 / Li, то есть числа менеджеров 
на двух соседних уровнях, определяет так называемую норму управ-
ляемости – по сути, среднее количество непосредственных подчи-
ненных у каждого менеджера уровня i. 

О. Вильямсон в известной статье [51] делает вывод о том, что 
уменьшение эффективности управления с ростом фирмы неизбежно. 
Ведь при расширении фирмы топ-менеджер вынужден получать 
меньше информации о «старой» ее части, чтобы иметь время озна-
комиться с данными о «новой» части, и его приказы становятся все 
менее детальными. Решая задачу максимизации прибыли фирмы – 
разности между выручкой и затратами – Вильямсон получает при-
ближенную формулу для оптимального количества уровней иерар-
хии, а, значит, и оптимального размера фирмы, превышение которо-
го не выгодно. 

Г. Кальво и С. Веллиц в [29] считают, что функцией менедже-
ров иерархии является мониторинг интенсивности работы своих 
непосредственных подчиненных, и потеря контроля, приводящая к 
ограниченности размера фирмы, может иметь или не иметь места в 
зависимости от специфики используемой процедуры мониторинга. 
В этой модели менеджеры по результатам наблюдения за действия-
ми своих непосредственных подчиненных могут назначать им ли-
нейные штрафы за «недоработку». При этом интенсивность монито-
ринга определяется уровнем усилий самого менеджера и его нормой 
управляемости (количеством непосредственных подчиненных). 

В статье М. Керена и Д. Левхари [38] рассматривается модель 
иерархической фирмы, в которой время планирования (и, соответст-
венно, принятия решений) определяется суммарным временем 
принятия решений уровнями иерархии и напрямую влияет на объем 
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производства. При довольно реалистичных предположениях о пара-
метрах модели показывается, что средние затраты на единицу 
продукции возрастают с ростом размера фирмы, то есть предел ее 
роста существует. 

В своей статье Керен и Левхари для поиска оптимальной иерар-
хии довольно изящно использовали аппарат теории оптимального 
управления. Его применение подробно описано в более поздней 
работе Ч. Киана [44]. Модель Киана объединяет в себе отдельные 
черты всех рассмотренных выше работ. 

Несколько особняком в череде публикаций, посвященных мо-
делям симметричных многоуровневых иерархий, стоит статья 
Ш. Розена [46], в которой изучается не отдельная фирма, а целый 
рынок, включающий и фирмы, и менеджеров. 

Среди российских ученых, в настоящее время развивающих мо-
дели симметричных многоуровневых иерархий, отметим 
А.П. Михайлова [19], однако предметом его работ является не поиск 
оптимальных иерархий, а закономерности динамических процессов 
перераспределения власти между уровнями фиксированной админи-
стративной (властной) иерархии. 

Выводами линии исследований относительно основных харак-
теристик оптимальных иерархий являются: 

1) каковы бы ни были функции, выполняемые менеджерами, 
вид оптимальной иерархии, ее затраты, а также эффективность 
функционирования организации существенно зависят от используе-
мых механизмов управления (планирования, стимулирования, кон-
троля и т.д.); 

2) при рационально организованной иерархии управления воз-
можен неограниченный рост фирмы (точнее, ее размер ограничива-
ется другими факторами, не связанными с затратами на управление, 
например ограниченным объемом рынков); 

3) более способные менеджеры обычно занимают в иерархии 
более высокие позиции и получают за свою работу большее возна-
граждение. 

Иерархии знаний. В рамках данной линии исследований счи-
тается, что основной задачей менеджеров является решение про-
блем, возникающих в процессе функционирования организации. 
Решать проблемы менеджерам помогают их знания и опыт. Общеиз-
вестна эффективность специализации, концентрации отдельного 
сотрудника на решении лишь определенного класса проблем. В то 
же время, специализация порождает проблемы координации, поиска 
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специалиста, который может решить конкретную проблему. Как 
оказывается, организация сотрудников в форме иерархии представ-
ляет собой весьма эффективный способ такой координации. Главной 
проблемой при построении иерархии является поиск компромисса 
между эффективностью использования знаний и затратами на коор-
динацию. 

В модели [32], предложенной Л. Гарикано, для успешной реали-
зации технологического процесса, помимо привычных факторов 
производства (таких, как материалы, оборудование, капитал), тре-
буются еще и знания сотрудников, проявляющиеся в их умении 
решать проблемы. 

Произвольная организация может не иметь ничего общего с ие-
рархией, поскольку в ней, вообще говоря, отсутствуют понятия 
подчинения и разделения труда на производство и управление. 
Однако Гарикано показывает, что в оптимальной организации со-
трудники специализируются либо на производственной деятельно-
сти, либо на «решении проблем». Только один класс выполняет 
производственные задачи (сотрудников этого класса логично назы-
вать исполнителями, а остальных – менеджерами). 

Похожие иерархии менеджеров, решающих проблемы, рассмат-
ривались А. Беггсом в [26]. 

Общие выводы рассмотренной линии исследований состоят в 
следующем: 

1) главная задача менеджеров состоит в решении проблем, воз-
никающих в процессе функционирования организации; 

2) иерархическая структура управления является эффективным 
способом организации процесса решения проблем; 

3) управленческая деятельность требует специфических навы-
ков, и выгодность разделения сотрудников организации на менед-
жеров и исполнителей обусловлена получаемым при этом выигры-
шем от специализации; 

4) роль нижних уровней иерархии состоит в том, чтобы освобо-
дить менеджеров более высоких уровней от «текучки» и позволить 
им сконцентрироваться на решении сложных проблем. 

Многоуровневые иерархии обработки информации. Сущест-
венным ограничением рассмотренных выше моделей является пред-
ставление об иерархии как о последовательности взаимоподчинен-
ных уровней. Подход к моделированию организационных иерархий, 
лишенный этого недостатка, развивается в работах Р. Раднера, 
Т. Ван Зандта и других ученых и основан на аналогии между рабо-
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той организационных иерархий и вычислительных сетей. В рамках 
этого подхода предполагается, что основной функцией менеджеров 
в организациях является обработка информации. 

В [45] считается, что основные характеристики процесса обра-
ботки информации, приводящие к затратам, а потому нуждающиеся 
в экономии – это общее время вычисления функции и количество 
процессоров. Задача состоит в том, чтобы при заданном количестве 
суммируемых элементов n и фиксированном количестве процессо-
ров P построить эффективную вычислительную сеть (организаци-
онную иерархию), то есть сеть, минимизирующую время суммиро-
вания. 

 

 
 

Рис. 6.12. Зависимость времени вычисления от количества 
процессоров при n = 10000 (логарифмическая шкала) 

 
Однако обычно в организациях данные необходимо обрабаты-

вать в т.н. систолическом режиме, когда отдельные когорты (co-
horts) данных прибывают периодически. Ван Зандт в [50] показал, 
что в этом случае эффективная иерархия состоит из набора опти-
мальных деревьев для обработки одной когорты и механизма, пере-
дающего очередные когорты данных на обработку этим деревьям по 
мере их освобождения. 

Статья П. Болтона и М. Деватрипонта [28] является дальнейшим 
развитием подхода Раднера и Ван Зандта. В этой модели организа-
ция функционирует в непрерывном времени, новая когорта данных 
доступна в любой момент, и задача состоит лишь в том, чтобы 
суммировать все элементы данных, с определенной частотой соби-
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рая их «в руках» топ-менеджера. 
Подытожим выводы этой линии исследований: 
1) при условии, что основная задача менеджеров – обработка 

информации, иерархичность структуры управления является следст-
вием невыгодности дублирования их работы; 

2) число менеджеров и количество уровней управления неиз-
бежно растут с ростом организации, так же как и время ее реакции 
на изменение внешних условий; 

3) эффективное распределение работы между менеджерами 
предполагает выравнивание их информационной нагрузки; 

4) имеется тенденция к разделению уровней иерархии – огра-
ничению взаимодействия между менеджерами различных уровней. 

Иерархии и теория команд. Базовая модель теории команд 
(см. обзор в [22]) представляет собой нечто среднее между класси-
ческой задачей оптимизации и задачами, рассматриваемыми в рам-
ках теории игр. Имеется команда агентов, каждый из которых выбо-
ром своего действия стремится максимизировать общий критерий 
эффективности. Проблема состоит в том, что значение критерия, 
помимо действий агентов, зависит от состояния природы, представ-
ления о котором у агентов могут различаться. Задача заключается в 
координации решений, принимаемых агентами, то есть в предложе-
нии рациональных правил выбора действий с учетом их представле-
ний. 

Ж. Кремер в [31] рассматривает фирму, состоящую из n произ-
водственных единиц (т.н., заводов), производящих несколько видов 
продукции (товаров). Продукция одних заводов может использо-
ваться другими заводами в качестве исходного сырья, то есть реали-
зация технологического процесса фирмы предполагает трансферты 
товаров между заводами. В простейшем случае, когда спрос на 
продукцию и функции затрат заводов известны точно, задача коор-
динации состоит в определении объемов производства и трансфер-
тов, минимизирующих суммарные производственные затраты при 
условии удовлетворения спроса. 

Однако в реальности точная подстройка трансфертов под кон-
кретную реализацию случайных факторов может быть невозможной 
в масштабе всей фирмы. Тогда приходится разбивать фирму на 
более мелкие объединения, состоящие из одного или нескольких 
заводов. При фиксированном разбиении множества заводов на 
объединения задача координации оперативно решается в рамках 
каждого объединения после того, как реализуются значения случай-
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ных природных факторов, и становится известным спрос на про-
дукцию объединения. Объемы же трансфертов между объединения-
ми должны быть зафиксированы заранее, до момента реализации 
случайных факторов. Задача поиска оптимальной организации, 
таким образом, сводится к выбору наилучшего допустимого37 раз-
биения заводов на объединения. 

Основная идея статьи [31] состоит в том, что в первую очередь 
между собой должны объединяться технологически наиболее сильно 
связанные заводы, трансферты между которыми подвержены наибо-
лее сильным колебаниям при изменении случайных факторов. Не-
достатком модели является то, что она рассматривает лишь органи-
зации с единственным промежуточным уровнем управления – 
уровнем объединений. Введение новых промежуточных уровней в 
модели Кремера бессмысленно. 

Помимо ограниченности количества уровней иерархии модель 
Кремера обладает еще одним существенным недостатком. Из нее 
следует, что с ростом размеров объединений эффективность органи-
зационной структуры растет. При этом упускаются из виду времен-
ные и финансовые затраты, связанные с получением достоверной 
информации о параметрах заводов в большом объединении. В под-
ходе, предложенном Дж. Геанакоплосом и П. Милгромом [34], эти 
затраты фигурируют в явном виде, что позволяет сделать норму 
управляемости внутренним параметром модели. 

Основные выводы по рассматриваемой линии исследований: 
1) иерархическая структура управления представляет собой 

компромисс между сложностью координации большого количества 
подразделений и затратами на содержание промежуточных звеньев 
управления, 

2) сложность координации может быть обусловлена неполной 
информированностью о значимых параметрах управляемых подраз-
делений, 

3) в более крупные объединения в первую очередь объединя-
ются наиболее сильно связанные между собой подразделения. 

Иерархии принятия решений. Управление организацией – 
это, прежде всего, принятие разнообразных решений, и именно 
принятие решений, по мнению многих авторов, является основной 
задачей менеджеров. Качество выработанных ими решений, в ко-

                                                 
37 Допустимые разбиения могут, например, ограничивать сверху количест-
во заводов, входящих в одно объединение. 
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нечном счете, определяет эффективность функционирования орга-
низации вообще и организационной структуры в частности. 

В модели Р.К. Саха и Дж. Стиглица [48, 49] организация зани-
мается анализом потока проектов. С некоторой вероятностью каж-
дый проект может быть «хорошим» (приносить прибыль), или «пло-
хим» (приносить убыток). Задача организации состоит в отборе 
хороших проектов для их дальнейшей реализации. Оценку проектов 
осуществляют менеджеры. Отдельный менеджер может допускать 
ошибки, рекомендуя к реализации плохие проекты или отклоняя 
хорошие. С целью повышения эффективности отбора предлагается 
принимать решение о реализации проекта на основе коллективного 
мнения менеджеров, для чего может быть сформирована одна из 
трех организационных структур: комитет, иерархия или полиархия. 
В [47] с использованием этой модели исследуется влияние органи-
зационной структуры на квалификацию составляющих ее менедже-
ров. 

Три рассмотренные организационные формы можно комбини-
ровать, строя из них более сложную организационную структуру: 
рассматривать, например, иерархии, каждый элемент которой пред-
ставляет собой комитет; исследовать иерархии полиархий или поли-
архии иерархий. Подобные организационные структуры рассматри-
ваются Я. Иоаннидесом в [36]. 

Совершенно другую модель иерархии, принимающей решения, 
предлагают О. Харт и Дж. Мур в [35]. В их модели иерархия, со-
стоящая из m идентичных менеджеров, надстраивается над фикси-
рованным множеством активов. Активом считается объект, исполь-
зование которого по отдельности или в комбинации с другими 
активами может приносить организации прибыль. Таким образом, 
любой набор активов представляет собой потенциальный проект, 
который организация может реализовать. 

Каждому менеджеру дается в управление непустое подмноже-
ство активов Ai ⊆ N. С вероятностью p(Ai) менеджер может иметь 
идею по поводу использования этого подмножества активов. В 
случае ее реализации идея приносит прибыль v(Ai) > 0. Роль иерар-
хии состоит в том, что в первую очередь реализуются идеи менед-
жеров верхнего уровня. Если у них нет идеи, решения принимают их 
непосредственные подчиненные. Если и те не имеют идей, право 
принятия решения переходит к их подчиненным, и т.д.  

Иерархия выбирается с целью максимизации ожидаемой при-
были, и основная проблема состоит в том, что иерархия должна 
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быть построена ex-ante, то есть до момента, когда у менеджеров 
начинают появляться идеи. Общие теоретические результаты Харта 
и Мура позволяют существенно сузить множество иерархий, «по-
дозрительных на оптимальность». Например, они показывают, что 
чем выше уровень менеджера в оптимальной иерархии, тем меньше 
должна быть вероятность появления у него идеи. Авторы полностью 
решают задачу поиска оптимальной иерархии в частном случае двух 
идентичных активов при произвольном количестве менеджеров.  

Иерархии и теория контрактов. Теория контрактов – это 
раздел математической экономики, изучающий задачи мотивации 
(стимулирования) экономических агентов в условиях неопределен-
ности (см. главы 3 и 4, а также [27]). В отечественной традиции эти 
задачи также изучаются в рамках теории активных систем [5, 23] и 
теории иерархических игр [17]. 

В [43] на основе классической модели неблагоприятного отбо-
ра (adverse selection) [27] исследуется влияние децентрализации 
контрактов на эффективность функционирования организации. 
Рассматривается система, состоящая из двух агентов и центра, полу-
чающего доход от выбранных агентами действий. Выбор агентом 
действия требует от него затрат, которые зависят от персональных 
характеристик этого агента, т.н. типа агента. Тип агента является 
его частной (известной только ему) информацией. Каждый агент 
получает вознаграждение, зависящее от выбранного им действия и 
от сообщенного им центру значения своего типа (в общем случае, 
отличного от истинного). 

В классической модели центр непосредственно взаимодейству-
ет с обоими агентами и предлагает им вознаграждения (контракты), 
основанные на действиях агентов и сообщенных ими оценках своего 
типа. Решение этой задачи хорошо известно [27], как и формула 
средней прибыли центра при оптимальных контрактах. 

Такая схема взаимодействия центра с агентами соответствует 
двухуровневой иерархии. Авторы предлагают сравнить ее эффек-
тивность с эффективностью децентрализованной схемы, в которой 
центр заключает контракт только с первым агентом и делегирует 
ему право заключать субконтракт со вторым агентом. Выигрыш, 
получаемый центром от децентрализации, не рассматривается в 
явном виде, и цель статьи [43] состоит в нахождении условий, при 
которых децентрализация не приводит к уменьшению эффективно-
сти механизмов стимулирования (известно, что в рассматриваемой 
постановке децентрализация не увеличивает эффективности). 
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Похожий подход к анализу децентрализованных контрактов 
предлагается в работе [40], где авторы основываются на другой 
классической модели теории контрактов – задаче постконтрактно-
го оппортунизма (moral hazard) [27]. В отличие от модели неблаго-
приятного отбора, агенты в ней не имеют частной информации, но 
результат действий агентов помимо их усилий зависит от случайных 
факторов – состояния природы (state of nature). 

В статье [42] Э. Маскина, Ч. Киана и Ч. Ксу в рамках относи-
тельно простой модели рассматриваются сравнительные преимуще-
ства двух наиболее широко распространенных организационных 
структур: функциональной, или унитарной (U-организации) и муль-
тидивизиональной (M-организации). В функциональной структуре 
подразделения сводятся в более крупные объединения на основе 
сходства выполняемых ими функций. В дивизиональной структуре 
подразделения объединяются по географическому признаку, форми-
руя относительно самодостаточные дивизионы, или по продуктово-
му признаку, формируя независимые «продуктовые линии». 

Рассмотренные в настоящем разделе модели сравнивают между 
собой очень небольшое число простых иерархий. Это связано с 
громоздкостью и трудоемкостью анализа задач мотивации в услови-
ях неопределенности. 

Теоретико-игровой анализ задачи формирования организацион-
ной иерархии показывает, что: 

1) вид организационной структуры оказывает существенное 
влияние на интересы составляющих ее менеджеров и на принимае-
мые ими решения; 

2) оптимальная структура существенно зависит от эффективно-
сти стимулов, которые могут быть обеспечены менеджерам; 

3) эффективность стимулов, в свою очередь, зависит от уровня 
неопределенности и от возможностей мониторинга работы менед-
жеров; 

4) как правило, децентрализация права заключения контрактов 
уменьшает эффективность функционирования организации, хотя в 
ряде случаев подобного снижения эффективности удается избежать. 
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6.3. Общая модель иерархии управления 
 
Сложность моделирования организационных структур связана, 

во-первых, со сложностью формулировки математической модели, а 
во-вторых, со сложностью ее последующего формального анализа. 
Как показывает проведенный обзор литературы, во всех известных 
математических моделях управленческая деятельность представля-
ется в упрощенном виде. Из всего многообразия видов управленче-
ской деятельности выделяются лишь один или два, такие, например, 
как координация подчиненных, мониторинг их действий, решение 
проблем и принятие решений, обработка информации и т.п.  

Трудности с формальным анализом сформулированных матема-
тических моделей связаны с неразвитостью математического аппа-
рата, подходящего для решения задач синтеза структуры сложных 
систем. Несмотря на то, что большинство упомянутых выше моде-
лей допускают унифицированную математическую постановку в 
форме задачи дискретной оптимизации, для их анализа различные 
авторы применяют различные частные математические подходы.  

В настоящем разделе описывается унифицированная постанов-
ка задачи поиска оптимальной иерархии, к которой сводится боль-
шинство известных моделей, а также описывается ряд общих ре-
зультатов исследования оптимальных организационных иерархий. 

Пусть задано конечное множество исполнителей N, множество 
допустимых иерархий )(NΩ⊆Ω  и функция затрат 

);0[: +∞→ΩC , которая каждой допустимой иерархии ставит в 
соответствие неотрицательное число. Задача поиска оптимальной 
иерархии состоит в том, чтобы найти допустимую иерархию с ми-
нимальными затратами, то есть найти: 

)(minArg* HCH
H Ω∈

∈ . 

Множество допустимых иерархий Ω  может как совпадать с 
множеством )(NΩ  всех иерархий, управляющих набором исполни-
телей N, так и быть его строгим подмножеством. В частности, в 
зависимости от содержательной постановки задачи, может искаться 
оптимальное дерево или оптимальная r-иерархия. 

Когда количество исполнителей мало, эта задача может решать-
ся полным перебором всех возможных иерархий (понятно, что в 
общем случае это единственный способ решения). Однако обычно 
допустимых иерархий настолько много, что задать функцию затрат 
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перечислением ее значений для всех иерархий из множества Ω 
невозможно. Тогда функция затрат определяется аналитическим 
выражением или алгоритмом, которые зависят от структурных 
параметров иерархии – количества менеджеров, числа их подчинен-
ных, выполняемых менеджерами задач и т.п. 

Для разработки эффективных методов поиска оптимальных ие-
рархий необходимо делать предположения о виде функции затрат – 
ограничивать рассмотрение некоторым их классом. Эти предполо-
жения могут основываться на эмпирических исследованиях вида 
функций затрат реальных организационных иерархий или вводиться 
из общеэкономических соображений. 

Класс секционных функций затрат на управление. 
Определение 6.9. [21]. Пусть задано множество исполнителей 

N. Функция затрат менеджера называется секционной, если она 
зависит только от групп исполнителей, которыми управляют его 
непосредственные подчиненные. 

Таким образом, если менеджер m в иерархии H имеет r непо-
средственных подчиненных v1, v2, …, vr, то его затраты можно запи-
сать в виде: 

c(m, H) = c(sH(v1), …, sH(vr)). 
Число аргументов секционной функции затрат равно количест-

ву непосредственных подчиненных менеджера и функция определя-
ется для любого их количества. Значение секционной функции 
затрат не зависит от порядка следования ее аргументов (групп) и не 
изменяется при их перестановке. Таким образом, секционная функ-
ция затрат ставит в соответствие произвольному непустому множе-
ству групп исполнителей число – затраты менеджера, непосредст-
венные подчиненные которого управляют этими группами 
исполнителей. 

При секционной функции затраты менеджера не зависят от то-
го, как «внутри» организована работа его непосредственных подчи-
ненных, а зависят только от групп исполнителей, которыми те 
управляют. Так, затраты менеджера m в иерархиях на рисунках 6.13 
а) и 6.13 б) одинаковы, поскольку в обеих иерархиях менеджер m 
имеет двух непосредственных подчиненных, управляющих группа-
ми исполнителей {1, 2, 3} и {3, 4, 5, 6}. При этом, понятно, что 
совокупные затраты этих иерархий могут отличаться. 

Например, в модели, описанной в разделе 6.1, затраты )(⋅c  ме-
неджера определяются заданными технологическими потоками и 



 227 

функцией )(⋅ϕ . Внутренние и внешние потоки менеджера зависят 
только от групп, управляемых его непосредственными подчиненны-
ми v1, …, vk. Функция затрат менеджера (6.4) зависит только от 
групп sH(v1), …, sH(vk), то есть является секционной. Таким образом, 
в модели надстройки иерархии управления над технологической 
сетью рассматривается частный случай секционной функции 
затрат. 

 
Рис. 6.13. К определению секционной функции затрат 

 
При незначительном техническом ограничении на секционную 

функцию утверждение 6.1 остается верным и для общей модели. 
Свойства оптимальных иерархий (i)-(iii) из утверждения 6.1 сущест-
венно облегчают поиск оптимальной иерархии: в числе прочего, из 
них следует, что можно рассматривать только конечные множества 
допустимых иерархий, и каждый менеджер будет иметь как мини-
мум двух непосредственных подчиненных. Несмотря на это, задача 
поиска оптимальной иерархии для произвольной секционной функ-
ции затрат остается весьма сложной. В то же время, даже для такой 
общей постановки задачи в ряде случаев удается очень много ска-
зать о виде оптимальной иерархии. 

Достаточное условие невыгодности множественного подчине-
ния. 

Определение 6.10. [9]. Секционная функция затрат менеджера 
называется монотонной по группам, если затраты любого менеджера 
не убывают как при расширении групп, управляемых непосредст-
венными подчиненными, так и при добавлении новых непосредст-
венных подчиненных, то есть для любого набора групп s1, …, sr 
выполнены неравенства: 

),,,(),,,( 221 rr ssscsssc KK ≤ , где группа s содержит s1 ( ss ⊂1 ); 
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),,,,(),,,( 2121 sssscsssc rr KK ≤ , где s – произвольная группа. 
Свойство монотонности по группам иллюстрируется на рисунке 

6.14, на котором изображена часть иерархии, подчиненная менедже-
ру m, имеющему непосредственных подчиненных m1 и m2. 

Стрелками показаны возможные способы расширения групп, 
управляемых непосредственными подчиненными менеджера m 
(иерархии 6.14 а) и 6.14 б) и добавления новой подчиненной группы 
(иерархия 6.14 в). Иерархия 6.14 а) получена из исходной путем 
расширения группы, подчиненной менеджеру m2, за счет подчинен-
ных менеджера m1. В иерархии 6.14 б) подчиненная менеджеру m2 
группа расширяется за счет добавления новых исполнителей. Нако-
нец, в иерархии 6.14 в) менеджеру m добавляется новый непосредст-
венный подчиненный – менеджер m3. Добавляемые части иерархии 
для наглядности обведены штрихованной линией. Функция затрат 
менеджера будет монотонной по группам, если при любых подоб-
ных преобразованиях затраты менеджера m (выделенного на рисун-
ке жирной линией) не уменьшаются. 

 

 
Рис. 6.14. К определению монотонности по группам 

 
Утверждение 6.3. [9]. Если функция затрат монотонна по груп-

пам, то для заданного множества исполнителей N на множестве 
Ω(N) всех иерархий существует оптимальное дерево. 
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Таким образом, если функция затрат менеджера монотонна по 
группам и на множестве всех иерархий необходимо найти опти-
мальную, то можно искать ее только среди деревьев38. Это позволяет 
использовать разработанные в [9] численные алгоритмы поиска 
оптимальных деревьев39. 

По сути, монотонность по группам говорит о неоптимальности 
так называемого множественного подчинения сотрудников – если 
функция затрат монотонна по группам, то каждый сотрудник, за 
исключением топ-менеджера, должен иметь единственного непо-
средственного начальника. 

Условия оптимальности типовых иерархий. Далее рассмат-
риваются условия, при которых оптимальными будут иерархии c 
минимальной и максимальной возможными нормами управляемо-
сти. 

Определение 6.11 [21]. Секционная функция затрат называется 
сужающей, если для любого менеджера m с непосредственными 
подчиненными v1, …, vr при 3≥r  можно без увеличения затрат 
иерархии переподчинить нескольких сотрудников из v1, …, vr ново-
му менеджеру m1 и непосредственно подчинить менеджера m1 ме-
неджеру m. Секционная функция затрат называется расширяющей, 
если при любых подобных переподчинениях затраты иерархии не 
уменьшаются. 

Рисунок 6.15 иллюстрирует это определение. На нем слева (ие-
рархия а) изображена секция менеджера m, состоящая из него само-
го и его непосредственных подчиненных v1, v2, v3, которые могут 
быть как менеджерами, так и исполнителями. Справа на рисунке 
(иерархия б) изображена та же часть иерархии после переподчине-
ния части непосредственных подчиненных менеджера m (например, 
сотрудников v1 и v2) новому менеджеру m1 (обведенному на рисунке 
жирной линией). Если для любого менеджера всегда найдется по-
добное перестроение, не увеличивающее затраты иерархии, то 
функция затрат является сужающей. Если же любое такое пере-
                                                 
38 То же можно сказать и о поиске оптимальной иерархии на любом 
другом допустимом множестве Ω, включающем все деревья, а также о 
множестве r-иерархий, включающем все r-деревья. 
39 Для произвольной секционной функции затрат точный алгоритм поиска 
оптимального дерева имеет довольно высокую вычислительную слож-
ность, позволяя решить задачу не более чем для 15-20 исполнителей (име-
ется в виду решение задачи персональным компьютером в течение не-
скольких минут). Однако поиск оптимальной недревовидной иерархии на 
порядки сложнее даже этой трудоемкой задачи. 
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строение не приводит к уменьшению затрат иерархии, то функция 
затрат является расширяющей. 

 

 
Рис. 6.15. К определению сужающих 
и расширяющих функций затрат 

 
Подчеркнем, что определение требует невозрастания или не-

убывания затрат всей иерархии. При этом изменение затрат иерар-
хии складывается из затрат добавляемого менеджера m1 и изменения 
затрат менеджера m (у него уменьшается количество непосредст-
венных подчиненных). Поэтому для того, чтобы функция затрат 
была сужающей, как минимум необходимо, чтобы затраты менед-
жера m не увеличивались при замене нескольких его непосредствен-
ных подчиненных менеджером m1. 

Содержательно определение сужающей функции затрат означа-
ет, что при наличии в иерархии менеджера с более чем двумя непо-
средственными подчиненными всегда выгодно нанять ему «помощ-
ника», сняв с менеджера часть его нагрузки. При расширяющей 
функции затрат, наоборот, всегда выгодно увольнять промежуточ-
ных менеджеров. Эти соображения иллюстрируют идею доказатель-
ства (см. [9]) следующего результата. 

Утверждение 6.4 [9]. При сужающей функции затрат на множе-
стве Ω(N) существует оптимальная 2-иерархия, при расширяющей 
функции затрат оптимальна веерная иерархия. 

Таким образом, если функция затрат сужающая, то на множест-
ве Ω(N) (или на произвольном множестве Ω, включающем все 2-
иерархии) оптимальную иерархию можно искать только среди 2-
иерархий. Если функция затрат – расширяющая, и веерная иерархия 
допустима, то эта иерархия и будет оптимальной40. 

                                                 
40 Найти 2-дерево с минимальными затратами позволяют алгоритмы, 
предложенные в [9]. 
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Если функция затрат одновременно и монотонная по группам, и 
сужающая, то, пользуясь утверждениями 6.3 и  6.4, несложно пока-
зать, что оптимальная иерархия будет 2-деревом. Более того, для 
монотонной по группам функции затрат определение 6.11 можно 
ослабить, требуя его выполнения только в случае, когда все сотруд-
ники v1, …, vr управляют непересекающимися группами исполните-
лей. При выполнении такого ослабленного условия функция затрат 
называется сужающей на непересекающихся группах [21]. Для 
монотонной функции расширение на непересекающихся группах 
влечет оптимальность веерной иерархии. 

Результат утверждения 6.4 использует невозрастание (или не-
убывание) затрат иерархии при последовательных операциях пере-
подчинения – для сужающей функции каждое переподчинение не 
увеличивает затрат иерархии, а для расширяющей – не уменьшает 
их. При этом оптимальными оказываются иерархии, которые не 
могут быть преобразованы никаким переподчинением. Таким же 
образом можно вводить и другие преобразования иерархии и поль-
зоваться неубыванием или невозрастанием затрат иерархии относи-
тельно них. 

Пусть, например, на множестве допустимых иерархий Ω(N) 
ищется оптимальная иерархия при сужающей функции затрат. Со-
гласно утверждению 6.4 оптимальную иерархию можно искать 
среди 2-иерархий. Допустим, в некоторой 2-иерархии H менеджер m 
имеет непосредственно подчиненных ему менеджеров m1 и m2, 
причем первый из них управляет некоторым сотрудником v и ис-
полнителем w, а второй – некоторым сотрудником v′ и исполните-
лем w′ (см. рисунок 6.16 а). У всех этих сотрудников могут быть и 
другие начальники, не изображенные на рисунке. Обозначим через 
s1 и s2 группы, управляемые соответственно менеджерами m1 и m2. 

Преобразуем изображенную на рисунке часть иерархии: удалим 
связи от менеджеров m1 и m2 к m, добавим нового менеджера m3, 
которого подчиним менеджеру m и назначим менеджеру m3 в непо-
средственные подчиненные сотрудника v и менеджера m2. Кроме 
того, непосредственно подчиним исполнителя w менеджеру m (см. 
рисунок 6.16 б). Легко проверить, что при таком преобразовании 
затраты менеджеров иерархии, не изображенных на рисунке, не 
меняются, и затраты иерархии изменятся на величину: 

),(}){,}){\(()},{\( 212121 sscwswscswsc −∪+ . 
Точно такую же операцию можно проделать и с менеджером m2. 
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Рис. 6.16. К определению сильно сужающей функции затрат 
 
Определение 6.12 [21]. Сужающая функция затрат называется 

сильно сужающей, если для любых групп s1 и s2 из двух или более 
исполнителей выполнено по крайней мере одно из двух условий: 
1) для любого 1sw ∈  }){,}){\(()},{\(),( 212121 wswscswscssc ∪+≥ ; 
2) для любого 2sw ∈  }){}),{\((}){\,(),( 212121 wwsscwsscssc ∪+≥ . 

Таким образом, для сильно сужающей функции затрат всегда 
можно, не увеличив затрат иерархии, проделать описанное выше 
преобразование. Это преобразование не может быть проделано 
только в том случае, если иерархия является последовательной 
иерархией, что приводит к следующему утверждению. 

Утверждение 6.5 [21]. Для сильно сужающей функции затрат на 
множестве Ω(N) существует оптимальная последовательная иерар-
хия. 

Следовательно, при сильно сужающей функции затрат опти-
мальную на )(NΩ  иерархию можно искать только среди последова-
тельных иерархий, для чего в [9] разработаны как аналитические 
методы, так и численные алгоритмы. 

Несложно показать41, что как монотонные по группам функции, 
так и функции, не являющиеся монотонными по группам, могут 
быть сужающими, могут быть расширяющими, могут не быть ни 
сужающими, ни расширяющими. Кроме того, в предельных случаях 
функция может быть и сужающей, и расширяющей одновременно. 

                                                 
41 См. примеры, приведенные в [21]. 
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В общем виде секционная функция затрат менеджера c(s1, …, sr) 
представляет собой функцию множеств и потому является довольно 
сложным объектом. Задание такой функции затрат в общем случае 
сводится к прямому перечислению ее значений для всех возможных 
наборов групп, что обычно невозможно из-за огромного количества 
таких наборов. 

Для иллюстрации свойств секционных функций представим 
функцию затрат менеджера в компактной форме, поставив в соот-
ветствие каждой группе или набору групп одну или несколько чи-
словых характеристик и считая функцию затрат менеджера завися-
щей уже от этих характеристик. 

Проще всего это сделать, введя меру на множестве исполните-
лей. Каждому исполнителю Nw ∈  ставится в соответствие поло-
жительное число )(wµ  – его мера. Мерой )(sµ  группы исполните-
лей s ⊆ N называется суммарная мера исполнителей, входящих в 
группу, то есть ∑ ∈

=
sw

ws )(:)( µµ . Тогда считаем, что функцию 
затрат менеджера можно записать в виде функции r + 1 переменных: 
с(s1, …, sr) = c(µ1, …, µr, µ), где µ1, …, µr – это меры групп, управ-
ляемых непосредственными подчиненными менеджера, а µ – мера 
группы, которой управляет он сам. Такую функцию затрат будем 
называть зависящей от мер42. Содержательно мера исполнителя 
может соответствовать, например, сложности выполняемой им 
работы. Тогда мера группы соответствует суммарной сложности или 
объему работ, выполняемых группой, и именно от этой сложности 
зависят затраты по управлению группой. 

Пример 6.4. Пусть все исполнители считаются одинаковыми, и 
каждый из них имеет меру, равную единице. Тогда мера группы 
равна количеству входящих в нее исполнителей, а функция затрат 
менеджера зависит от количества подчиненных ему исполнителей и 
от количества исполнителей, которыми управляют непосредственно 
подчиненные ему сотрудники. • 

Задание меры исполнителей, конечно, является далеко не един-
ственным, хотя и самым простым способом введения числовых 
характеристик групп. В частности, выше рассматривались «потоко-
вые» функции затрат менеджера, зависящие от материальных, фи-

                                                 
42 Функция затрат менеджера задается для любого количества его непо-
средственных подчиненных r и симметрична по перестановке аргументов 
µ1, …, µr (но не последнего аргумента µ). 
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нансовых и информационных потоков между подчиненными груп-
пами исполнителей. Приведем несколько примеров функций затрат, 
зависящих от мер. 

Пример 6.5. Пусть затраты менеджера пропорциональны мере 
управляемой им группы, то есть с(µ1, …, µr, µ) = µ. В этом случае 
среди всех возможных иерархий оптимальна веерная иерархия, 
поскольку любая иерархия по определению включает менеджера, 
управляющего группой N из всех исполнителей, и только в веерной 
иерархии этот менеджер будет единственным. Однако оптимальные 
иерархии будут уже не столь тривиальными, если ограничиться 
поиском только среди r-иерархий, где r > 1 – некоторое заданное 
число. • 

Пример 6.6. Пусть функция затрат зависит от количества r не-
посредственных подчиненных менеджера и меры µ группы, которой 
управляет сам менеджер. Частным видом такой функции является 
мультипликативная функция затрат вида с(r, µ) = ϕ(r)χ(µ), где ϕ(⋅) и 
χ(⋅) – некоторые неотрицательные монотонно возрастающие функ-
ции. 

В мультипликативной функции затраты по работе с непосредст-
венными подчиненными ϕ(r) умножаются на «коэффициент ответ-
ственности» χ(µ), зависящий от меры управляемой менеджером 
группы. • 

Пример 6.7. В [9, 21] были введены и исследованы несколько 
более сложных зависящих от мер функций затрат менеджера: 

(I) βαααα µµµµµµµ )],,max([),,...,( 111 rrrc KK −++= , 
(II) βαα µµµµµ ][),,...,( 11 rrc ++= K , 
(III) βααα µµµµµµ ]1),...,max(/[),,...,( 11 −= rrc , 

(IV) βαα µµµµµ ])([),,...,(
11 ∑ =

−=
r

i irc . 

Здесь α и β – некоторые неотрицательные параметры, позво-
ляющие «подстроить» эти функции затрат к конкретным условиям. 
Ниже мы будем ссылаться на эти функции затрат по их номеру, то 
есть говорить о функции затрат (I), (II) и т.д. 

Функции (I)-(IV) затрат менеджера определяются «сложно-
стью» (объемом работ) сотрудников «секции» (отдела, подразделе-
ния и т.п.), которая непосредственно подчинена менеджеру. В раз-
личных организациях секция может управляться с использованием 
различных механизмов взаимодействия между менеджером и непо-
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средственными подчиненными (внутри секции). Ниже функции (I)-
(IV) интерпретируются как затраты менеджера для различных спо-
собов взаимодействия внутри секции. В менеджменте на качествен-
ном уровне рассматривается множество подобных способов взаимо-
действия. 

Предположим, что среди непосредственных подчиненных ме-
неджера имеется «полулидер», который полностью справляется со 
своими обязанностями, не требуя от непосредственного начальника 
затрат на управление собой. Этому случаю может соответствовать 
функция (I). В (I) затраты менеджера определяются сложностями 
групп, которые управляются всеми непосредственными подчинен-
ными, кроме «полулидера». Под полулидером подразумевается 
подчиненный, который управляет группой с наибольшей сложно-
стью. Если среди непосредственных подчиненных менеджера от-
сутствует «лидер», то менеджер несет затраты на управление всеми 
непосредственными подчиненными (функция (II)).  

Предположим, что среди непосредственных подчиненных ме-
неджера (внутри секции) имеется «лидер», который помогает ре-
шить проблемы взаимодействия других непосредственных подчи-
ненных (например, с помощью своего авторитета или опыта). За 
счет этого снижаются затраты непосредственного начальника. Это-
му случаю может соответствовать функция затрат (III). Чем более 
сложной группой управляет подчиненный менеджеру лидер, тем 
выше значение «лидера», тем более снижаются затраты его началь-
ника. 

Функция (IV) может описывать затраты в процессе индивиду-
альной работы менеджера с каждым непосредственным подчинен-
ным. Затраты определяются разностями между сложностью группы, 
которой управляет менеджер, и сложностями групп, которыми 
управляют непосредственные подчиненные43. 

                                                 
43 Например, менеджер m, которому подчинена группа sH(m), в процессе 
управления непосредственным подчиненным m1 передает ему информацию 
о той части группы sH(m), которой m1 не управляет. Объем этой инфор-
мации определяется разностью сложностей µ(sH(m)) и µ(sH(m1)). Сумма 
объемов информации по всем непосредственным подчиненным и определя-
ет затраты менеджера (IV). 
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некоторое 
дерево 

a) 

б) 

 
 
Рис. 6.17. Виды оптимальной иерархии 
для функции I (a) и функции II (б) 

 
Очевидно, что функции (I) и (II) монотонны по группам, функ-

ции (III) и (IV) не являются монотонными по группам. Несложно 
проверить свойства сужения и расширения для этих функций. В 
результате можно доказать (см. [21]), что функция (I) при 1≤β  – 
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расширяющая, а при 1≥β  – сужающая. Это значит, что при 1≤β  
оптимальна веерная иерархия, а при 1≥β  оптимальным является 
некоторое 2-дерево (см. рисунок 6.17 a). 

Также доказывается, что функция (II) при β ≤ 1 расширяющая, а 
при β > 1 и α ≥ 1 – расширяющая на непересекающихся группах, то 
есть в этих случаях оптимальна веерная иерархия (см. рисунок 
6.17 б). В области β > 1 и α < 1 функция (II) не является ни расши-
ряющей, ни сужающей даже на непересекающихся наборах групп. 
То есть для этого случая утверждение 6 не может помочь в поиске 
оптимальной иерархии. Однако функция (II) монотонна по группам, 
поэтому оптимальным является дерево (см. утверждение 6.3). 

В [21] показано, что при β ≥ 1 функции (III) и (IV) сужающие, 
то есть оптимальной является 2-иерархия, имеющая минимальные 
затраты (см. утверждение 6)44. Для 1<β  дерево с минимальными 
затратами можно найти с помощью алгоритмов (см. [9]). Однако это 
дерево может не быть оптимальной иерархией, поскольку функции 
(III) и (IV) не монотонны по группам. • 

Расширяющие и сужающие функции затрат приводят к опти-
мальности крайних случаев – веерной иерархии и 2-иерархии. Как 
правило, в реальных организациях имеет место «промежуточная» 
иерархия, в которой норма управляемости +∞<< r2 . Поэтому 
функция затрат, описывающая такую организацию, не будет ни 
расширяющей, ни сужающей. Таким образом, важна разработка 
методов решения задачи об оптимальной иерархии для этого случая. 
На данный момент такие методы разработаны для важного класса 
так называемых однородных функций затрат. 

 
6.4. Оптимальные древовидные структуры 

 
Однородные функции затрат на управление. 
Определение 6.13 [9]. Функция затрат менеджера c(µ1, …, µr, µ), 

зависящая от мер, называется однородной, если существует такое 
неотрицательное число γ, что для любого положительного числа A и 
любого набора мер µ1, …, µr, µ выполняется тождество 

                                                 
44 Для функции (III) и β  ≥ 1 в [9] оптимальная 2-иерархия найдена в явном 
виде.  
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),,...,(),,...,( 11 µµµµµµ γ
rr cAAAAc = . Число γ называется степе-

нью однородности функции затрат. 
Таким образом, при однородной функции затрат пропорцио-

нальное увеличение мер групп всех исполнителей в A раз приводит к 
росту затрат менеджера в Aγ раз. 

Определение 6.14. r-мерным симплексом Dr называется такое 
множество r-мерных векторов x = (x1, …, xr) с неотрицательными 
компонентами, что x1 + … + xr = 1. Элементы такого симплекса 
будем называть r-пропорциями или просто пропорциями. 

Легко видеть, что если менеджер имеет r непосредственных 
подчиненных, то вектор x := (µ1 /µ, …, µr /µ) является r-пропорцией. 
Будем в этом случае говорить, что менеджер делит подчиненную 
ему группу исполнителей между своими непосредственными подчи-
ненными в пропорции x. 

Для поиска оптимального дерева в случае функций затрат, зави-
сящих от мер, существуют численные алгоритмы (см. [9]). Исследо-
вание результатов их работы при различных однородных функциях 
затрат позволяет выделить ряд общих свойств, которыми обладают 
оптимальные деревья, формализованных в определении 6.15. 

Определение 6.15. Дерево называется (r, x)-однородным, если 
каждый его менеджер имеет ровно r непосредственных подчинен-
ных и делит между ними подчиненную ему группу исполнителей в 
пропорции x = (x1, …, xr). Число r называется нормой управляемости 
однородного дерева. 

Пример 6.8. На рисунке 6.18 изображены три однородных дере-
ва. Для каждого сотрудника на рисунке изображена мера управляе-
мой им группы. Иерархия а) – это 3-дерево с пропорцией 
x = (1/3, 1/3, 1/3). Дерево имеет симметричный вид (однородные 
деревья всегда симметричны, если исполнители имеют одинаковые 
меры). Иерархия б) – это 2-дерево с пропорцией (1/2, 1/2), а иерар-
хия в) – 2-дерево с пропорцией (1/3, 2/3). • 

В силу дискретности задачи для заданного множества исполни-
телей может не существовать ни одного однородного дерева (кроме 
веерной иерархии, которая всегда является однородной). В то же 
время, если однородное дерево существует, его затраты легко вы-
числяются. 
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Рис. 6.18. Примеры однородных деревьев 

 
Утверждение 6.6 [12]. Пусть заданы множество исполнителей 

N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) и однородная степени γ функ-
ция затрат менеджера c(µ1, …, µr). Если существует однородное 
дерево H с нормой управляемости r и пропорцией x = (x1, …, xr), то 
его затраты определяются выражением: 

(6.6.) 
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Нижняя оценка затрат оптимального дерева. Имея аналити-
ческое выражение для затрат однородного дерева, точно так же 
можно ставить вопрос о том, какое из всего множества однородных 
деревьев было бы оптимальным, если бы оно существовало. Для 
того чтобы найти такое наилучшее однородное дерево, необходимо 
минимизировать выражение (6.6) по всем возможным нормам 
управляемости r и пропорциям x. Соответственно, пара (r, x), на 
которой достигается этот минимум, даст параметры наилучшего 
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однородного дерева, а, подставив их в формулу (6.6), получим его 
затраты. 

Понятно, что при фиксированном множестве исполнителей 
N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) топ-менеджер любого дерева 
будет иметь не более n непосредственных подчиненных, поэтому 
при поиске наилучшего однородного дерева минимизировать доста-
точно по всем r от 2 до n.  

Кроме того, каждый непосредственный подчиненный топ-
менеджера будет управлять, по меньшей мере, одним исполнителем, 
и, значит, мера управляемой им группы будет не меньше минималь-
ной из мер исполнителей. Следовательно, каждая из компонент xi, 
i = 1, …, r пропорции любого однородного дерева будет не меньше 
чем ∑ ∈∈=

NiNi ii )(/)(min: µµε . 

Для произвольного неотрицательного числа ε обозначим через 
Dr(ε) ту часть симплекса Dr, на которой каждая компонента вектора 
больше или равна ε. 

Тогда при фиксированной функции затрат минимальные затра-
ты однородного дерева определяются количеством n и мерами 
µ(1), …, µ(n) исполнителей и задаются следующим выражением: 

(6.7) 
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где ∑ ∈
=

Ni
i)(µµ , µµε /)(min iNi∈= .45 

Эмпирически установлено, что оптимальная (на множестве всех 
деревьев) древовидная иерархия «стремится» быть однородным 
деревом. В связи с этим возникает предположение о том, что, если 
для заданного множества исполнителей существует наилучшее 
однородное дерево (с нормой управляемости r(n, ε) и пропорцией 
x(n, ε)), то оно и будет оптимальным на множестве всех деревьев. На 

                                                 
45 Поскольку Dr(ε) – компактное множество, минимумы в формуле (6.7) 
достигаются при достаточно слабых условиях на функцию затрат (дос-
таточно потребовать ее полунепрерывности снизу на симплексе), и ниже 
считается, что они достигаются. 
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самом деле оказывается, что справедлив даже более сильный ре-
зультат. 

Утверждение 6.7 [12]. Пусть заданы множество исполнителей 
N = {1, …, n} с мерами µ(1), …, µ(n) и однородная степени γ функ-
ция затрат менеджера c(⋅). Тогда затраты оптимального дерева будут 
не меньше, чем CL(N). Иначе говоря, функция CL(N) является ниж-
ней оценкой затрат оптимального дерева. 

Если ставится задача поиска оптимального r-дерева, то есть де-
рево, каждый из менеджеров которого имеет не более r подчинен-
ных, то нижняя оценка его затрат будет определяться затратами 
наилучшего однородного r-дерева, то есть однородного дерева с 
нормой управляемости не более чем r. 

Легко видеть, что затраты наилучшего однородного r-дерева за-
даются формулой: 
(6.8) 
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Таким образом, справедливо следующее утверждение: 
Утверждение 6.8 [12]. В условиях утверждения 6. 6 затраты оп-

тимального r-дерева будут не менее CL
r(N). 

Описанная нижняя оценка затрат оптимального дерева имеет 
широкий спектр применения. Например, оказывается, что при боль-
шом количестве исполнителей она обычно достаточно точно ап-
проксимирует затраты оптимального дерева. Более подробно каче-
ство нижней оценки CL(N) обсуждается в [12]. 

Модель организационной иерархии, решающей проблемы. 
Система управления представляет собой иерархию (см. определение 
6.1) над множеством исполнителей N = {1, …, n}. 

Объем работы менеджера определяется количеством принимае-
мых менеджером решений, направленных на решение стоящих 
перед его подчиненными проблем. Если менеджеру в единицу вре-
мени приходится принимать P решений, то затраты на его содержа-
ние равны Pβ, где β – константа, описывающая скорость роста за-
трат. Логично считать, что маржинальные затраты не убывают с 
ростом объема работы, то есть β ≥ 1. Параметр β описывает эффек-
тивность работы менеджеров – более квалифицированные менедже-
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ры при одинаковом числе проблем несут меньшие затраты, а при 
одинаковых затратах решают большее число проблем. 

Менеджер принимает решения на основе отчетов, предостав-
ляемых его непосредственными подчиненными. Будем считать, что 
объем отчета, который готовит подчиненный для своего начальника, 
равен µα, где µ – мера управляемой этим подчиненным группы 
исполнителей. Кроме того, предположим, что количество прини-
маемых начальником решений пропорционально суммарному объе-
му получаемых им отчетов. 

Параметр α, принимающий значения из отрезка [0, 1], интер-
претируется как коэффициент сжатия информации о проблемах в 
отчете. Этот коэффициент определяется типичностью проблем, 
возникающих у исполнителей – если у многих исполнителей возни-
кают одинаковые проблемы, то объем отчета об этих проблемах 
слабо зависит от количества исполнителей, и значение α существен-
но меньше единицы. 

Итак, если k непосредственных подчиненных менеджера управ-
ляют группами мер µ1, …, µk, то суммарный объем подготовленного 
ими отчета равен µ1

α + … + µk
α, и затраты менеджера с точностью до 

константы равны: 
(6.9) c(µ1, …, µk) = (µ1

α + … + µk
α)β. 

Построение оптимальной организационной структуры сводится 
к поиску иерархии с минимальными суммарными затратами менед-
жеров. Помимо собственно получения оптимальной иерархии инте-
рес представляет и анализ зависимости ее основных характеристик – 
нормы управляемости менеджеров и затрат иерархии – от парамет-
ров модели (степени единообразия технологического процесса α и 
квалификации менеджеров β). 

Результаты этого анализа позволяют выбирать наиболее эффек-
тивные организационные мероприятия по снижению управленче-
ских расходов и предусматривать меры по адаптации организацион-
ной структуры к изменению внешних условий. 

В рассматриваемом примере выражение (6.9) затрат менеджера 
совпадает с формулой введенной выше в примере 6.7 функции 
затрат (II). Эта функция затрат монотонна по группам, следователь-
но, оптимальная иерархия имеет вид дерева. Из рисунка 6.17 б) 
видно, что при α ≥ 1 или β ≤ 1 оптимальна веерная иерархия. Поэто-
му интерес представляет поиск оптимального дерева в области 
параметров α < 1, β > 1. Для решения этой задачи найдем параметры 
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наилучшего однородного дерева – норму управляемости и пропор-
цию. 

Пусть степень однородности функции затрат α β ≠ 1. По фор-
муле (6.7), чтобы для фиксированной нормы управляемости k найти 
наилучшую пропорцию, необходимо найти пропорцию (y1, …, yk), 
минимизирующую выражение 
(6.10) |1|/)(

11 ∑ =
−++

k

i ik yyy αββαα K . 
 

 
 

Рис. 6.19. Нормы управляемости наилучшего однородного 
дерева для функции затрат (II) 

 
Эту задачу можно решить численно с помощью описанного в 

[12] алгоритма. Показано, что в наиболее важной с практической 
точки зрения области параметров (α ∈ [0, 1], β ∈ [1, 6]) наилучшие 
однородные деревья симметричны (для β > 6.7 имеются области 
параметров α и β, где оптимальны асимметричные пропорции). Зная 
оптимальную пропорцию, по формуле (6.7) легко вычислить наи-
лучшую норму управляемости однородного дерева. Результаты ее 
численного расчета приведены на рисунке 6.19. Видно, что для 
больших значений параметра β оптимальны 2-деревья. Область их 
оптимальности отмечена на рисунке числом «2» (область, где опти-
мальны асимметричные 2-деревья, выделена пунктиром). С умень-
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шением β, а также со стремлением α к единице, последовательно 
становятся оптимальными 3-деревья, 4-деревья и т.д. (эти области 
подписаны на рисунке числами «3», «4», …). 

Из рисунка 6.19 видно, что с ростом квалификации (с уменьше-
нием параметра β) оптимальная норма управляемости растет, то есть 
более квалифицированным менеджерам назначается большее коли-
чество непосредственных подчиненных. Это вполне объяснимо и с 
содержательной точки зрения – более квалифицированные менед-
жеры выполняют больший объем работы. 

Более неожиданным является то, что оптимальная норма управ-
ляемости увеличивается с ростом степени атипичности проблем 
(параметра α). Действительно, если считать, что меры всех исполни-
телей больше единицы, то легко проверить, что с ростом α объем 
работы менеджера, определяемый выражением µα r1 – α, увеличивает-
ся, а, следовательно, возрастают его затраты. Увеличение нормы 
управляемости r еще сильнее увеличивает объем выполняемой 
менеджером работы. 

Общее количество менеджеров в однородной иерархии равно 
(n – 1) / (r – 1), то есть с ростом нормы управляемости количество 
менеджеров убывает. Оказывается, что уменьшение числа менедже-
ров – это самый «дешевый» способ противодействия росту степени 
атипичности проблем, поскольку при усложнении иерархии в реше-
нии большого количества проблем участвуют все больше и больше 
менеджеров, что увеличивает суммарные затраты. 

Оценим влияние параметров α и β на затраты оптимальной ие-
рархии. Затраты топ-менеджера иерархии, определяются формулой: 

)1(),()()),(/1...,),,(/1()( α−βαβαβ βαµ=βαβαµ rNrrcN . 
Легко проверить, что, с ростом α (степени атипичности про-

блем) как затраты оптимальной иерархии, так и затраты топ-
менеджера возрастают. Затраты оптимальной иерархии монотонно 
убывают с ростом уровня квалификации менеджеров (с уменьшени-
ем параметра β). 

Однако зависимость затрат топ-менеджера от параметра β уже 
не столь очевидна. Из рисунка 6.20 видно, что с ростом квалифика-
ции (с уменьшением β) затраты топ-менеджера сначала уменьшают-
ся (ведь его квалификация также растет), а затем начинают возрас-
тать. Дело в том, что, как было отмечено выше, с ростом 
квалификации менеджеров растет и оптимальная норма управляемо-
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сти, уменьшается количество менеджеров в иерархии, и, следова-
тельно, растут затраты отдельного менеджера. 

 

 
 

Рис. 6.20. Пример зависимости затрат топ-менеджера 
от параметра β при α = 0.2 

 
Следовательно, если высшее руководство организации вклады-

вает средства в повышение квалификации менеджеров иерархии, 
например в их обучение, то эти действия приводят к уменьшению 
управленческих расходов иерархии, однако затраты самого высшего 
руководства при этом могут и возрасти, если, конечно, иерархия 
параллельно изменяется с тем, чтобы наилучшим образом использо-
вать новые условия. 

Исполнение приказов и детализация планов. В предыдущей 
модели информация о проблемах поднималась снизу вверх – от 
исполнителей к топ-менеджеру. Однако помимо таких потоков, в 
организациях присутствуют и информационные потоки, направлен-
ные сверху вниз, от топ-менеджера к его подчиненным и далее до 
конечных исполнителей. Например, подобные информационные 
потоки возникают в процессе планирования функционирования 
организации или разработки и исполнения приказов. Рассмотрим 
формулировку модели в терминах исполнения приказов – процессы 
планирования описываются аналогично. 

Пусть в технологический процесс организации вовлечено n ис-
полнителей. Работы, порученные исполнителям, могут требовать 
различных усилий по управлению ими, поэтому для каждого испол-



 246 

нителя w ∈ N = {1, …, n} определим число µ(w) (меру), описываю-
щее сложность управления этим исполнителем. Тогда объем макси-
мально детализированной инструкции, подробно регламентирую-
щей работу некоторой группы исполнителей s ⊆ N (измеряемый, 
например, количеством знаков в соответствующем документе), 
будет пропорционален суммарной мере µ(s) исполнителей группы, 
то есть количеству входящих в нее исполнителей.  

Объем приказа, получаемый менеджером, управляющим груп-
пой меры µ, равен µα, где α ∈ [0, 1] – коэффициент, определяющий 
то самое неизбежное сжатие информации. 

Задача менеджера состоит в том, чтобы проанализировать каж-
дое положение приказа с целью определения того, какие из k непо-
средственно подчиненных ему подразделений будут вовлечены в 
процесс исполнения данного приказа, то есть, по сути, решить зада-
чу классификации. 

В общем случае объем работы задается некоторой функцией 
ρ(k), а совокупный объем работы менеджера пропорционален46 
µαρ(k). 

Затраты менеджера могут нелинейно зависеть от объема P вы-
полняемой им работы. Будем считать, что эта зависимость описыва-
ется степенной функцией вида Pβ. Тогда если анализ положений 
приказа является единственной работой менеджера, то его затраты 
задаются выражением µα βρ(k)β, то есть описываются введенной в 
примере 6.6 мультипликативной функцией затрат. 

Однако в рамках рассматриваемой модели менеджер должен 
еще дополнить и детализировать полученный приказ, превратив его 
в k приказов для своих непосредственных подчиненных. Будем 
считать, что объем связанной с этим работы пропорционален разно-
сти µ1

α + …+ µk
α – µα между суммарным объемом детализированных 

приказов и объемом полученного приказа. 
Следовательно, если k непосредственных подчиненных менед-

жера управляют группами исполнителей с мерами µ1, …, µk, а сам он 

                                                 
46 Такая зависимость объема работы менеджера от меры управляемой 
группы µ и нормы управляемости k может возникать не только при 
решении задачи классификации. Например, работа менеджера может 
состоять в ознакомлении непосредственных подчиненных с положениями 
полученного им приказа. Если менеджер собирает для этого своих подчи-
ненных вместе, то объем его работы пропорционален объему приказа µ α, 
если он знакомит с приказом каждого из k своих починенных по отдельно-
сти, то объем работы пропорционален k µ α. 
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управляет группой меры µ = µ1 + …+ µk, то его затраты определяют-
ся выражением: 
(6.11) (A µαρ(k) + µ1

α + …+ µk
α – µα)β, 

где A – коэффициент, описывающий трудоемкость анализа одного 
положения приказа по сравнению с трудоемкостью его детализации 
для подчиненных. 

Ниже, как и в предыдущей модели, решается задача поиска ие-
рархии с наименьшими затратами на содержание менеджеров. Ос-
новной интерес представляет зависимость нормы управляемости 
оптимальной иерархии и ее затрат от параметров модели.  

При этом уменьшение параметра β соответствует росту общей 
квалификации менеджеров, как управленцев, повышению их спо-
собности к переработке информации. Увеличение же параметра α 
можно интерпретировать как рост уровня специализации менедже-
ров, их информированности о технологических особенностях функ-
ционирования данной организации, что позволяет им готовить более 
детальные приказы для своих подчиненных. 

Рассмотрим произвольного менеджера, управляющего группой 
исполнителей меры µ, r непосредственных которого управляют 
группами исполнителей с мерами µ1, …, µr. Легко проверить, что 
объем µ1

α + …+ µk
α – µα работы этого менеджера по детализации 

получаемых приказов немонотонно зависит от показателя степени α, 
возрастая до некоторого значения α, а затем убывая до нуля при α, 
стремящемся к единице47. 

Эта немонотонность является результатом двух тенденций – 
стремления суммарного объема работы всех менеджеров иерархии к 
уменьшению с ростом уровня специализации α этих менеджеров 
(более специализированные менеджеры легче и быстрее принимают 
правильные решения), и стремления объема работы по детализации 
приказов к увеличению (более специализированные менеджеры 
сильнее детализируют приказы). 

На практике при подборе персонала редко удается найти доста-
точное количество сотрудников, которые были бы одновременно и 
специалистами в технологии, и опытными управленцами, и прихо-
дится искать некоторый компромисс в обладании этими навыками. 

                                                 
47 Степень однородности рассматриваемой функции затрат равна α β. 
Согласно имеющимся статистическим данным (см. обсуждение и ссылки 
в [12, 21]), в коммерческих фирмах степень однородности функции затрат 
менеджера не превышает 0.4. 
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Исследование влияния параметров α и β на затраты оптимальной 
иерархии позволяет в процессе формирования команды менеджеров 
сделать выбор между специалистами и профессиональными управ-
ленцами. 

Функция затрат (6.11) монотонна по группам и, следовательно, 
оптимальную иерархию достаточно искать в классе деревьев. При 
интересных с содержательной точки зрения сочетаниях параметров 
для составляющих этой функции затрат наилучшие однородные 
деревья были симметричны. Поэтому при поиске оптимальной 
иерархии ограничимся поиском наилучших симметричных деревьев. 

Тогда в соответствии с формулой (6.7), чтобы при фиксирован-
ных параметрах α, β и A найти норму управляемости наилучшего 
однородного дерева, необходимо найти целое число k, большее 
единицы, при котором достигается минимум функции: 

|1|/)1)(( 11 αββαρ −− −−+ kkkA . 
Эта стандартная задача минимизации легко решается численно. 

Скажем, на рисунке 6.21 оптимальные нормы управляемости изо-
бражены для значения параметра A (описывающего трудоемкость 
анализа приказа по сравнению с его детализацией) равного 0.5. Из 
рисунка видно, что и с уменьшением уровня специализации менед-
жеров (уменьшением α), и с ростом их квалификации (уменьшением 
β), оптимальная норма управляемости растет. 

 
Рис. 6.21. Оптимальные нормы управляемости 

для функции затрат (6.11) при A = 0.5 
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В то же время, если детализация плана становится более трудо-
емкой по сравнению с его анализом (то есть если значение парамет-
ра A уменьшается), это правило может и нарушаться.  

Так, например, на рисунке 6.22 изображены оптимальные нор-
мы управляемости для A = 0.05. Легко видеть, что при небольших 
значениях β (более квалифицированных менеджерах) сохраняется 
прежняя зависимость нормы управляемости от уровня специализа-
ции α, в то время как при β > 1.03 оптимальная норма управляемо-
сти с ростом α уже не убывает, а растет. 

 

 
Рис. 6.22. Оптимальные нормы управляемости 

для функции затрат (6.11) при A = 0.05 
 
Семейство кривых на рисунке 6.23 описывает зависимости за-

трат иерархии от α при различных значениях параметра A. Из ри-
сунка видно, что если детализация приказов играет большую роль в 
работе менеджеров (то есть значение параметра A мало), то затраты 
иерархии минимальны при большом уровне специализации менед-
жеров (максимальном значении α). Значит, в этом случае организа-
ции более выгодно иметь менеджеров – специалистов в технологии. 
Однако с увеличением роли работы по классификации положений 
приказа (с ростом параметра A) затраты «узких специалистов» воз-
растают, и при A, больших 0.05, затраты иерархии минимальны уже 
при минимальном α, то есть становится выгодным формировать 
организационную иерархию из «универсальных» управленцев. 
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Обоснованные выводы о выгодности тех или иных управленче-
ских действий по изменению организационной структуры можно 
делать лишь после подробного анализа конкретной ситуации, в 
которой находится организация. 

 

 
Рис. 6.23. Пример зависимости затрат оптимальной иерархии от 
уровня специализации менеджеров (параметра α) при n = 1000 

 
Затраты на управление и размер организации. С точки зре-

ния математической экономики весьма важно знать, как затраты 
иерархической системы управления организацией зависят от разме-
ра этой организации. Понимание этой зависимости позволяет дать 
ответ на принципиальный вопрос – может ли иерархически управ-
ляемая организация расти неограниченно, или существует некото-
рый критический размер, превышение которого для организации 
невыгодно, и дальнейший рост может осуществляться только по-
средством взаимодействия равноправных экономических субъектов 
– в рамках рыночных отношений [30, 37]. 

Рассматриваемую проблему можно проиллюстрировать сле-
дующей простейшей моделью. Пусть доход организации в зависи-
мости от количества n рабочих, непосредственно вовлеченных в 
процесс производства, описывается функцией V(n). Логично пред-
положить, что эта функция не убывает по n. Для простоты будем 



 251 

считать, что функция V(n) имеет вид p n (линейный доход на мас-
штаб), где p – размерный коэффициент. 

Пусть расходы организации состоят только из заработной платы 
ее сотрудников. Если все рабочие имеют одинаковую зарплату σ, то 
общий фонд их заработной платы равен σ n. 

Однако, как показывает практика, для нормального функциони-
рования организации одних производственных рабочих мало, необ-
ходима система управления – иерархия менеджеров, содержание 
которых также требует расходов. Для заданного количества рабочих 
n существует оптимальная иерархия менеджеров – иерархия с ми-
нимальными возможными затратами С(n). 

Тогда прибыль организации (доход минус затраты) определяет-
ся выражением (p – σ) n – C(n). Из этого выражения видно, что если 
затраты иерархии C(n) при больших n растут линейно (причем со 
скоростью меньше p – σ), то прибыль возрастает по n, то есть неог-
раниченный рост организации приносит выгоду. Если же затраты 
иерархии при больших n растут сверхлинейно, то существует опти-
мальное количество рабочих n* (для выпуклой функции C(n) оно 
определяется условием C ′(n*) = p – σ), при превышении которого 
прибыль организации уменьшается, то есть дальнейший рост орга-
низации становится невыгодным. 

Именно линейность зависимости затрат иерархии от размера 
организации стала предметом продолжительной дискуссии в эконо-
мической литературе. Например, в [25, 44] рассматривается ряд 
моделей, из которых следует линейная зависимость затрат иерархии 
от размера организации. В то же время, в [33, 38, 51] показывается, 
что затраты иерархии с ростом организации растут сверхлинейно. В 
[45] рассматриваются модели «вычислительных иерархий» как с 
линейными, так и со сверхлинейными затратами. 

С помощью однородных функций затрат можно в зависимости 
от параметров модели описывать оба варианта зависимости затрат 
оптимальной иерархии от размера организации (см. рисунок 6.24). 

Если степень однородности γ функции затрат менеджера орга-
низационной иерархии отлична от единицы, то затраты оптимальной 
иерархии растут пропорционально |n – nγ |. То есть если γ меньше 
единицы, то затраты иерархии имеют порядок роста n и такая орга-
низация может расти неограниченно. Если же степень однородности 
больше или равна единице, то затраты организационной иерархии 
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растут сверхлинейно (пропорционально nγ) и существует предел 
роста организации, превышать который для организации невыгодно. 

 

 
Рис. 6.24. Пример зависимости затрат C оптимальной иерархии 
от размера организации n для различных степеней однородности 

 
Для решения вопроса о возможности неограниченного роста ор-

ганизации необходимо знать, превышает ли степень однородности 
функции затрат менеджера48 единицу. Для конкретной организации 
степень однородности функции затрат можно грубо оценить с по-
мощью следующей процедуры анализа затрат на содержание ее 
менеджеров. Предположим, что функция затрат менеджеров органи-
зации однородная и существующую в настоящий момент организа-
ционную структуру можно считать оптимальной. Тогда, если затра-
ты на содержание менеджера иерархии больше суммарных затрат на 
содержание всех непосредственно подчиненных ему менеджеров, то 
степень однородности функции затрат больше единицы. Если его 
затраты меньше, то степень однородности меньше единицы, если 
равны – то степень однородности равна единице. 

Итак, грубо говоря, если в организации содержание начальника 
стоит меньше, чем содержание всех его непосредственных подчи-
ненных вместе взятых, то такая организация может расти неограни-

                                                 
48 Под затратами менеджера может пониматься не только зарплата, но 
и затраты на организацию работы (аренда помещений, оргтехника и 
т.п.), включающие, возможно, и содержание секретарей, помощников. 
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ченно, если больше – то организация имеет верхний предел размера, 
превышение которого невыгодно. 

 
Задачи и упражнения к главе 6 

 
6.1*. Приведите определения следующих понятий и содержа-

тельные примеры: организационный дизайн, исполнитель, функция 
потока, интенсивность потока, технологическая сеть, производст-
венная линия, начальник (непосредственный), подчиненный (непо-
средственный), группа, подчиненная группа исполнителей, дерево, 
норма управляемости, иерархия (последовательная, веерная, r-
иерархия, оптимальная), поток (внешний, внутренний, менеджера), 
функция затрат (секционная, монотонная по группам, сужающая, 
зависящая от мер, однородная). 

6.2. Какие из графов, изображенных на рисунке 6.25, являются 
иерархиями, а какие – нет (менеджеры изображены белыми кружка-
ми, исполнители – черными). 

6.3. Какие свойства иерархий из утверждения 6.1 нарушают те 
графы, изображенные на рис. 6.25, которые являются иерархиями. 

 

 
Рис. 6.25. Примеры графов организационных структур 

 
6.4. С использованием утверждения 6.1 объясните, почему ие-

рархию, изображенную на рисунке 6.26, можно не рассматривать 
при поиске оптимальной иерархии. В явном виде предъявите иерар-
хию, имеющую не бóльшие затраты. 
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Рис. 6.26. Пример организационной иерархии 

 
6.5. Проверьте, является ли иерархия, изображенная на рис. 6.26, 

3-иерархией. 
6.6. Докажите лемму 6.1. Воспользуйтесь определением подчи-

ненной группы исполнителей и ацикличностью иерархии. 
6.7*. Докажите лемму 6.2. 
6.8. Докажите, что в модели надстройки иерархии управления 

над технологическим графом менеджеры в сумме управляют всеми 
технологическими потоками, то есть, что в любой иерархии H  

∑∑ ∈∈
=

NwwMm H wwfmF
',

int )',()( . 

6.9. Рассмотрим технологическую сеть с однокомпонентными 
потоками, изображенную на рис. 6.27. С использованием результа-
тов раздела 6.1 найдите оптимальную иерархию и ее затраты, если 
функция затрат менеджера ϕ(x) = 10 + x + (x + 10)0.5. 

1

1

5

5

1

1

5
5

 
Рис. 6.27. Пример технологической сети 

 
6.10. Докажите, что введенная в примере 6.6 мультипликативная 

функция затрат с(r, µ) = ϕ(r)χ(µ) является монотонной по группам, 
если функции ϕ(r) и χ(µ) не убывают по своим аргументам. 

6.11. Докажите, что при любых неотрицательных α и β введен-
ная в примере 6.7 функция затрат (II) монотонна по группам. 

6.12*. Докажите, что при любых неотрицательных α и β введен-
ная в примере 6.7 функция затрат (I) монотонна по группам. 

6.13*. Приведите пример, иллюстрирующий нарушение моно-
тонности по группам для введенной в примере 6.7 функции затрат 
(III). 
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6.14*. Приведите пример, иллюстрирующий нарушение моно-
тонности по группам для введенной в примере 6.7 функции затрат 
(IV). 

6.15. Докажите, что введенная в примере 6.7 функция затрат (I) 
является сужающей (см. определение 6.11) при β  > 1.49 

6.16. Докажите, что введенная в примере 6.7 функция затрат (IV) 
является сужающей (см. определение 6.11) при β  > 1. 

6.17*. Докажите, что введенная в примере 6.7 функция затрат (I) 
является сильно сужающей (см. определение 6.12) при α β > 1, β > 1. 

6.18. Пусть все исполнители имеют меры, равные единице. Вы-
пишите формулу затрат оптимальной иерархии для функции затрат 
(I) при α β > 1, β > 1 (воспользуйтесь решением предыдущей задачи 
и утверждением 6.5). 

6.19*. Докажите, что введенная в примере 6.7 функция затрат 
(II) является расширяющей (см. определение 6.11) при β  ≤ 1. 

6.20*. Докажите, что введенная в примере 6.7 функция затрат 
(II) является расширяющей на непересекающихся группах (см. 
определение после утверждения 6.4) при α ≥ 1, β  > 1. 

6.21*. Докажите, что для однородной мультипликативной функ-
ции затрат вида с(r, µ) = µγϕ(r) наилучшее однородное дерево сим-
метрично, то есть минимум по y в формуле 6.7 достигается при 
y = (1/k, …, 1/k). 

6.22. Найдите норму управляемости наилучшего симметричного 
однородного дерева для функции затрат менеджера: 

а) с(r, µ) = µ0.5r,  
б) с(r, µ) = r2,  
в) с(r, µ) = µ0.5r0.5, 

г) с(r, µ) = µ r. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Рассмотренные в настоящей работе модели и методы управле-

ния организационными системами находят свое применение при 
решении широкого круга практических задач в самых разных облас-
тях. Примерами являются задачи управления: 

– предприятиями и корпорациями [4, 6, 9, 11]; 
– проектами и программами [2, 5, 7, 12]; 
– образовательными системами [10]; 
– мультиагентными системами [8]; 
– организационно-техническими системами [1, 13]; 
– эколого-экономическими системами [3]. 
Дальнейшими ориентирами для изучения теории могут служить 

приведенные ниже темы для самостоятельного изучения. 
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6. *Иващенко А.А., Новиков Д.А. Модели и методы организационно-
го управления инновационным развитием фирмы. – М.: КомКнига, 
2006. 
7. *Матвеев А.А., Новиков Д.А., Цветков А.В. Модели и методы 
управления портфелями проектов. – М.: ПМСОФТ, 2005. 
8. *Новиков Д.А. Математические модели формирования и функцио-
нирования команд. – М.: Физматлит, 2008. 
9. *Новиков Д.А. Стимулирование в организационных системах. – 
М.: Синтег, 2003. 
10. *Новиков Д.А. Теория управления образовательными системами. 
– Москва, 2009. 
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11. *Новиков Д.А. Теория управления организационными системами. 
– М.: Физматлит, 2007. 
12. *Новиков Д.А. Управление проектами: организационные меха-
низмы. – М.: ПМСОФТ, 2007. 
13. *Человеческий фактор в управлении / Под ред. Н.А. Абрамовой, 
Д.А. Новикова. – М.: КомКнига, 2006. 



ТЕМЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО 
ИЗУЧЕНИЯ50 

 
1)  Системы и модели. 
2)  Исследование операций в управлении организационными 

системами (ОС). 
3)  Проблема идентификации в моделировании ОС. 
4)  Моделирование экономических систем. 
5)  Имитационное моделирование и деловые игры. 
6)  Комплексное оценивание. 
7)  Экспертные оценки в принятии решений. 
8)  Многокритериальное принятие решений. 
9)  Рефлексия в принятии решений. 
10)  Организационные механизмы управления проектами. 
11)  Теория полезности. 
12)  Теория выбора. 
13)  Отношения предпочтения. 
14)  Субъективность в принятии решений. 
15)  Некооперативные игры. 
16)  Кооперативные игры. 
17)  Повторяющиеся игры. 
18)  Иерархические игры. 
19)  Рефлексивные игры. 
20)  Ограниченная рациональность. 
21)  Нечеткие множества в моделях ОС. 
22)  Модели коллективного поведения. 
23)  Модели согласования интересов. 
24)  Базовые системы стимулирования. 
25)  Управление составом ОС. 
26)  Управление структурой ОС (многоуровневые ОС). 
27)  Институциональное управление ОС. 

                                                 
50 Приводимые ниже темы для самостоятельного изучения (и/или написа-
ния курсовых работ или рефератов) представляют собой достаточно 
обширные разделы современной науки управления. Подразумевается, что 
заинтересованный читатель может в целях расширения своего кругозора 
получить первоначальное представление о соответствующей проблема-
тике, ознакомившись с литературой, рекомендованной для соответст-
вующих тем в учебном пособии «Математические модели организаций» 
(www.mtas.ru), а также с работами, на которые приведены ссылки в этой 
литературе. 
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28)  Информационное управление ОС. 
29)  Управление динамическими ОС. 
30)  Управление многоэлементными ОС. 
31)  Управление ОС с распределенным контролем. 
32)  Управление ОС с неопределенностью. 
33)  Управление ОС с ограничениями совместной деятельности. 
34)  Управление ОС с коалиционным поведением участников. 
35)  Модели управления ОС с недобросовестным поведением 

участников. 
36)  Механизмы финансирования. 
37)  Модели и методы внутрифирменного управления. 
38)  Устойчивость решений задач управления организационны-

ми системами. 
39)  Модели и методы управления образовательными системами. 
40)  ОС с сообщением информации (механизмы планирования). 
41)  Задачи стимулирования и модели предложения труда. 
42)  Организационные механизмы управления проектами. 
43)  Общая модель оптимизации иерархических структур. 
44)  Алгоритмы поиска оптимальных иерархий. 
45)  Связь между задачами стимулирования и задачами форми-

рования организационной иерархии. 
46)  Типовые организационные структуры. 
47)  Многоуровневые организационные иерархии. 
48)  Команды и организации. 
49)  Динамика организационных структур. 
50)  Сетевые и иерархические организационные структуры. 
51)  Иерархические игры и организационные структуры. 
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