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ВВЕДЕНИЕ 
 
В последнее время в менеджменте, управлении проектами и 

других разделах прикладной теории управления организационны-
ми системами все большее внимание уделяется командной дея-
тельности персонала организации. Под командой понимается 
коллектив (объединение людей, осуществляющих совместную 
деятельность и обладающих общими интересами), способный 
достигать цели автономно и согласованно, при минимальных 
управляющих воздействиях [72]. 

Существенными в приведенном определении команды явля-
ются два аспекта. Первый – достижение цели, то есть конечный 
результат совместной деятельности является для команды систе-
мообразующим фактором. Второй аспект – автономность и согла-
сованность деятельности – означает, что каждый из членов коман-
ды демонстрирует поведение, требуемое в данных условиях 
(позволяющее достичь поставленной цели), то есть то поведение, 
которого от него ожидают другие члены команды. 

Команды получили широкую распространенность. С одной 
стороны: уже в середине 90-х годов XX века более чем в 50 % 
американских фирм существовали «производственные» команды 
[160]. С другой стороны, команды существуют во многих областях 
деятельности: уже привычными стали термины «команда проек-
та» [54, 55, 92], «управленческая команда», «творческая коман-
да», не говоря уже о «спортивных командах». 

Причины роста популярности команд: рост конкуренции, тех-
нологические достижения, необходимость решения сложных 
проблем и соответствия быстрым темпам перемен, текучесть кад-
ров [6]. Но команды обладают и недостатками: высокая концен-
трация специалистов на узком фронте работ, повышенный фонд 
стимулирования и интенсивный ритм работы служб обеспечения, 
необходимость обучения и тренинга членов команды, ограничен-
ность размера, возможность самораспада [33]. 

Следует признать, что термин «команда» чрезвычайно распро-
странен во многих отраслях современной науки. Однако во многих 
случаях он употребляется на уровне обыденного языка без выявле-
ния специфических для команд (и отличающих их, например, от 
группы и/или коллектива) свойств. Примерами являются: 
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- многоагентные системы, в которых моделируется поведение 
«команд» автономных компьютерных программ – «агентов» [94, 
146, 173]; 

- задачи описания динамики коллективного поведения, в кото-
рых поведение каждого из агентов в текущий момент времени 
определяется его собственным состоянием (а также состояниями 
других членов «группы») в предшествующий момент времени 
(реже – в предшествующие моменты времени) – см. [18, 48, 80] и 
раздел 2.6 настоящей работы; 

- модели группового (кооперативного) управления, в которых 
взаимодействие подвижных «агентов» зависит от их взаимного 
пространственного расположения (хрестоматийным объектом 
управления является группа мобильных роботов) – см. обзор в 
[165]. 

Рассматриваемая и в многоагентных системах, и в моделях 
коллективного поведения, и в моделях группового управления 
«группа» агентов может условно трактоваться как «команда», 
однако во всех перечисленных случаях агенты пассивны в том 
смысле, что совместное принятие ими решений отсутствует. Соот-
ветствующие классы работ анализировать мы не будем. 

Подчеркнем также, что, так как в настоящей работе речь идет 
о математических моделях команд, то мы не претендуем на сколь 
либо полное освещение многочисленных работ, посвященных 
качественным рассуждениям и описанию лучших практик форми-
рования и функционирования команд. Впечатление1 о соответст-
вующем разделе менеджмента читатель может составить, ознако-
мившись, например, с [2, 4, 6, 16, 33, 49, 58, 83, 88, 95, 96, 115, 121, 
123, 143, 144, 147, 157, 169, 174]. Кроме того, проблемы функцио-
нирования команд исследуются в социологии и психологии (см. 
соответственно [23, 162] и [98, 104, 174], а также ссылки в указан-
ных работах). Ниже модели команд рассматриваются в рамках 
теории организационных систем [72] – раздела теории управле-
ния, изучающего механизмы функционирования организаций. 

Структура изложения. Первый раздел содержит качествен-
ное обсуждение многочисленных определений термина «команда», 
систематизацию характеристических свойств команд. Во втором 

                                                      
1 Количество публикаций в этой области столь велико, что любая по-
пытка исчерпывающего обзора обречена на неудачу. 
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разделе вводится классификация известных направлений исследо-
ваний формальных моделей формирования и функционирования2 
команд, устанавливается соответствие между свойствами команд, 
отражаемых в тех или иных классах моделей, а также приводится 
краткий обзор последних. 

Третий и последующие разделы настоящей работы включают 
оригинальные модели команд, учитывающие «рефлексивные» 
аспекты принятия решений членами команды (рефлексия – прин-
цип человеческого мышления, направляющий его на осмысление и 
осознание собственных форм и предпосылок [97, с. 579]): третий и 
четвертый разделы посвящены соответственно моделям формиро-
вания и функционирования однородной и неоднородной команды, 
в пятом разделе команды анализируются с точки зрения репутации 
и норм деятельности, в шестом разделе приведена модель авто-
номного принятия решений, в седьмом – модели распределения 
затрат, в восьмом – модели адаптации команд, в девятом – модели 
обучения в командах. 

В настоящей работе основной акцент делается на «рефлексив-
ные» теоретико-игровые модели, в которых автономность и сла-
женность совместной деятельности членов команды (по достиже-
нию общих целей) обеспечивается тем, что их действия 
согласованы с иерархией взаимных представлений друг о друге3. В 
связи с этим в Приложении приведены минимально необходимые 
сведения из теории рефлексивных игр [77, 78, 105]. 

Автор считает своим приятным долгом выразить признатель-
ность за ценные замечания и рекомендации по содержанию книги 
рецензентам – д.т.н., проф. В.Н. Буркову и к.т.н., с.н.с. М.В. Губко, 
своим коллегам – к.т.н., с.н.с. Н.А. Коргину, д.т.н., проф. 
С.А. Красновой и д.т.н., проф. В.А. Уткину, а также аспирантам 

                                                      
2 Следует предостеречь читателя от негативной трактовки термина 
«функционирование команды», ассоциирующейся с «функционером»: в 
Словаре русского языка С.И. Ожегова функционирование определяется 
как «быть в действии, работать». 
3 Под иерархией взаимных представлений членов команды о существен-
ных параметрах понимается совокупность их представлений об этих 
параметрах (первый уровень иерархии), представлений о представлениях 
других членов команды (второй уровень) и т.д. (см. в Приложении описа-
ние информационной структуры как формальной модели иерархии вза-
имных представлений). 
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О.Н. Толстиковой и И.В. Бурых, принявшим участие в исследова-
нии ряда моделей. 

Основные результаты. В настоящей работе принят подход, в 
рамках которого команда, наряду с группой, коллективом и орга-
низационной системой, рассматривается как форма организации 
коллективной деятельности. 

В первом разделе выделены следующие характеристики ко-
манды, в совокупности отличающие ее от группы, коллектива 
и/или организации: 

• единство цели; 
• совместная деятельность; 
• непротиворечивость интересов; 
• автономность деятельности; 
• коллективная и взаимная ответственность за результаты со-

вместной деятельности; 
• специализация и взаимодополняемость ролей (включая оп-

тимальное распределение функций и объемов работ, а также си-
нергетичность взаимодействия членов команды); 

• устойчивость команды (оправдываемость взаимных ожида-
ний ее членов). 

Кроме того, во-первых, если деятельность организации регла-
ментируется, в основном, механизмами функционирования, то 
деятельность команды в значительной степени регламентируется 
нормами. Во-вторых, в командах, в отличие от организаций, отсут-
ствует формальная иерархия4, поэтому для команд существенную 
роль играют эффекты самоорганизации. Эти эффекты моделиру-
ются самостоятельным и автономным выбором членами команды 
своих действий (выполняемых функций, объемов работ и т.д.). 
Условием устойчивого функционирования команды при этом 
является согласованность выбираемых действий, причем согласо-
ванность как с общей для команды целью, так и с ожиданиями 
членов команды – совпадение ожидаемого (прогнозируемого) и 
наблюдаемого (реального) поведения. 

                                                      
4 Присутствующий неявно (в рамках традиции теории управления орга-
низационными системами) в рассматриваемых ниже моделях управляю-
щий орган может условно считаться выразителем интересов команды в 
целом или интересов той надсистемы, в рамках которой функционирует 
команда. 
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В первом разделе также выделены три временных этапа суще-
ствования команды – этап формирования состава команды, этап 
адаптации команды (обычно условно называемый «формировани-
ем команды») и этап ее «стационарного» функционирования (эта-
пы стагнации и распада мы не рассматриваем). 

Во втором разделе проведен обзор нескольких направлений 
исследований (в зависимости от используемого аппарата модели-
рования) моделей команд: 

• «Задачи о назначении», использующие, в основном, аппарат 
оптимизации для решения задач формирования состава команд, 
распределения ролей и объемов работ (см. раздел 2.1). Проведен-
ный анализ позволяет сделать вывод, что на сегодняшний день в 
математической экономике и исследовании операций накоплен 
значительный опыт постановки и решения разнообразных задач 
распределения объемов работ, который целесообразно использо-
вать и при анализе процессов эффективного формирования и функ-
ционирования команд. Например, транспортная задача и задача о 
назначении являются хрестоматийными задачами исследования 
операций и имеют множество обобщений, которые целесообразно 
использовать при решении задач распределения функций между 
членами команды. Задача поиска оптимального (с учетом и синер-
гетического эффекта, и затрат на управление) состава команды 
может быть сведена к известной задаче поиска решения коопера-
тивной игры. 

• Теоретико-игровые модели, использующие аппарат теории 
игр для описания и исследования процессов формирования и 
функционирования команд (см. разделы 2.2-2.5). 

Наибольшее продвижение в этой области достигнуто в двух 
направлениях. Первое – изучение моделей коллективного стиму-
лирования, в которых вознаграждение членов команды зависит от 
достигнутого ими результата совместной деятельности (что отра-
жает автономность деятельности команды). При этом члены ко-
манды сами согласованно принимают решения об оптимальном 
распределении работ между ними. 

Второе направление связано с моделями норм деятельности 
(правил, предписывающих членам команды то или иное поведение 
в зависимости от ситуации) и репутации, то есть норм деятельно-
сти членов команды с точки зрения друг друга. Этот класс моделей 
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адекватно описывает автономность и устойчивость функциониро-
вания команд. 

• «Экспериментальные исследования» команд, включающие 
имитационные эксперименты и деловые игры (см. раздел 2.6). 

• «Рефлексивные модели», использующие аппарат теории 
рефлексивных игр (см. Приложение и [78]) для описания взаимо-
действия членов команды, имеющих несовпадающие взаимные 
представления о существенных параметрах. Именно этому сравни-
тельно молодому направлению посвящена значительная часть 
настоящей работы. 

Выявленные в первом разделе характеристики команд обу-
словливают набор моделей, отражающих эти характеристики и 
рассматриваемые в последующих разделах настоящей работы (см. 
Табл. 1 во введении ко второму разделу). 

В третьем разделе приводится модель формирования одно-
родной команды, основывающаяся на рассмотрении иерархий 
взаимных представлений агентов об их индивидуальных парамет-
рах (так называемых типах агентов), определяющих эффектив-
ность индивидуальной деятельности. Предполагается, что авто-
номность деятельности сформированной команды соответствует 
стабильному информационному равновесию игры агентов, в кото-
ром ожидания членов команды относительно поведения друг друга 
оправдываются. 

Процесс формирования команды описывается динамикой вза-
имных представлений агентов о типах друг друга в зависимости от 
наблюдаемых результатов деятельности команды в целом и/или ее 
отдельных членов. В рамках своих представлений каждый агент 
может предсказать, какие действия выберут другие агенты, какие 
они понесут индивидуальные затраты и каковы будут суммарные 
затраты. Если выбор действий производится многократно, и на-
блюдаемая некоторым агентом реальность оказывается отличной 
от его представлений, то он вынужден корректировать свои пред-
ставления и при очередном своем выборе использовать «новые» 
представления. То есть, командой в рамках «рефлексивного» опи-
сания принятия решений считается множество агентов, выборы 
которых согласованы с иерархией их взаимных представлений 
друг о друге. Другими словами, командой будет набор агентов с 
такой структурой информированности, которая является непод-
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вижной точкой отображения, описывающего динамику структур 
их информированности, при условии что действия, выбираемые 
агентами, являются информационным равновесием в рамках дан-
ных структур информированности5. 

Показано, что стабильность команды и слаженность ее работы 
может достигаться, в том числе, и при ложных представлениях 
членах команды друг о друге. Выход из ложного равновесия тре-
бует получения агентами дополнительной информации. Поэтому 
одна из управленческих возможностей заключается в создании, во-
первых, разнообразных ситуаций деятельности (в том числе, в 
процессе формирования команды за счет тренингов) и, во-вторых, 
обеспечения максимальных коммуникаций и доступа ко всей 
существенной информации. 

В четвертом разделе изучаются модели формирования и 
функционирования неоднородных команд, то есть таких, в кото-
рых члены команды выполняют различные функции, причем каж-
дый член команды в общем случае характеризуется определенны-
ми эффективностями реализации тех или иных функций. 

Введены такие числовые показатели команды, как: профес-
сионализм агента, профессионализм команды, средняя квалифика-
ция команды по каждой из выполняемых ею функций, неоднород-
ность квалификаций агента, неоднородность команды, 
«специализированность» команды. Решена задача оптимального 
распределения объемов работ между агентами, найдено оптималь-
ное распределение значений уровней квалификаций агентов. 

Так как команды характеризуются автономностью деятельно-
сти агентов, то последние могут самостоятельно принимать реше-
ния о том, какие работы и в каких объемах им выполнять. Если 
интересы всех членов команды едины и заключаются, например, в 
минимизации суммарных затрат команды, то при условии, что все 
параметры являются общим знанием, каждый из агентов может 
самостоятельно решить задачу оптимального распределения объе-
мов работ и выбрать оптимальные действия. Однако может ока-

                                                      
5 Такое определение команды качественно близко к определениям свойств 
стабильности и согласованности информационного управления (см. 
Приложение), отвечающих за то, чтобы реальные действия или выиг-
рыши агентов совпадали с ожидаемыми действиями или выигрышами 
соответственно. 
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заться, что каждый из членов команды преследует собственные 
интересы. Как же будет функционировать команда в этом случае, и 
как добиться слаженной и эффективной (в смысле минимума 
суммарных затрат) работы ее членов? Для ответа на этот вопрос в 
четвертом разделе рассмотрена соответствующая модель, в кото-
рой уже появляются элементы управления, характерного для ие-
рархических организационных систем. 

Установлено соответствие между результатами исследования 
задачи оптимального распределения функций между членами 
команды и результатами анализа и синтеза оптимальных организа-
ционных структур. 

Исследована деятельность команды в изменяющихся внешних 
условиях, когда требования к ее результатам (а, следовательно, и 
функциям, и объемам работ) меняются во времени. В частности, 
получен ответ на распространенный на практике вопрос – какая 
команда лучше (и в каких условиях): содержащая набор «узких 
профессионалов», специализирующихся каждый в определенной 
области, или «универсалов», которые могут выполнять любые 
функции, пусть даже хуже профессионалов в соответствующей 
области? То есть, каково оптимальное соотношение между средней 
квалификацией, однородностью и «специализированностью» 
команды? 

В пятом разделе рассматриваются модели репутации и норм 
деятельности, позволяющие описать и исследовать образование и 
функционирование команд. 

В рамках теоретико-игровой модели ведено понятие нормы 
деятельности, определяемой как отображение множества возмож-
ных ситуаций, в которых агент принимает решения, во множество 
его действий. Другими словами, норма предписывает агенту то или 
иное поведение в зависимости от ситуации. 

Норма является согласованной (с интересами и предпочте-
ниями агента), если она «предлагает» агенту выбирать рациональ-
ные с его точки зрения действия. 

Задача управления нормами деятельности заключается в на-
хождении таких согласованных норм, которые побуждали бы 
агентов выбирать наиболее предпочтительные с точки зрения 
управляющего органа действия. Однако, как отмечалось выше, в 
командах зачастую отсутствует в явном виде «управляющий ор-
ган», поэтому для описания команд существенно понятие репута-



 12 

ции – рефлексии над нормой – соответствующей тому, выбора 
каких действий ожидают другие агенты от данного агента в той 
или иной ситуации. То есть, стабильной командой с точки зрения 
репутации можно назвать множество агентов, репутация которых 
оправдывается в процессе их совместной деятельности. Также 
получен ответ на вопрос о том, что произойдет, если взаимные 
представления (репутация) агентов не оправдываются, то есть, 
рассмотрена модель формирования команды, описывающая в 
терминах норм деятельности и репутации динамику взаимных 
представлений агентов на основании наблюдаемой ими информа-
ции о действиях оппонентов. 

Описанные в пятом разделе модели удачно отражают авто-
номность однородной команды («артели») – способность агентов 
самостоятельно распределять работу между собой с тем, чтобы 
наиболее эффективным способом (например, с минимальными 
суммарными затратами) достичь цели (например, требуемого 
значения агрегированного результата совместной деятельности). 

Рассмотрение моделей автономного принятия решений (см. 
шестой раздел) позволяет сделать вывод, что интересы членов 
команды должны быть согласованы между собой и, условно гово-
ря, с «целями команды в целом». При этом коллективное решение 
является «системообразующим фактором», и каждый из членов 
команды должен быть заинтересован в том, чтобы принять наибо-
лее эффективное решение. Тогда возможна автономная и согласо-
ванная деятельность команды, и никому из членов команды не 
будет выгодно искажать сообщаемую другим частную информа-
цию. 

В седьмом разделе рассматривается модель однородной ко-
манды, использующей единый ресурс, суммарные затраты на 
приобретение которого зависят от суммы действий, выбираемых 
членами команды. Условием устойчивого функционирования 
такой команды считается существование процедуры распределе-
ния ресурса, при которой возможен выбор агентами такого вектора 
ненулевых действий, который был бы одновременно устойчив по 
Нэшу (устойчив относительно индивидуальных отклонений аген-
тов) и эффективен по Парето (выгоден для команды в целом). 
Качественно, основные результаты заключаются в следующем. Во-
первых, показано, что, при гладких процедурах распределения 
затрат устойчивое функционирование команды невозможно. Во-
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вторых, доказано, что, если члены однородной команды таковы, 
что их можно упорядочить по эффективности деятельности, и это 
упорядочение не зависит от выбираемых ими действий (например, 
объемов производства), то устойчивое функционирование команды 
также невозможно. И, наконец, в-третьих, обосновано, что услови-
ем устойчивого функционирования команды является наличие 
синергетического взаимодействия ее членов. 

В восьмом разделе рассмотрены модели адаптации команд – 
процесса изменения действий (включая в общем случае функции и 
объемы работ), выбираемых членами команды, на основе текущей 
информации в изменяющихся внешних условиях функционирова-
ния команды. Выделены несколько вложенных уровней адаптации: 

- изменение информированности о внешней среде; 
- изменение поведения (действий, выбираемых на основе 

имеющейся информации); 
- изменение параметров системы, позволяющее реализовывать 

более эффективное в изменившихся условиях поведение; 
- целенаправленное изменение внешней среды (активная адап-

тация). 
Показано, что специфика команд заключается, в частности, в 

том, что каждый агент в качестве информации для корректировки 
своих представлений о неопределенном параметре может исполь-
зовать не только результаты наблюдения за внешней средой, но и 
результаты наблюдения за действиями и результатами деятельно-
сти других агентов, пытаясь «объяснить», почему они выбрали 
именно эти действия. Другими словами, если результат совместной 
деятельности зависит от действий всех агентов, то у каждого аген-
та имеются, как максимум, четыре «источника информации» о 
внешней среде: 

1) априорная частная информация, которой обладает каждый 
из агентов; 

2) действия других агентов: наблюдая их и предполагая, что 
оппоненты действуют рационально, агент может осуществлять 
рефлексию – оценивать ту информацию о внешней среде, на осно-
вании которой рационален выбор оппонентами именно этих дейст-
вий; 

3) выигрыши агентов – на основании этой информации агенты 
могут сделать вывод о тех состояниях внешней среды, при кото-
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рых наблюдаемый результат приводит к наблюдаемым выигры-
шам; 

4) множество состояний внешней среды, при которых наблю-
даемый вектор действий агентов приводит именно к данному 
наблюдаемому значению результата: 

Введено такое понятие, как «время адаптации команды» – 
время, за которое при неизменной внешней среде агенты на осно-
вании наблюдаемой информации могут однозначно идентифици-
ровать состояние внешней среды. Время адаптации сокращается с 
увеличением числа наблюдаемых членами команды параметров и 
возрастает c ростом априорной неопределенности. 

Рассмотренные в восьмом разделе модели адаптации команд 
отражают эффекты приспособления, привыкания и т.п. к изме-
няющимся внешним условиям. Приведены примеры, иллюстри-
рующие процессы адаптации команд как к резкому, так и к «мед-
ленному» изменению внешних условий. 

В девятом разделе рассмотрены модели обучения членов ко-
манды в процессе работы. В рамках предположения о том, что 
объем уже выполненных агентом работ условно отражает накоп-
ленный им «опыт», сформулирована и решена задача об оптималь-
ном обучении – выбора объемов работ, выполняемых агентами в те 
или иные промежутки времени. Проведенный анализ свидетельст-
вует, что: 

- при фиксированном суммарном объеме работ одного агента 
результативные характеристики научения не зависят от того, как 
объемы работ распределены по периодам времени; 

- решение задачи об оптимальном итеративном (повторяю-
щемся) научении одного агента не зависит от его начальной ква-
лификации; 

- чем выше скорость научения агента, тем больший объем ра-
бот он должен выполнять в последних периодах. Так как суумар-
ный объем работ фиксирован, то с ростом скорости научения все 
меньший объем работ необходимо выделять на начальные периоды 
для повышения начальной квалификации агента; 

- оптимальной стратегией итеративного научения является 
увеличение объема работ агента со временем, причем, чем выше 
скорость обучения, тем более «выпуклой» является оптимальная 
траектория обучения. Если кривая научения выпуклая (агент обу-
чается все более и более эффективно), то оптимальная траектория 
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обучения будет убывающей, то есть оптимальной стратегией обу-
чения будет уже не увеличение, а уменьшение объема работ агента 
со временем; 

- если отсутствуют ограничения на индивидуальные объемы 
работ, то в команде весь объем работ выполняет «лучший» (с 
точки зрения комбинации начальной квалификации и скорости 
научения) агент; 

- недостаток начальной квалификации агента может быть ус-
пешно компенсирован эффективным обучением как на его собст-
венном, так и чужом опыте; 

- важнейшим условием стабильного и эффективного функцио-
нирования команды является наличие общего знания, на формиро-
вание которого обычно нацелено большинство организационных и 
других усилий в процессе формирования и обучения команды. 

Завершив краткое описание основных результатов, перейдем к 
их систематическому изложению. 
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1. КОМАНДЫ: КАЧЕСТВЕННЫЙ ПОДХОД 
 
В настоящем разделе приводятся и обсуждаются различные 

определения термина «команда», а также перечисляются и систе-
матизируются характеристики команд. 

Определения термина «команда». Прежде чем определять, 
что такое команда, разберемся с терминами «группа», «коллектив» 
и «организация». 

«Группа – совокупность людей, объединенных общностью ин-
тересов, профессии, деятельности и т.п.» [79, с. 120]. 

«Коллектив – группа лиц, объединенных общей работой 
[79, с. 230]». 

То есть, любой коллектив является группой, но не любая 
группа коллективом – см. Рис. 1. 

В «Философском энциклопедическом словаре» приводится 
следующее определение организации: «1) внутренняя упорядочен-
ность, согласованность взаимодействия более или менее диффе-
ренцированных и автономных частей целого, обусловленная его 
строением; 2) совокупность процессов или действий, ведущих к 
образованию и совершенствованию взаимосвязей между частями 
целого; 3) объединение людей, совместно реализующих некоторую 
программу или цель и действующих на основе определенных 
процедур и правил» [97, с. 463]. 

То есть термин «организация» может использоваться для обо-
значения свойства, процесса и объекта. Понятно, что организаци-
онная система (см. третье определение) обладает определенной 
организацией (см. первое определение), которую приобретает в 
процессе организации (см. второе определение). Мы будем исполь-
зовать последнее определение понятия «организация», то есть 
понимать под организацией организационную систему как объеди-
нение людей, совместно реализующих некоторую программу или 
цель и действующих на основе определенных процедур и правил 
(эти процедуры и правила называются механизмом функциониро-
вания6 организации [10, 72]). Отметим, что именно наличие проце-
дур и правил, регламентирующих совместную деятельность членов 
организации, является определяющим свойством и отличает орга-

                                                      
6 Общее определение механизма таково – «система, устройство, опреде-
ляющее порядок какого-либо вида деятельности» [79, с. 283]. 
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низацию от группы и коллектива. Понятно, что любая «организа-
ция» включает в себя «коллектив», но не наоборот – см. Рис. 1. 

Приведем ряд распространенных определений термина «ко-
манда»7. Команда: 

«1) краткий устный приказ командира; 2) врéменная или по-
стоянная организационная единица; 3) личный состав, экипаж 
судна; 4) спортивный коллектив, возглавляемый капитаном» 
[93, с. 238]. 

«Группа людей, организованная для совместной работы ради 
достижения общих целей и разделяющих ответственность за полу-
ченные результаты» [6]. 

«A group of people working together in a coordinated effort» 
(Webster New World Dictionary, 1988. p. 1373). 

«Небольшое количество человек, имеющих взаимодополняю-
щие навыки, приверженные общим целям, практическим задачам и 
подходам, в отношении которых они несут ответственность друг 
перед другом» [143]. 

«Группа из двух или более индивидов, которые для достиже-
ния определенной цели координируют свои взаимодействия и 
трудовые усилия» [123]. 

«Одна или несколько малых групп людей, функционирующих 
как единое целое, созданное для достижения общей цели, с макси-
мальным уровнем сплоченности, взаимодействия, ответственно-
сти, идентификации членов группы с ней, уровнем развития груп-
пы, оптимальным распределением обязательных и 
вспомогательных функций» [175]. 

«Группа, обладающая единой целью, четкой иерархией, стан-
дартами взаимодействия и функционально-ролевой специализаци-
ей». 

«Группа людей, организованная для совместного решения об-
щей задачи таким образом, что каждый ее участник отвечает за 
результаты работы всей группы» [6]. 

«Командой называют небольшое количество человек (чаще 
всего 5-7, реже до 15-20), которые разделяют цели, ценности и 
общие подходы к реализации совместной деятельности, имеют 
взаимодополняющие навыки; принимают на себя ответственность 

                                                      
7 Сразу исключим значение этого термина, принятое в программирова-
нии. 
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за конечные результаты, способны изменять функционально-
ролевую соотнесенность (исполнять любые внутригрупповые 
роли); имеют взаимоопределяющую принадлежность свою и парт-
неров к данной общности (группе)» [96]. 

В настоящей работе мы примем следующее общее определе-
ние команды: коллектив, способный достигать цели автономно 
[72]. То есть, любая команда является коллективом, но не наобо-
рот; команда может существовать в рамках организационной 
системы – см. Рис. 1. 

 
 

Группа 

Коллектив 

Организация Команда 

 
Рис. 1. Группа, коллектив, организация и команда 

 
Таким образом, команда, наряду с группой, коллективом и 

организационной системой, является формой организации 
коллективной деятельности. 

Зафиксировав, что понимается под «командой» в настоящей 
работе, перейдем к обсуждению характеристик команд. 

Характеристики команд. Практически в каждой публикации, 
посвященной командам, перечисляются их характеристики, при-
чем устоявшегося (общепринятого) их списка на сегодняшний 
день не существует. 

Так, например, в [135] отмечается, что команда обладает пя-
тью ключевыми характеристиками: 

♦ команда существует для достижения совместных целей; 
♦ члены команды взаимозависимы в рамках общей цели; 
♦ команды ограничены и устойчивы во времени; 
♦ члены команды имеют полномочия управлять своей рабо-

той и внутренними процессами; 
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♦ команды функционируют в контексте более общей систе-
мы. 

В [6] приводятся следующие три основных характерных при-
знака команды: люди объединяются для выполнения работы, 
наличие общей цели, наличие взаимной и коллективной ответст-
венности. 

Семь ключевых принципов организации командной формы 
работ приведены в [33]: 

♦ коллективное исполнение работы, 
♦ коллективная ответственность, 
♦ единая форма стимулирования, 
♦ адекватное стимулирование за результат, 
♦ автономное самоуправление, 
♦ повышенная исполнительская дисциплина, 
♦ добровольность вхождения в команду. 
В качестве примера неудачного – несистематизированного – 

«перечислизма» приведем без ссылки следующие «характеристики 
эффективной команды»: 

♦ квалифицированность; 
♦ мотивированность; 
♦ ответственность; 
♦ сплоченность; 
♦ уверенность в успехе; 
♦ нацеленность на решение задач заказчика. 
Отдельно следует отметить такой непременный атрибут ко-

манды, как синергетичность взаимодействия ее членов, вследст-
вие которой, действуя совместно, члены команды могут достигать 
бóльших результатов, чем при действии поодиночке. Синергетиче-
ский эффект команды, несепарабельность результата совместной 
деятельности по усилиям членов команды, роль информации и 
другие аспекты на качественном уровне подробно обсуждаются во 
многих работах (см., например, [109]). 

Итак, можно выделить следующие характеристики команды, 
в совокупности отличающие ее от группы, коллектива и/или орга-
низации: 

1) единство цели; 
2) совместная деятельность; 
3) непротиворечивость интересов; 
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4) автономность деятельности; 
5) коллективная и взаимная ответственность за результаты со-

вместной деятельности; 
6) специализация и взаимодополняемость ролей (включая оп-

тимальное распределение функций и объемов работ, а также си-
нергетичность взаимодействия членов команды); 

7) устойчивость команды (оправдываемость взаимных ожида-
ний ее членов). 

При рассмотрении ниже математических моделей мы будем 
каждый раз акцентировать внимание на том, какие из свойств 
команды отражает та или иная модель (см. также Табл. 1 и Табл. 
2). 

Классификация команд. Существует множество более или 
менее детальных классификаций команд по разным основаниям. 

Так, например, в [16] выделяют постоянные и врéменные, фор-
мальные и неформальные команды. 

В [4] предложено выделять два основных типа команд: функ-
циональные (рабочие группы) и творческие. В функциональной 
команде группа людей выполняет одну функцию; все члены ко-
манды «равны» между собой и подчинены одному руководителю. 
Примером являются коллективы отделов организации, рабочие 
бригады и т.д. 

В творческую команду включают людей с самыми разнооб-
разными познаниями и навыками, как правило, для достижения 
разового результата. Сюда можно отнести: проектные команды, 
антрепризные театральные труппы, участников любительского 
турпохода и т.д. 

Типы команд обсуждаются в [6]: команда – рабочее подразде-
ление, проектная команда, команда по оперативному решению 
поставленных задач (целевая команда, оперативная группа), ко-
манда по вопросам усовершенствования, команда управления 
(«управленческая команда»). В этой же работе предложены три 
принципа построения команды: целеустремленность, сплочен-
ность, ответственность. 

Как правило, в литературе используется следующая классифи-
кация команд по количественному составу: 

• маленькие команды (менее 4 человек);  
• средние команды (от 5 до 9 человек);  
• большие команды (свыше 10 человек).  
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Можно также выделять однородные и неоднородные (по ро-
лям и функциям членов, их профессиям) команды. Примером 
однородной команды является рабочая бригада (бригада электри-
ков, бригада каменщиков и т.д.), примером неоднородной команды 
– комплексная бригада. 

Таким образом, получаем систему классификаций команд по 
нескольким основаниям (в зависимости от решаемой задачи число 
оснований классификации может увеличиваться): 

- однородные (основная задача – распределение объемов ра-
бот) и неоднородные (основная задача – распределение ролей и 
видов деятельности между агентами, а потом уже – распределение 
объемов работ); 

- постоянные и врéменные; 
- формальные и неформальные; 
- функциональные и творческие. 
Роли, нормы и репутация. Деятельность организации регла-

ментируется, в основном, механизмами функционирования, дея-
тельность команды, в значительной степени, регламентируется 
нормами (см. раздел 2.4). Для стабильности команды существен-
ной является оправдываемость индивидуальных репутаций ее 
членов, а «место» команды в организации зависит от репутации 
команды (коллективной репутации ее членов). Примерами являют-
ся как модель «ситуация – действие» [1] (которая показывает, как 
человек должен действовать в рамках ситуации [109]), так и рас-
сматриваемые ниже в настоящей работе «рефлексивные» модели 
репутации и норм деятельности (см. разделы 2.5, 5.4 и 5.6). 

Понятие репутации близко к понятию роли. Роли членов ко-
манды комплементарны, а отклонение от роли (ожидаемого пове-
дения) – отсутствие оправдываемости репутации – приводит к 
ролевому конфликту. Например, как отмечается в [16, с. 16]: 
«Важным компонентом характеристики положения индивида в 
группе является система «групповых ожиданий. … Группа через 
систему ожидаемых образцов поведения, соответствующих каждой 
роли, определенным образом контролирует деятельность своих 
членов». 

Субкультура команды и организационная культура. Внут-
рикомандный культурный контекст характеризуется через описа-
ние следующих индикаторов: 
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1) принятые и разделенные всеми участниками нормы коман-
ды; 

2) способы распределения власти; 
3) сплоченность и связанность членов команды; 
4) характерные способы организации и протекания командно-

го взаимодействия (командных процессов – координации, комму-
никации, деятельности по разрешению конфликтов и принятию 
решений, налаживанию внешних связей); 

5) организация ролевого распределения [96]. 
Принятые неформальные нормы деятельности, принципы рас-

пределения ролей являются элементами организационной культу-
ры. Команда, функционирующая достаточно длительное время, 
может иметь свою собственную организационную культуру. 

Корпоративный отдых, корпоративные вечеринки, символика, 
ритуалы и т.д. – все это содействует как становлению организаци-
онной культуры, так и привитию норм деятельности, ощущения 
сопричастности общему делу, принадлежности организации и/или 
команде. 

Формирование и функционирование команды. В первом 
приближении следует разделять два временных этапа существова-
ния команды – этап ее формирования и этап функционирования. 
Формирование команды может быть, в свою очередь, подразделе-
но на формирование состава команды и ее адаптацию, после чего 
возможен уже этап «стационарного» функционирования – см. Рис. 
2.  

 Формирование 
состава 
команды 

Адаптация 
команды 

Функционирование 
команды 

Формирование команды 
 

 
Рис. 2. Этапы существования команд 
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Такое разделение существенно, и в настоящей работе практи-
чески всюду (за исключением раздела 2.1) мы под формированием 
команды будем понимать процесс адаптации ее фиксированного 
(уже сформированного) состава. 

Возможно выделение и несколько других, но похожих на пе-
речисленные выше, этапов. Так, например, в [158] выделены сле-
дующие четыре этапа деятельности команды: 

1. Проектирование. 
2. Формирование. 
3. Участие в проекте (функционирование – Д.Н.). 
4. Расформирование и/или преобразование для работы над но-

вым проектом. 
Различают четыре основных подхода к методам сплочения 

команды: целеполагающий (основанный на целях), межличност-
ный (интерперсональный), ролевой и проблемно-ориентированный 
[115]. 

1. Целеполагающий подход позволяет членам группы лучше 
ориентироваться в процессах выбора и реализации групповых 
целей. Процесс сплочения команды осуществляется с помощью 
консультанта. Цели могут быть стратегическими по своей природе 
или установлены в соответствии со спецификой деятельности, 
например, как изменение продуктивности или уровня продаж, а 
также как изменение внутренней среды или каких-либо процессов. 

2. Межличностный подход (интерперсональный) – сфокусиро-
ван на улучшении межличностных отношений в группе. Его цель – 
увеличение группового доверия, поощрение совместной поддерж-
ки, а также увеличение внутрикомандных коммуникаций. 

3. Ролевой подход – проведение дискуссии и переговоров сре-
ди членов команды относительно их ролей; предполагается, что 
роли членов команды частично перекрываются. Командное пове-
дение может быть изменено в результате изменения их исполне-
ния, а также индивидуального восприятия ролей. 

4. Проблемно-ориентированный подход к формированию ко-
манды (через решение проблем) предполагает организацию зара-
нее спланированных серий тренингов (с участием третьей стороны 
– консультанта) группы людей, имеющих общие организационные 
отношения и цели. Содержание процесса включает в себя последо-
вательное развитие процедур решения командных проблем, и 
затем достижение главной командной задачи. Предполагается, что 
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наряду с наработкой такого умения у всех членов команды актив-
ность по ее формированию должна быть также сфокусирована на 
выполнении основной задачи, межличностных умениях, а также 
может включать целеполагание и прояснение функционально-
ролевой соотнесенности. 

Для того чтобы поддержать необходимую эффективность дея-
тельности команды как системы и избежать возможной подмены 
целей проекта и команды на групповые или индивидуальные цели, 
используется ряд инструментов для организации деятельности 
команды. В частности, например, для управления проектами ха-
рактерны: 
§ согласованные взаимные ожидания и требования как членов 

команды, так и других участников проекта;  
§ определенные границы самостоятельности каждого члена 

команды в рамках собственной ответственности в принятии реше-
нии о сроках, распределении и использовании ресурсов, результа-
тах по проекту;  
§ групповая позитивная синергия;  
§ адекватная и справедливая система мотивации руководством 

членов команд менеджмента проекта; 
§ сбалансированная обратная связь;  
§ и другие. 
В качестве регулирующих процесс самоорганизации инстру-

ментов можно использовать: 
§ корпоративные стандарты, правила и нормы;  
§ процедуры по повышению адекватности соотвествия целей 

команды целям и задачам проекта; 
§ мероприятия по развитию профессионализма управляющего 

проекта и членов команды; 
§ систему регулярных событий, формирующих единый ин-

формационный контекст проекта – рабочие совещания по проекту, 
отчеты по прогрессу и т.п.;  
§ другие, определяющиеся конкретным проектом [55].  
Определив, что понимается под «командой», перечислив и 

систематизировав характеристики команд, перейдем к обзору 
известных математических моделей команд. 
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2. МОДЕЛИ КОМАНД: ОБЗОР 
 
В настоящем разделе проводится обзор современного состоя-

ния математических моделей формирования и функционирования 
команд. 

Направления исследований8. В зависимости от используемо-
го аппарата моделирования можно выделить несколько направле-
ний исследований (см. Рис. 3): 

- «задачи о назначении», использующие, в основном, аппарат 
оптимизации для решения задач формирования состава команд, 
распределения ролей и объемов работ (см. раздел 2.1); 

- теоретико-игровые модели, использующие аппарат теории 
игр [19, 29, 127, 159] для описания и исследования процессов 
формирования и функционирования команд. На сегодняшний день 
это, пожалуй, наиболее развитое направление формальных иссле-
дований команд, включающее (условно) в себя такие «ветви» как: 

 - модель Маршака-Раднера и ее развитие (см. раздел 2.2); 
 - модели коллективного стимулирования (см. раздел 2.3); 
 - модели репутации и норм деятельности (см. разделы 2.4 

и 2.5); 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ФОРМИРОВАНИЯ И 

ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ 
КОМАНД 

«Задачи о 
назначении» 

Теоретико-
игровые 
модели 

Эксперимен-
тальные 

исследования 

Рефлексивные 
модели 

 
Рис. 3. Классификация моделей команд 

                                                      
8 Отметим, что речь идет именно о перечислении исторически сложив-
шихся (и зачастую сильно пересекающихся) направлений исследований, а 
не о классификации моделей команд. 
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- «экспериментальные исследования» команд, включающие 
имитационные эксперименты и деловые игры (см. раздел 2.6); 

- «рефлексивные модели», использующие аппарат теории реф-
лексивных игр (см. Приложение и [78]) для описания взаимодейст-
вия членов команды, имеющих несовпадающие взаимные пред-
ставления о существенных параметрах друг друга. Именно этому 
сравнительно молодому направлению посвящена значительная 
часть настоящей работы (третий и последующие ее разделы), 
причем при рассмотрении новых (и развитии известных) моделей 
значительный акцент делается на взаимной информированности 
агентов. 

В первом разделе мы привели отличительные характеристики 
команд. Табл. 1 устанавливает соответствие между рассматривае-
мыми ниже математическими моделями команд (в скобках указаны 
номера разделов настоящей работы), и теми свойствами команд, 
которые наиболее ярко отражаются в той или иной модели. В этой 
таблице символ «+» обозначает, что модель в значительной степе-
ни отражает соответствующее свойство, символ «•» – учитывает 
соответствующее свойство. 

Общая модель команды. В [72] вводится модель организаци-
онной системы, включающая: 

- множество участников (состав системы), 
- технологические, информационные, материальные и др. свя-

зи между ними (структура системы), 
- множества допустимых действий участников системы, отра-

жающие существующие физические, технологические, норматив-
ные и др. ограничения на те состояния (действия), в которых могут 
находиться (выбирать самостоятельно) участники системы; 

- целевые функции (описывающих интересы и предпочтения 
участников), стремление к максимизации которых отражает ра-
циональность поведения активных участников системы; 

- информированность и порядок функционирования9. 
 
 
 
                                                      

9 Условно можно считать, что множества допустимых действий 
отражают «кто что может», целевые функции – «кто чего хочет», 
информированность – «кто что знает». 
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Табл. 1 
Математические модели и характеристики команд 
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Распределение объемов 
работ (раздел 2.1) + •    •  

Распределение функций 
(раздел 2.1) • +    +  

Формирование команды 
(раздел 2.1) + • •   •  

Синергетический эффект 
(раздел 2.1) + • •   + • 

Модель Маршака-Раднера 
(раздел 2.2) + + +   •  

Стимулирование 
в командах (раздел 2.3) + + • + + •  

Институциональное 
управление 
(разделы 2.4 и 5) 

• + • • +  • 

Репутация 
(разделы 2.5 и 5) • • • + • • + 

Экспериментальные 
исследования (раздел 2.6) • + •    • 

Однородная команда 
(раздел 3) • + • + •  + 

Неоднородная команда 
(раздел 4) • • • + • + + 

Автономное принятие 
решений (раздел 6) • • • + • +  

Распределение затрат 
(раздел 7) + +  • +  + 

Адаптация в командах 
(раздел 8) • +  •  + + 

Обучение в командах 
(раздел 9)  + • +  •  
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По аналогии с этим опеделением можно выделить следующие 
компоненты практически любой модели команды: 

1. Состав команды10 (множество агентов, входящих в коман-
ду). Для того чтобы описывать команду, нужно, как минимум, 
задать ее состав. В большинстве моделей настоящей работы (кроме 
раздела 2.1) состав считается фиксированным, хотя существуют и 
исследования «команд» с переменным составом – см. [3, 38]. 

2. Состояния агентов (включая выполняемые ими функции 
(роли) и объемы работ) и множества допустимых состояний. 
Иногда в описание модели включаются уравнения, отражающие 
взаимосвязь между состояниями агентов и/или законы изменения 
состояний во времени (см., например, разделы 8 и 9). 

3. В зависимости от того, выбирают ли агенты свои состояния 
самостоятельно или считается, что они определяются извне (в 
результате решения оптимизационных задач или устанавливаются 
некоторым руководящим органом), выделяют соответственно 
модели, учитывающие активность агентов, и модели команд с 
пассивными агентами. Активность поведения агентов обычно 
описывается в рамках теоретико-игровых моделей [29]. 

4. Результат деятельности команды, который зависит от со-
стояний агентов (их индивидуальных действий). 

5. Целевые функции агентов могут зависеть от их индивиду-
альных действий (состояний) и/или результата совместной дея-
тельности. Причем целевые функции различных агентов могут как 
совпадать (тогда имеется одна целевая функция, отражающая 
единую эффективность команды), так и различаться. 

6. Информированность агентов (информация, которой они 
обладают о существенных внешних и внутренних параметрах) 
может быть как одинаковой, так и различной. Кроме того, она 

                                                      
10 Внутреннюю структуру команды (включая проблемы лидерства, 
малых групп и т.п.) подробно в настоящей работе рассматривать мы не 
будем. Так как команды по определению автономны, то, в отличие от 
теории управления организационными системами, при рассмотрении 
моделей команд управляющий орган – центр (principal) – отдельно не 
выделяется. Что, впрочем, не мешает интерпретировать целевую 
функцию или эффективность команды в целом, как целевую функцию 
некоторого центра, решающего задачу управления командой – ее форми-
рованием и функционированием. 
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может быть тривиальной (когда имеется общее знание – факт, о 
котором всем известно, всем известно, что всем это известно и т.д. 
– см. Приложение) или нетривиальной (тогда необходимо учиты-
вать эффекты рефлексии – представления агентов о представлени-
ях друг друга). 

Связь между моделями команд и учитываемыми в них свойст-
вами команд устанавливается в Табл. 2. 

 
 

Табл. 2 
Математические модели и учитываемые в них свойства команд 
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Распределение объемов 
работ (раздел 2.1)       

Распределение функций 
(раздел 2.1) +      

Формирование команды 
(раздел 2.1) + + +    

Синергетический эффект 
(раздел 2.1)  + +    

Модель Маршака-Раднера 
(раздел 2.2)  +  +   

Стимулирование 
в командах (раздел 2.3)  + +    

Институциональное 
управление 
(разделы 2.4 и 5) 

 + + •   

Репутация 
(разделы 2.5 и 5)  + + •   

Экспериментальные 
исследования (раздел 2.6) + + +    

Однородная команда 
(раздел 3)  + + • + • 
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Неоднородная команда 
(раздел 4) + • + • + • 

Автономное принятие 
решений (раздел 6)  + + + •  

Распределение затрат 
(раздел 7) • + +    

Адаптация в командах 
(раздел 8) • +  + • + 

Обучение в командах 
(раздел 9) • •    + 

 
Перейдем к рассмотрению перечисленных в Табл. 1 и Табл. 2 

классов моделей формирования и функционирования команд. 
 
 

2.1. ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИИ 
 
Термин «задачи о назначении» является условным и охватыва-

ет широкий класс оптимизационных задач, включающий задачи 
формирования состава команд, задачи распределения функций 
(ролей) в неоднородных командах и задачи распределения объемов 
работ. 

Перечисленные три типа задач взаимосвязаны и решаются 
«циклически» – ведь для того, чтобы формировать состав команды, 
нужно знать, какие функции будет выполнять тот или иной агент, 
включаемый в команду; а для оптимального распределения функ-
ций нужно знать, какой объем работ целесообразно выполнять 
данному агенту в рамках той или иной функции – см. Рис. 4 и 
раздел 4. Поэтому рассмотрим последовательно задачу распреде-
ления объемов работ, задачу распределения функций и задачу 
формирования состава команды. 
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Формирование 
состава 
команды 

Распределение 
функций 

Распределение 
объемов работ 

 
Рис. 4. Взаимосвязь задач формирования состава команд, распре-

деления функций и распределения объемов работ 
 
Задача распределения объемов работ. Пусть фиксирован со-

став команды – множество однородных (по функциям, то есть 
выполняющих однотипные функции) агентов N = {1, 2, …, n}, 
известен суммарный объем работ R ≥ 0, который требуется выпол-
нить, и заданы типы агентов {ri}i ∈ N (характеристики, отражающие 
эффективность их деятельности). Требуется распределить объемы 
работ между агентами. 

Такая постановка задачи является слишком общей и требует 
детализации. Возможны различные варианты. Во-первых, следует 
разделить дискретные и непрерывные задачи. 

В дискретной задаче объем работ di ≥ 0, который может вы-
полнять i-ый агент, фиксирован. Если интерпретировать тип агента 
как себестоимость выполнения им единичного объема работ, то 
получим дискретную задачу распределения объема работ R между 
агентами с целью минимизации суммарных затрат (переменная xi 
принимает значение 0, если i-ый агент не работает, и значение 1, 
если он работает): 
(1) ∑

∈Ni
iii xrd  → 

}1;0{
min
∈ix

, 
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(2) ∑
∈Ni

ii xd  ≥ R. 

Задача (1)-(2)11 относится к классу задач о ранце [9, 15], и 
имеет решение при условии 
(3) ∑

∈Ni
id  ≥ R, 

то есть, когда суммарный объем работ не превышает «производст-
венных возможностей» всех агентов. 

Общим «недостатком» дискретных задач является то, что 
лишь малая их часть имеет эффективные (полиномиальной слож-
ности) методы решения. Для NP-сложных задач при малой их 
размерности можно использовать метод полного перебора, а при 
увеличении размерности – различные эвристические или иные 
методы решения (см. [30, 42, 89]). 

Допустим теперь, что i-ый агент может выполнить любой объ-
ем работ, не превышающий di. Тогда, обозначая xi – объем работ, 
выполняемый i-ым агентом, получим непрерывную задачу: 
(4) ∑

∈Ni
ii xr  → 

];0[
min

ii dx ∈
, 

(5) ∑
∈Ni

ix  ≥ R, 

которая при выполнении условия (3) имеет простое решение: 
следует упорядочить агентов в порядке возрастания себестоимо-
стей ri и последовательно загружать их по-максимуму до тех пор, 
пока не будет распределен весь объем работ R. 

Обобщая модель дальше, предположим, что известны функ-
ции затрат агентов ci(xi, ri), зависящие от объемов работ и типов. 
Задача минимизации суммарных затрат 
(6) ∑

∈Ni
iii rxc ),(  → 

];0[
min

ii dx ∈
 

при ограничении (5) является типовой задачей условной оптимиза-
ции [85, 91]. 

Множество аналогичных задач распределения ресурса12 ис-
следовались в математической экономике – см. [34, 37, 47, 57]. 

                                                      
11 В настоящей работе принята незаивисмая внутри разделов нумерация 
формул. 
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Полученные при их решении результаты могут непосредственно 
использоваться при распределении объемов работ между агентами, 
входящими в однородную команду. 

Более сложными являются задачи распределения ресурсов ко-
манды между работами, связанными технологически, например – в 
рамках проекта [73]. При заданном сетевом графике, отражающем 
взаимосвязь работ, продолжительность каждой работы зависит от 
используемого для ее выполнения ресурса. Следовательно, за счет 
распределения объемов работ и ресурсов между агентами, можно 
влиять на длину критического пути, определяющего продолжи-
тельность проекта. Соответствующие задачи (распределение ре-
сурсов на сетях) рассматриваются в календарно-сетевом планиро-
вании и управлении [7, 9, 50]. Результаты их решения также могут 
использоваться при распределении объемов работ между агентами, 
входящими в команду. 

Таким образом, можно сделать вывод, что на сегодняшний 
день в математической экономике и исследовании операций 
[7, 15, 20] накоплен значительный опыт постановки и решения 
разнообразных задач распределения ресурсов, который целесооб-
разно использовать и при анализе процессов эффективного форми-
рования и функционирования команд. Перейдем теперь к задаче 
распределения функций. 

Задача распределения функций. Предположим, что известно 
решение задачи распределения объемов работ, то есть, если реше-
но, кто из членов команды какие функции выполняет, то можно 
найти оптимальную их «загрузку». Тогда можно рассматривать 
задачи распределения функций. 

Начнем с транспортной задачи, в которой имеется граф, вер-
шины которого разбиты на две группы – n агентов и m работ 
(функций). 

Для агентов заданы количества времени, которые они могут 
затратить на работу в команде – ai, i = n,1 , для работ –

продолжительности их реализации – bj, j = m,1 . Также известны 

                                                                                                                     
12 Вообще, задачи распределения ресурса (объемов работ) являются 
базовыми для математической экономики, а разнообразие их настолько 
велико, что ставить в рамках настоящей работы цель их сколь либо 
полного обзора не имеет смысла. 
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затраты sij на выполнение i-ым агентом j-ой работы в течение 
единицы времени13. 

Пусть задача является замкнутой, то есть ∑
=

n

i
ia

1
 = ∑

=

m

j
jb

1
 – сум-

марный временнóй ресурс агентов равен суммарной продолжи-
тельности работ (вводя фиктивного агента или фиктивную работу 
любую незамкнутую задачу можно свести к замкнутой). Требуется 
определить распределение агентов по работам (функциям), мини-
мизирующее суммарные затраты. 

Формально транспортную задачу можно записать в виде: 

(7) ∑∑
= =

n

i

m

j
ijij sx

1 1
 → 

}0{
min

≥ijx
 

(8) ∑
=

m

j
ijx

1
 = ai, i = n,1 , 

(9) ∑
=

n

i
ijx

1
 = bj, j = m,1 . 

Условие (8) означает, что каждый агент «загружен» полно-
стью, условие (9) – что все работы выполнены. Алгоритмы реше-
ния транспортной задачи описаны в [7, 9, 15]. 

Частным случаем транспортной задачи является задача о на-
значении (в узком смысле), заключающаяся в следующем: имеются 
n агентов, которые могут выполнять различные работы (реализо-
вывать различные функции, занимать различные должности), 
число работ равно числу работников (введя фиктивные должности 
и/или фиктивных агентов, всегда можно незамкнутую задачу 
привести к рассматриваемой замкнутой форме). Известны затраты 

ijŝ  на назначение i-го агента на j-ю должность (например, мини-
мальная зарплата, за которую он согласится работать на этой 
должности). Требуется найти назначение работников на должности 
(каждого работника на одну и только одну должность), минимизи-
рующее суммарные затраты (если ijŝ  интерпретируется как эффек-
тивность от работы i-го работника на j-ой должности, то опти-

                                                      
13 С точки зрения экономических интерпретаций данное предположение 
означает постоянство предельных затрат. 
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мальное назначение должно максимизировать суммарную эффек-
тивность). 

Формально задачу о назначении (см. также примеры в разделе 
4) можно записать в виде (ср. с (7)-(9)): 

(10) ∑∑
= =

n

i

n

j
ijij sx

1 1
ˆ  → 

}}1;0{{
min
∈ijx

 

(11) ∑
=

n

j
ijx

1
 = 1, i = n,1 , 

(12) ∑
=

n

i
ijx

1
 = 1, j = n,1 . 

Методы решения задачи о назначении (10)-(12) описаны в 
[7, 9, 15]. Содержательной интерпретацией этой задачи в терминах 
менеджмента [52, 123] или управления проектами [12, 73] является 
нахождение оптимальной матрицы ответственности. 

Транспортная задача и задача о назначении являются хресто-
матийными задачами исследования операций и имеют множество 
обобщений (учет ограничений на совместимость работ, выполняе-
мых одним агентом, ограничений на последовательность выполне-
ния работ, многокритериальности и т.п. – см. обзоры в [15, 20, 82]), 
которые целесообразно использовать при решении задач распреде-
ления функций между членами команды. Кроме того, для таких 
задач может оказаться адекватным и аппарат теории массового 
обслуживания [36, 39], в случае, если набор функций, реализуемых 
командой, меняется во времени по известным (статистически 
описываемым) законам. 

Задача формирования состава команды. Умея находить оп-
тимальное распределение функций и объемов работ для фиксиро-
ванного состава членов команды, можно ставить и решать задачу 
формирования оптимального состава команды. 

Рассмотрим кратко известные на сегодняшний день подходы 
теории управления и экономической науки к задачам формирова-
ния состава организационных систем. 

Экономика труда и экономика организаций. В рамках эконо-
мики труда основной результат, определяющий оптимальное 
количество работников, отражает равенство производимого ими 
предельного продукта (предельной производительности) и пре-
дельных затрат на их привлечение и удержание. Количество до-
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полнительной продукции (дохода), которое получает фирма, нани-
мая одного дополнительного (сверх уже работающих) работника 
(единицу труда), называется предельным продуктом труда. Пре-
дельные издержки есть затраты на прием на работу дополнитель-
ного работника. Условие максимизации прибыли (разности между 
доходом и затратами) требует, чтобы прибыль была максимальна. 
Для этого следует изменять число занятых (увеличивать, если 
предельный доход превышает предельные издержки, и уменьшать 
в противном случае) до тех пор, пока предельный доход не будет 
равен предельным издержкам. Такой подход вполне применим для 
определения оптимального размера однородной команды. 

В экономике организаций принят следующий общий подход к 
определению оптимального размера организации (см. подробное 
обсуждение и ссылки в [51]). С одной стороны, существует рынок 
– как система обмена прав собственности. С другой стороны, 
экономические агенты объединяются в организации, взаимодейст-
вующие на рынке. Объяснением существования экономических 
организаций служит необходимость компромисса между транзак-
ционными и организационными издержками, которые определя-
ются «затратами на координацию» внутри организации, растущи-
ми с увеличением ее размеров. Для команд характерно наличие 
тесных информационных и других связей между всеми ее членами. 
Поэтому с ростом числа членов команды организационные из-
держки (зависящие от числа связей) растут очень быстро. Навер-
ное, этим объясняется то, что практически ни в одной сфере дея-
тельности не встречаются команды, состоящие из нескольких 
сотен или даже десятков человек. 

Транзакционные издержки препятствуют рынку заместить со-
бой организацию, а организационные издержки препятствуют 
организации заместить собой рынок. Основная идея (качествен-
ная), используемая в экономике организаций при обсуждении 
задач формирования состава, заключается в том, что, так как и 
транзакционные, и организационные издержки зависят от размера 
организации и ее структуры, то теоретически должны существо-
вать оптимальные параметры организации, при которых достига-
ется уравновешивание упомянутых тенденций замещения (см. 
также [72]). 

Теория управления организационными системами. Первые 
систематические постановки задач формирования состава органи-
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зационных систем (ОС) появились недавно (см. монографии 
[38, 67, 75]). Можно выделить три общих подхода к решению задач 
формирования состава ОС. 

Первый подход заключается в «лобовом» рассмотрении всех 
возможных комбинаций потенциальных участников ОС. Его дос-
тоинство – нахождение оптимального решения, недостаток – высо-
кая вычислительная сложность. 

Второй подход основывается на методах локальной оптимиза-
ции (последовательном переборе составов ОС из некоторой окре-
стности определенного состава). Используемые при этом эвристи-
ческие методы, как правило, имеют прозрачные содержательные 
интерпретации, но в общем случае не дают оптимального решения 
и поэтому требуют оценивания их гарантированной эффективно-
сти. 

И, наконец, третий подход заключается в исключении заведо-
мо неэффективных комбинаций агентов на основании анализа 
специфики задачи. Например, если можно априори упорядочить 
претендентов на включение в команду по убыванию эффективно-
сти их деятельности или предельного вклада, привносимого в 
команду, то задача об оптимальном составе (число возможных 
команд из n претендентов имеет порядок 2n) сведется к задаче об 
оптимальном размере команды (имеющей намного меньшую 
вычислительную сложность – ведь из n упорядоченных претенден-
тов можно составить n непустых команд различного размера). При 
этом вычислительная сложность резко сокращается, и иногда 
удается получить точное (оптимальное) решение, но, к сожалению, 
данный подход применим далеко не всегда, и в каждом конкрет-
ном случае возможность его использования требует соответст-
вующего обоснования. 

Необходимо также упомянуть о задачах формирования опти-
мальных организационных иерархий [27, 56, 67], в которых речь 
идет о построении иерархии управления (определении отношений 
подчиненности) в организационных системах. Эту задачу также 
можно условно отнести к задаче формирования состава и «распре-
деления обязанностей». 

Более полное представление о современном состоянии иссле-
дований в области задач формирования состава организационных 
систем можно получить из [38, 72]. 
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Приведем формальную постановку задачи формирования со-
става ОС. Введем следующие обозначения: 

N0 – множество агентов – претендентов на включение в состав 
команды, |N0| = n0; 

N – состав команды (вариант решения задачи формирования 
состава), |N| = n ≤ n0; 

Φ(N) – функционал эффективности, ставящий в соответствие 
каждому возможному составу N ⊆ N0 действительное число. Отме-
тим, что функционал эффективности может быть получен в ре-
зультате решения (в общем случае для каждого из возможных 
составов) задач распределения функций и объемов работ (см. 
выше). 

Формально задача формирования команды заключается в на-
хождении ее состава N*, обладающего максимальной эффективно-
стью: 
(13) N* = arg 

0

max
NN ⊆

 Φ(N). 

Задача (13) является задачей дискретной оптимизации (см. 
выше обсуждение проблем поиска решений дискретных задач). На 
допустимые составы команды могут дополнительно накладываться 
как требования обязательного включения в нее тех или иных групп 
агентов (обеспечивающих реализацию определенных функций), 
так и запреты на включение тех или иных групп агентов (напри-
мер, таких, про которых известно, что они обладают низкой эф-
фективностью совместной деятельности или конфликтовали друг с 
другом ранее). 

Модели синергетического эффекта. Как отмечалось выше, од-
ной из ключевых характеристик команды является наличие синер-
гетического эффекта взаимодействия членов команды (то есть, 
эмерджентности – свойства целого не сводятся к «сумме» свойств 
его частей). Адекватным инструментом его моделирования пред-
ставляется теория кооперативных игр14 [29, 57, 81]. 

Обозначим N0 = {1, 2, ..., n} – множество агентов. Пусть для 
каждого агента i ∈ N0 известна неубывающая «производственная 

                                                      
14 Хотя подробно речь о теоретико-игровых моделях команд пойдет 
ниже, мы для полноты картины подходов к формированию команд сочли 
уместным поместить именно в этом разделе описание использования в 
этих целях аппарата кооперативных игр. 
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функция» vi(⋅): 1
+ℜ  → ℜ1 и имеющееся у него в распоряжении 

«количество ресурса» Ri. Величина vi(Ri) может трактоваться как 
индивидуальный (при действии в одиночку) выигрыш i-го агента, 
i ∈ N. 

Определим 
zS = (zi)i ∈ S, zS ∈ RS: = {(yi ≥ 0)i ∈ S | ∑

∈Si
iy  ≤ ∑

∈Si
iR }, 

где S ⊆ N0 – коалиция (команда) агентов. Введем функцию мно-
жеств v(S) = 

SS Rz ∈
max  ∑

∈Si
ii zv )( , обозначающую максимальный сум-

марный выигрыш, который могут получить члены коалиции S. 
Предположим также, что этот выигрыш может быть произ-

вольным образом поделен между членами коалиции, то есть рас-
смотрим игру с трансферабельной полезностью [57, 81]. 

Функция v(⋅) монотонна, то есть 
∀ S, T ⊆ N0, S ⊆ T  v(S) ≤ v(T), 

и супераддитивна, то есть 
∀ S, T ⊆ N0, S ∩ T = ∅   v(S ∪ T) ≥ v(S) + v(T). 

Содержательно супераддитивность означает наличие синерге-
тического эффекта (эффект целого не меньше суммы эффектов его 
частей) – выгодность кооперации. Однако она в общем случае не 
гарантирует устойчивости результатов кооперативного взаимодей-
ствия. Тем не менее, известно [81], что, если функции vi(⋅), i ∈ N0 – 
вогнутые, то С-ядро кооперативной игры агентов из множества N 
не пусто, то есть максимальная коалиция (состоящая из всех n 
агентов) устойчива в смысле существования дележа, такого, что ни 
одной коалиции S не выгодно отделяться от максимальной коали-
ции N и делить между членами этой коалиции выигрыш v(S) [90]. 

Следовательно, в каждом частном случае для обоснования то-
го, что все агенты объединятся в команду, и их взаимодействие 
будет устойчиво, достаточно проверить вогнутость их «производ-
ственных функций» (отметим, что эти функции не обязательно 
должны быть монотонно возрастающими – С-ядро существует и 
при однопиковых – имеющих единственную точку максимума – 
функциях [28]). 

Если гипотетически предположить, что «производственные 
функции» агентов вогнутые и, следовательно, образуется макси-
мальная коалиция, то возникает вопрос, а как определить рацио-



 40 

нальные границы команды – ведь пока в рамках рассматриваемой 
модели увеличение «размера» команды было выгодно. Понятно, 
что на практике неограниченного роста размеров команд не на-
блюдается. Значит, в модели необходимо учесть факторы, сдержи-
вающие рост команды, а, как отмечалось выше, таким фактором 
являются организационные издержки. 

Для того чтобы учесть организационные издержки, введем 
функцию множеств w(S), S ⊆ N0, обладающую свойством монотон-
ности: ∀ S, T ⊆ N0, S ⊆ T  w(S) ≤ w(T). 

Определим характеристическую функцию F(⋅) кооперативной 
игры агентов как разность между эффектом v(⋅) от кооперации и 
организационными издержками w(⋅): 
(14) F(S) = v(S) – w(S),  S ⊆ N0. 

Выше отмечено, что функция v(⋅) является супераддитивной. 
Если дополнительно предположить и супераддитивность функции 
w(⋅): ∀ S, T ⊆ N0, S ∩ T = ∅  w(S ∪ T) ≥ w(S) + w(T), которая содер-
жательно означает, что издержки на управление командой больше, 
чем сумма издержек на управление ее частями (обусловлено это 
может быть, в том числе, необходимостью координации взаимо-
действия этих частей), то это вовсе не гарантирует супераддитив-
ности функции F(⋅). То есть, в общем случае следующее свойство 
не имеет места: 
(15) ∀ S, T ⊆ N0, S ∩ T = ∅  

F(S ∪ T) = v(S ∪ T) – w(S ∪ T) ≥ F(S) + F(T) = 
= [v(S) – w(S)] + [v(T) – w(T)]. 

Для супераддитивности функции F(⋅) достаточно субаддитив-
ности организационных издержек: ∀ S, T ⊆ N0, S ∩ T = ∅ 
w(S ∪ T) ≤ w(S) + w(T). Содержательные интерпретации последне-
го свойства следующие – затраты на управление командой не 
превосходят суммы затрат на управление ее частями (что может 
иметь место, если эффекты самоорганизации в команде достаточно 
сильны). 

Итак, если организационные издержки субаддитивны, то по-
лучаем кооперативную игру агентов из множества N0 с характери-
стической функцией F(S), S ⊆ N0, которая супераддитивна, но не 
монотонна. Решение этой кооперативной игры (в каждом конкрет-
ном случае следует конкретизировать, какая из концепций реше-
ния кооперативных игр используется – решение в угрозах-
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контругрозах, N-ядро и т.д. [29]) даст ответ на вопрос – какие 
коалиции будут устойчивы15, и существует ли устойчивый дележ 
выигрыша между членами этих коалиций. 

Приведенные рассуждения можно повторить для каждого ва-
рианта N ⊆ N0 состава команды из агентов, «набираемых» из мно-
жества претедентов N0. В итоге, например, при использовании 
концепции С-ядра, можно для каждого из множеств N ⊆ N0 оце-
нить как суммарный выигрыш команды N в целом, так и соответ-
ствующие организационные издержки; понять, будет ли такая 
команда устойчива и т.д. После этого уже можно решать, какая из 
устойчивых команд «лучше» по тем или иным критериям. 

С теоретической точки зрения ответ найден – задача поиска 
оптимального (с учетом и эффектов кооперации, и затрат на 
управление) состава команды сведена к перебору по всем возмож-
ным командам результатов анализа известной задачи поиска реше-
ния кооперативной игры. Однако эта общая задача может не иметь 
решения, или поиск его может оказаться чрезвычайно трудоемким. 
Подобного рода проблемы типичны для задач формирования 
состава и структуры организационных систем – см. выше. 

В завершение настоящего раздела отметим, что задачи анализа 
и синтеза состава организационных систем (и, как частный их 
случай – команд) принадлежат к классу задач системной оптими-
зации (в которых критерий эффективности зависит, в том числе, от 
состава элементов, включаемых в систему), и универсальных 
эффективных алгоритмов их решения не существует. Поэтому 
создание относительно полной формальной теории образования 
команд представляется задачей будущих исследований. Перспек-
тивным представляется как теоретическое изучение задач синтеза 
состава команд при немонотонных характеристических функциях, 
так и более приближенный к реальности анализ методов построе-
ния и свойств функций транзакционных и организационных из-
держек. 

Таким образом, «задачи о назначении» учитывают такие ха-
рактеристики команды (см. Табл. 1), как: единство цели, совмест-
ную деятельность, специализацию и взаимодополняемость ролей. 
С другой стороны, этот класс моделей почти не учитывает такие 

                                                      
15 Если используется концепция С-ядра, то в случае его непустоты 
можно только гарантировать устойчивость максимальной коалиции. 
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свойства команды, как: непротиворечивость интересов ее членов и 
автономность команды. 

 
 

2.2. МОДЕЛЬ МАРШАКА-РАДНЕРА 
 
В работе [152] Д. Маршак предложил следующий подход к 

описанию принятия решений в команде (при этом под командой 
им понимается группа людей с непротивоположными интересами), 
который получил дальнейшее развитие в его собственных работах, 
в работах Р. Раднера и др. [134, 163], а также в их классической 
совместной монографии [153] и многочисленных последовавших 
за ней публикациях на эту тему. 

Рассмотрим команду (в терминологии Маршака-Раднера) – 
множество агентов N = {1, 2, …, n}, в которой i-ый агент принима-
ет решение (выбирает действие) xi ∈ Xi, i ∈ N. Выигрыш команды 
u(x, θ) зависит от вектора решений членов команды 
x = (x1, x2, …, xn) ∈ X’ = ∏

∈Ni
iX  и от состояния природы θ ∈ Ω. 

Отметим, что в данной модели (как и в большинстве теорети-
ко-игровых моделей, следующих традициям Маршака-Раднера) 
целевые функции всех агентов – членов команды – одинаковы 
(более того, в некоторых работах команда определяется именно 
как множество агентов, имеющих совпадающие целевые функции 
– см., например, [171]). Данное предположение отражает такое 
свойство команды, как единство цели деятельности ее членов. Но, 
агенты в общем случае характеризуются различающимися множе-
ствами допустимых действий и имеют различную априорную 
информацию о состоянии природы (совокупность этих представ-
лений составляет информационную структуру команды 
[113, 172]). 

Агент i принимает решения в соответствии со своей функцией 
принятия решений – отображением di: Ω → Xi, принадлежащим 
множеству допустимых отображений Di, i ∈ N. Вектор 
d = (d1(⋅), d2(⋅), … , dn(⋅)) называется функцией принятия решений 
команды. 

Фиксируем вероятностное распределение p(⋅) на множестве Ω. 
Ожидаемый выигрыш команды равен 
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(1) U(d(⋅), p(⋅)) = ∫
Ω

θθθθ dpdu )()),(( . 

Если априори известно вероятностное распределение на мно-
жестве распределений p(⋅), то можно вычислить Байесовский 
выигрыш команды как математическое ожидание выражении (1). 
Функция принятия решений d(⋅), максимизирующая Байесовский 
выигрыш команды, называется Байесовской функцией принятия 
решений – см. [163]. Достаточные условия оптимальности и усло-
вия единственности оптимальной функции принятия решений для 
квадратичных функций u(⋅) приведены в [153, 163]. 

Таким образом, первая задача – нахождение при заданной ин-
формационной структуре функции принятия решений, которая 
максимизировала бы ожидаемый выигрыш команды. Вторая задача 
– выбор информационной структуры, которая (при использовании 
соответствующей оптимальной функции принятия решений) также 
максимизировала бы ожидаемый выигрыш команды. 

Модель Маршака-Раднера развивалась во многих работах (см. 
библиографию в [112]). Классическими стали работы: Т. Гровса 
[133, 134] по распределению ресурса и стимулированию в коман-
дах (когда целевые функции агентов начинают различаться за счет 
введения стимулирования, побуждающего агентов принимать 
согласованные решения); Эрроу и Раднера [110] по изучению 
влияния информированности членов команды (информационной 
структуры) на эффективность использования ресурса (см. также 
обзор в монографии [144]). 

Таким образом, модель Маршака-Раднера учитывает непроти-
воречивость целей членов команды, осуществляющих совместную 
деятельность, но почти не акцентирует внимание на других харак-
теристиках команд (см. Табл. 1). 

 
 

2.3. СТИМУЛИРОВАНИЕ В КОМАНДАХ 
 
Достаточно обширный класс математических моделей команд 

составляют задачи стимулирования коллектива агентов за резуль-
таты совместной деятельности в условиях, когда управляющий 
орган не знает (а иногда и не хочет знать) индивидуальных вкладов 
членов команды в общий результат, предоставляя им самим вы-
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брать способ достижения цели. Условно такого рода команду 
можно назвать «артелью». 

В настоящем разделе сначала дается общая постановка задачи 
коллективного стимулирования, затем вводится классификация 
моделей стимулирования в командах, поле чего приводятся ре-
зультаты исследования некоторых наиболее распространенных 
моделей. 

Модель коллективного стимулирования. Рассмотрим ко-
манду – множество агентов N = {1, 2, …, n}, в которой i-ый агент 
принимает решение xi ∈ Xi, i ∈ N. Для простоты можно считать, 
что Xi = 1

+ℜ , i ∈ N (см. обобщения в [64, 70]). Результат деятельно-
сти команды z = Q(x), где x = (x1, x2, …, xn) ∈ X’ = ∏

∈Ni
iX , 

Q: X’ → 1
+ℜ  – функция агрегирования, которая зависит от вектора 

x действий всех агентов и наблюдается центром. 
Система стимулирования σ(z) = (σ1(z), σ2(z), …, σn(z)) ставит в 

соответствие результату деятельности команды индивидуальные 
неотрицательные (limited liability condition) вознаграждения ее 
членов. На систему стимулирования может быть наложено бюд-
жетное ограничение (или ограничение сбалансированности): 
(1) ∑

∈Ni
i z)(σ  = z. 

Целевая функция i-го агента представляет собой разность ме-
жду полезностью ui(⋅) от вознаграждения и затратами ci(⋅), причем 
последние зависят от вектора действий агентов и типа i-го агента 
(напомним, что типом агента ri > 0 называется параметр, отра-
жающий все существенные его характеристики: эффективность 
деятельности, производительность труда и т.д.): 
(2) fi(x, σi(⋅), ri) = ui(σi(z)) – ci(x, ri), i ∈ N. 

Относительно функций затрат обычно предполагают, что они 
непрерывно дифференцируемы, возрастают и выпуклы по дейст-
вию соответствующего агента. 

Обозначим EN(σ(⋅)) – множество равновесий Нэша игры аген-
тов при заданной системе стимулирования σ(⋅): 
(3) EN(σ(⋅)) = {x* ∈ X’ | ∀ i ∈ N, ∀ xi ∈ Xi  

fi( *
ix− , xi, σi(Q( *

ix− , xi, ri))) ≤ fi(x*, σi(Q(x*)), ri), 
где x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn) – обстановка игры для i-го агента. 
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Целевая функция центра представляет собой разность между 
его доходом H(⋅) от результата z деятельности команды и суммар-
ным стимулированием, выплаченным агентам: 
(4) Φ(z, σ(⋅)) = H(z) – ∑

∈
σ

Ni
i z)( . 

Задача стимулирования команды (задача коллективного сти-
мулирования) заключается в выборе системы стимулирования 
(быть может, удовлетворяющей бюджетному ограничению (1)), 
которая максимизировала бы эффективность стимулирования – 
гарантированный выигрыш центра на множестве равновесий игры 
агентов: 
(4) 

))((*
min

⋅σ∈ NEx
[H(Q(x*)) – ∑

∈
σ

Ni
i xQ ))(( * ] → 

)(
max

⋅σ
. 

Классификация моделей коллективного стимулирования. 
В Табл. 3 приведены основания классификации и значения призна-
ков классификации моделей коллективного стимулирования. 

 
Табл. 3 

Классификация моделей стимулирования в командах 
№ 
п.п. 

Основания 
классификации Значения признаков 

1 Действия агентов наблюдаются/не наблюдаются цен-
тром (moral hazard) 

2 Неопределенность 
(внешняя) отсутствует/присутствует 

3 Затраты агентов сепарабельны/несепарабельны 

4 Бюджетное 
ограничение отсутствует/присутствует 

5 Агенты нейтральны к риску/не склонны к 
риску 

6 Типы агентов 
известны всем агентам/каждому 
агенту известен свой тип (adverse 
selection) 

 
Сепарабельность функций затрат агентов означает, что затра-

ты каждого агента зависят только от его собственных действий, в 
то время как в общем случае (при несепарабельных затратах) 
затраты каждого агента могут зависеть от действий всех агентов. 
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Нейтральность агента к риску подразумевает, что его функция 
полезности линейна, для несклонных к риску агентов их функции 
полезности вогнуты. 

Следует особо подчеркнуть, что именно первое основание 
классификации в наибольшей степени подчеркивает специфику 
команд. Действительно, если индивидуальные действия агентов 
наблюдаются центром, то последний может использовать системы 
персонифицированного стимулирования (в которых вознагражде-
ние каждого агента зависит только от его собственных действий 
или от действий всех агентов – см. монографию [70]). Но, если 
центр наблюдает только агрегированный результат деятельности 
команды, то он воспринимает ее как единое целое и вынужден 
стимулировать каждого из членов команды за результат совмест-
ной деятельности. Ключевым вопросом, возникающим при рас-
смотрении такого коллективного стимулирования, является вопрос 
о существовании «идеального агрегирования», то есть при каких 
условиях существует система стимулирования, которая в условиях 
ненаблюдаемых центром действий агентов дает центру тот же 
выигрыш, что и в условиях наблюдаемых действий? Приведем 
краткий обзор известных на сегодняшний день вариантов ответа на 
этот вопрос. 

Модель Б. Холмстрома и ее развитие. Одной из первых мо-
делей стимулирования в командах (ставшей хрестоматийной) 
является предложенная в [140] Б. Холмстромом. В соответствии с 
введенной выше системой классификаций в ней: действия агентов 
не наблюдаемы, неопределенность отсутствует, затраты агентов 
сепарабельны, бюджетное ограничение присутствует, агенты 
нейтральны к риску, типы агентов известны всем участникам – и 
центру и всем агентам. 

Теорема Холмстрома [140, с. 326] гласит, что в рамках вве-
денных предположений не существует системы стимулирования, 
которая удовлетворяла бы балансовому ограничению и реализовы-
вала бы вектор действий агентов, максимизирующий сумму целе-
вых функций всех агентов и центра, как равновесие Нэша их игры 
(см. также модель распределения затрат в разделе 7.1). Для суще-
ствования такой системы стимулирования достаточно предполо-
жить, что бюджетное ограничение выполнено как неравенство 
[140], или что агенты не склонны к риску [164]. 
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Основной результат, полученный Б. Холмстромом, заключает-
ся в следующем. Не наблюдая индивидуальных действий агентов, 
а зная только агрегированный результат их деятельности, центр 
может, налагая на агентов неограниченные штрафы за недостиже-
ние требуемого результата, добиться от них выбора действий, 
приводящих к требуемому результату. 

Однако возможность использования штрафов имеет место да-
леко не всегда, поэтому многие исследователи посвятили свои 
усилия развитию модели на случай, когда стимулирование может 
быть только неотрицательным. Работа [154] обобщает модель 
Холмстрома на случай неизвестных центру типов агентов в отсут-
ствии бюджетного ограничения. При этом доказывается, что в 
рамках вводимых предположений возможно идеальное агрегиро-
вание. В [170] изучаются модели коллективного стимулирования 
команд в некоммерческих организациях; в [151] – конкурсные 
механизмы. 

Детерминированные модели коллективного стимулирова-
ния. Наиболее общие результаты удается получить в детермини-
рованном случае – когда неопределенность отсутствует, а типы 
агентов являются общим знанием. Отметим, что предположения о 
сепарабельности затрат агентов при этом не требуется. Приведем, 
следуя [74], основные результаты. 

Определим множество векторов действий агентов, приводя-
щих к заданному результату деятельности ОС: 

X(z) = {x ∈ X′ | Q(x) = z}. 
Известно, что в случае наблюдаемых действий агентов мини-

мальные затраты центра на стимулирование по реализации вектора 
действий x ∈ X′ равны суммарным затратам агентов ∑

∈Ni
ii rxc ),(  

[70]. Вычислим минимальные суммарные затраты агентов по 
достижению результата деятельности z: 

C(z, r) = 
)(

min
zXx∈

∑
∈Ni

ii rxc ),( , 

а также множество действий X*(z) = Arg 
)(

min
zXx∈

∑
∈Ni

ii rxc ),( , на 

котором этот минимум достигается. Фиксируем произвольный 
результат деятельности z’, произвольный вектор 
x*(z’) ∈ X*(z’) ⊆ X(z’) и набор положительных констант {δi}. 
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В [74] (при следующем дополнительном предположении «тех-
нического» характера: ∀ z ≥ 0, ∀ x′ ∈ X(z), ∀ i ∈ N, ∀ xi ∈ Proji X(z) 
функция cj (xi, )(* zx i− ) не убывает по xi, j ∈ N) доказано, что: 

1) при использовании центром системы стимулирования 

(5) ),'(* zzixσ  =  




≠
=δ+

',0
',)),(( *

zz
zzrzxc iii , i ∈ N, 

вектор действий агентов x*(z’) реализуется как единственное рав-
новесие с минимальными затратами центра на стимулирование по 
реализации результата z’, равными: C(z’, r) + δ, где δ = ∑

∈Ni
iδ ; 

2) система стимулирования (5) является δ-оптимальной. 
На втором шаге решения задачи стимулирования, как обычно 

[17, 70], ищется наиболее выгодный для центра результат деятель-
ности команды z* как решение задачи оптимального согласованно-
го планирования: 
(6) z*(r) = arg 

0
max

≥z
 [H(z) – C(z, r)]. 

Таким образом, выражения (5)-(6) дают решение задачи синте-
за оптимальной системы стимулирования результатов совместной 
деятельности членов команды в условиях полной информирован-
ности. 

Отметим, что если существуют ограничения на результаты 
деятельности или вознаграждения агентов (например, бюджетное 
ограничение типа условия (1)), то они могут быть учтены вычис-
лением в выражении (6) максимума по соответствующему множе-
ству результатов деятельности команды. 

Завершив описание базовой модели коллективного стимули-
рования, отметим, что существуют различные ее модификации. 
Так, в [71, 108, 132, 137, 139] приведены обобщения одноэлемент-
ной динамической задачи теории контрактов (с двумя действиями 
и двумя результатами деятельности) на случай нескольких агентов. 
Несколько вариантов оптимальной системы стимулирования: JPE 
(joint performance evaluation), RPE (relative performance evaluation) и 
IPE (independent performance evaluation), в зависимости от «произ-
водительности» агентов, определяемой их затратами, значениями 
результатов деятельности и вероятностями реализации тех или 
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иных результатов в зависимости от выбираемых действий, рас-
сматривались в [120, 149]. 

Таким образом, модели коллективного стимулирования учи-
тывают такие характеристики команды (см. Табл. 1), как: единство 
цели, совместная деятельность, коллективная ответственность, 
автономность деятельности. С другой стороны, этот класс моделей 
почти не учитывает такие свойства команды, как: устойчивость 
команды, специализация и взаимодополняемость ролей. 

 
 

2.4. МОДЕЛИ ИНСТИТУЦИОНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 
В первом разделе настоящей работы отмечалось, что нормы 

деятельности членов команды играют определяющую роль в про-
цессе формирования и функционирования команды. Исследовани-
ем ограничений и норм деятельности участников организационных 
систем занимается такой раздел теории управления социально-
экономическими системами, как теория институционального 
управления. Настоящий раздел содержит краткое описание извест-
ных подходов и результатов этого научного направления. Прежде 
чем переходить к их изложению, приведем определение нормы. 

Норма – «узаконенное установление, признанный обязатель-
ным порядок» [93, C. 338], общепризнанное правило, стандарт, 
образец поведения. 

Различают явные (например, закон, контракт, должностная 
инструкция и т.д.) и неявные нормы (например, этические нормы, 
организационная или корпоративная культура, коллективные 
договоренности и т.д.). В частности, организационная культура в 
соответствии с [169] может быть описана на следующих уровнях: 
«базовые положения – ценности – нормы поведения – стереотипы 
(шаблоны) поведения – атрибуты и символы». 

В работе [65], посвященной институциональному управлению 
организационными системами (ОС), рассмотрена следующая 
модель управления нормами деятельности. 

Пусть ОС состоит из n агентов, выбирающих действия xi ∈ Xi 
из компактных множеств Xi и имеющих непрерывные целевые 
функции fi(θ, x), где θ ∈ Ω – состояние природы, x = (x1, x2, 
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…, xn) ∈ X’ = ∏
∈Ni

iX , i ∈ N, где N = {1, 2, …, n} – множество аген-

тов. 
Нормой деятельности будем называть отображение 

ℵ: Ω → X’ множества возможных состояний природы (множества 
существенных параметров) во множество допустимых векторов 
действий агентов. Содержательно i-ая компонента вектор-функции 
ℵ(⋅) определяет, какое действие i-ый агент выбирает в зависимости 
от состояния природы. 

Пусть предпочтения центра заданы на множестве состояний 
природы, норм деятельности и действий агентов: Φ(θ, ℵ(⋅), x). 
Предполагая, что агенты следуют установленным нормам, обозна-
чим K(ℵ(⋅)) = Fθ(Φ(θ, ℵ(⋅), ℵ(θ))) – эффективность институцио-
нального управления ℵ(⋅), где Fθ(⋅) – оператор устранения неопре-
деленности. В качестве оператора устранения неопределенности (в 
зависимости от информированности центра) может использоваться 
гарантированный результат по множеству Ω или математическое 
ожидание по известному распределению вероятностей p(θ) на 
множестве Ω. 

Тогда задачей институционального управления при ограниче-
ниях Mℵ на нормы деятельности будет выбор допустимой нормы 
ℵ*(⋅) ∈ Mℵ, имеющей максимальную эффективность: 
(1) ℵ*(⋅) = arg 

ℵ∈⋅ℵ M)(
max  K(ℵ(⋅)), 

при условии, что агенты следуют установленным нормам деятель-
ности. 

Последнее условие требует пояснений. Так как агенты актив-
ны и выбирают свои действия самостоятельно, то выбор агента 
будет совпадать с выбором, предписываемым нормой, только в том 
случае, если агенту это выгодно. Детализируем, что понимать под 
«выгодностью». 

Определим параметрическое равновесие Нэша [29]: 
(2) )(0 θNE  = {x ∈ X' | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi  fi(θ, x) ≥ fi(θ, x-i, yi)}, 

Будем называть норму ℵ(⋅) согласованной (с предпочтениями 
агентов), если 
(3) ∀ θ ∈ Ω  )(0 θNE  ∩ ℵ(θ) ≠ ∅. 
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Условие (3) означает, что норма согласована с интересами 
агентов, если при любом состоянии природы каждому агенту 
выгодно следовать норме деятельности при условии, что осталь-
ные агенты также следуют этой норме. 

Условие (3) можно интерпретировать и следующим образом: 
норма деятельности реализует то или иное равновесие, если для 
любого состояния природы выбор, предписываемый нормой, не 
противоречит рациональности поведения агентов (обеспечивает им 
соответствующий выигрыш и/или делает невыгодным односто-
роннее отклонение от нормы). Если ℵ(⋅) – однозначное отображе-
ние, то «навязывание» центром согласованной нормы деятельно-
сти может рассматриваться как сужение множества равновесий 
(подсказка о существовании фокальной точки и т.д. – см. обсужде-
ние проблемы множественности равновесий в [29, 127, 159]). С 
этой точки зрения управление нормами деятельности можно рас-
сматривать как задачу поиска конвенции (см. ниже раздел 2.5) или 
как задачу реализации соответствия группового выбора (см. обзор 
результатов теории реализуемости в [84]), в которой θ ∈ Ω явля-
ется вектором индивидуальных характеристик агентов. Такой 
аспект рассмотрения представляется перспективным направлением 
дальнейших исследований, но выходит за рамки настоящей рабо-
ты. 

Рассмотрим, какой информированностью должны обладать 
агенты для того, чтобы существовала согласованная норма. Легко 
видеть, что условия игры – множество агентов, целевые функции, 
допустимые множества, а также норма деятельности и состояние 
природы – должны быть общим знанием. Напомним, что общим 
знанием в теории игр [78] называется факт, о котором: 

а) известно всем игрокам; 
б) всем игрокам известно а); 
в) всем игрокам известно б); 
и так далее до бесконечности. 
Действительно, для вычисления параметрического равновесия 

Нэша (2) в рамках действующих норм деятельности каждый агент 
должен быть уверен, что и остальные агенты вычислят то же рав-
новесие, что и он. Для этого он должен поставить себя на место 
остальных агентов, моделирующих его поведение, и т.д. Одним из 
способов создания общего знания является публичное сообщение 
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соответствующего факта всем агентам, собранным вместе. Навер-
ное, в том числе этим объясняется то, что для формирования кор-
поративной культуры, корпоративных стандартов поведения и т.д. 
в современных фирмах так много внимания уделяется неформаль-
ному общению сотрудников, лояльности фирме и т.д., то есть 
созданию у работников впечатления (убежденности в) принадлеж-
ности общему делу, разделения общих ценностей и т.д. – все это 
нужно для существования общего знания. 

Итак, под задачей институционального управления, как 
управления нормами деятельности, понимают задачу (1), (3) – 
поиска нормы, обладающей максимальной эффективностью на 
множестве допустимых согласованных норм [65]. 

Отметим, что и для репутации, и для норм деятельности суще-
ственна рефлексия – взаимные представления субъектов о пред-
ставлениях, представлениях о представлениях и т.д. о существен-
ных параметрах. 

Таким образом, модели норм деятельности учитывают такие 
характеристики команды (см. Табл. 1), как: совместная деятель-
ность, единство цели, коллективная ответственность. С другой 
стороны, этот класс моделей почти не учитывает такие свойства 
команды, как: автономность деятельности, специализация и взаи-
модополняемость ролей, устойчивость команды. Последнее свой-
ство можно адекватно отразить в моделях, учитывающих репута-
цию членов команды (как минимум, с точки зрения друг друга) – в 
некотором смысле «рефлексию» над нормами их деятельности. 
Поэтому перейдем к описанию моделей репутации. 

 
 

2.5. МОДЕЛИ РЕПУТАЦИИ 
 
Репутация – «создавшееся общее мнение о достоинствах или 

недостатках кого-либо, чего-либо, общественная оценка» 
[93, c. 431]. 

Норма деятельности агента (индивидуального или коллектив-
ного) в рамках формальных моделей (см. выше) описывается 
отображением множества возможных значений существенных 
параметров во множество действий агента (см. раздел 2.4). Качест-
венно говоря, норма определяет, какие действия в каких ситуациях 
агент выбирает. С этой точки зрения репутацию можно рассматри-
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вать как ожидаемую (другими агентами) норму деятельности 
агента – какого поведения от него в той или иной ситуации ожи-
дают остальные. Репутация оправдывается, если выбор агента в 
рамках нормы деятельности совпадает с тем, чего от него ожидают 
остальные. 

Будем считать, что репутация любого агента в его собствен-
ных глазах определяется нормой его деятельности. 

Отдельно отметим, что, если нормы деятельности индивиду-
альны (коллективная норма должна быть детализирована в пред-
писания конкретных выборов всех агентов), то репутация может 
быть как индивидуальной, так и коллективной – например, отра-
жающей какого поведения команды ожидают другие субъекты. 

Можно рассматривать нормы деятельности и репутацию как в 
случае априори несовпадающих ролей агентов (например, репута-
ция исполнителя с точки зрения заказчика), так и в случае практи-
чески одинаковых функций агентов, осуществляющих совместную 
деятельность (например, производители товаров или услуг, стре-
мящихся создать выгодную для себя репутацию в глазах потреби-
телей, или членов организации, совместно достигающих общую 
цель). Последний случай соответствует командам. 

Анализ литературы показывает, что на сегодняшний день су-
ществуют несколько подходов к определению репутации и стерео-
типов (норм) поведения (конвенций). 

Модель Ж. Тироля. В [175] J. Tirole предложил рассматри-
вать групповую репутацию как агрегированную репутацию членов 
группы. Поведение отдельных агентов в прошлом при этом на-
блюдается несовершенно (то есть, не полностью), и работодатели 
ориентируются на репутацию группы в целом. Модель является 
динамической, с памятью, то есть новые поколения не в состоянии 
мгновенно изменить репутацию группы, и агент, запятнавший 
свою репутацию, не может ее исправить. 

В [26] предложена модель коллективной репутации с забыва-
нием, в которой потеря репутации в прошлом забывается с течени-
ем времени (при поддержании в это время хорошей репутации). В 
упомянутой работе определяется «оптимальная скорость забыва-
ния» – при меньшей скорости забывания нарушения репутации 
помнятся слишком долго, и агент не стремится ее восстанавливать, 
а при слишком большой скорости забывания агент не задумывает-
ся о потере репутации, так как она быстро восстанавливается. 
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Близкие теоретико-игровые модели репутации (в основном, 
использующие аппарат биматричных и/или повторяющихся игр) 
приведены в [128-131, 148, 155, 162]. 

Модель норм поведения (конвенций – conventions – см. каче-
ственное обсуждение с точки зрения философии в [150], с точки 
зрения экономики – в [162]). Если в игре существует несколько 
равновесий (например, равновесий Нэша), то нормой поведения 
называется правило выбора того или иного конкретного равнове-
сия [32] (см. также выше определение согласованной однозначной 
нормы). 

Конвенция (соглашение) интерпретируется как соответствие 
отбора равновесий16 в [77, 114, 179]. В [122, 142, 147] нормы пове-
дения (отображения множества значений состояния природы или, 
соответственно, множества равновесий во множество действий 
агентов [65]) рассматриваются как элемент корпоративной культу-
ры. К этому же классу моделей можно отнести: статистическую 
теорию дискриминации К. Эрроу [110]; модели неявных (implicit, 
self-enforcing) контрактов [138]; динамические модели, в которых 
использование стратегии наказания игроков, отклонившихся от 
коллективного оптимума [69, 159], интерпретируется как общест-
венная «норма» [142] (см. также обзор экспериментальных иссле-
дований в [124]). 

Модель общих характеристик (common trait) предполагает, 
что норма поведения является индивидуальной (ненаблюдаемой 
явно) характеристикой агента, наблюдая за поведением которого 
управляющий орган – центр – может получать о ней все более 
полную информацию и соответственно корректировать свои пред-
ставления о характеристиках той группы, которой принадлежит 
агент (предположение о том, что агенты, принадлежащие той или 
иной группе, обладают схожими характеристиками, является су-
щественным) – см., например, [114]. 

Модель Шапиро-Стиглица [168] представляет собой модель 
«центр-агент», в которой агенту предлагается заработная плата и 
он имеет возможность путем обмана (взятки и т.п.) получить до-

                                                      
16 В случае если игра агентов имеет несколько равновесий, для того, 
чтобы однозначно «предсказать» исход их игры, приходится вводить 
соответствие отбора равновесий – однозначное отображение множе-
ства равновесий в себя. 
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полнительный доход. Аудит проводится центром с некоторой 
вероятностью, в результате аудита обман достоверно обнаружива-
ется, в результате чего агент увольняется и получает резервную 
полезность. Стоимость аудита для центра известна. 

Если агент и центр взаимодействуют в течение нескольких пе-
риодов, то можно записать условие того, что ожидаемая полез-
ность агента при добросовестном поведении больше, чем при 
обмане [157]. Задача центра заключается в выборе размера возна-
граждения агента (его зарплаты) и вероятности аудита, которые 
минимизировали бы затраты центра при условии выгодности для 
агента добросовестного поведения. В результате получается стан-
дартная оптимизационная задача. Результаты анализа ее решения 
(сравнительная статика) и содержательные интерпретации приве-
дены в [168]. 

Перечисленные выше классы моделей трактовали репутацию 
агента (индивидуальную) или группы агентов (коллективную) как 
мнение остальных агентов (или центра) о том, что данный субъект 
ведет (и вел себя в прошлом) себя добросовестно и корректно – не 
стремится получить дополнительный доход (например, взятку), 
нарушить взятые на себя обязательства и т.д. При этом, как прави-
ло, считалось, что репутация может быть хорошей или плохой, и 
агент может вести себя «хорошо» или «плохо». Тогда задача за-
ключается в построении моделей, которые на основании наблю-
даемых характеристик позволяют определять истинную норму 
поведения агентов и побуждать их вести себя «хорошо». Однако в 
жизни все гораздо более разнообразно – не всегда можно любое 
действие однозначно классифицировать как «хорошее» или «пло-
хое», да и приведенное выше определение репутации («создавшее-
ся общее мнение о достоинствах или недостатках кого-либо») 
гораздо шире. Существует класс моделей, трактующих репутацию 
как ожидаемое оппонентами поведение субъектов. Именно этому 
подходу следуют модели, описываемые в [32] и рассматриваемые 
ниже. 

Таким образом, модели репутации акцентируют внимание на 
таких характеристиках команды (см. Табл. 1), как: ее автономность 
и устойчивость, совместная деятельность, единство цели. Но этот 
класс моделей почти не учитывает такие свойства команды, как: 
специализация и взаимодополняемость ролей, коллективная ответ-
ственность членов команды за результат ее деятельности. 
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2.6. «ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ» ИССЛЕДОВАНИЯ 
КОМАНД 

 
Под «экспериментальными» исследованиями команд понима-

ются деловые игры или имитационные компьютерные экспери-
менты, проводимые с целью проверки тех или иных гипотез о 
процессах и условиях эффективного формирования и/или функ-
ционирования команд. 

В [161] рассматриваются два механизма распределения ре-
зультатов деятельности команды между ее членами: уравнитель-
ный (все агенты получают поровну) и «иерархический» – по реше-
нию руководителя (лидера) команды (центра). По результатам 
деловых игр делается вывод, что при обоих механизмах имеет 
место оппортунистическое поведение членов команды (напомним, 
что оппортунистическим поведением называется «преследование 
собственного интереса, доходящее до вероломства» (self-interest-
seeking-with-guile, О. Уильямсон) и/или «поведение контрагентов, 
уклоняющихся от выполнения контракта» (Г.Б. Клейнер) – см. 
обзоры в [22, 157]). 

При использовании уравнительного механизма наблюдается 
«эффект безбилетника» (free-riding), когда агенты надеются полу-
чить неадекватное своим усилиям вознаграждение за счет других 
агентов. При принятии центром в повторяющейся игре решений о 
размерах вознаграждений агентов оказывается, что наличие центра 
(иерархической структуры команды) приводит к повышению 
эффективности функционирования команды в целом [161]. 

Значительное количество экспериментальных исследований 
посвящено изучению предпочтений людей принимать решения 
индивидуально или в рамках команды, а также анализу эффектив-
ности деятельности реальных команд по сравнению с группами 
индивидуумов (см. обзоры и результаты в [118, 136, 145]). Так, по 
результатам, приведенным в [145], более 60 % людей предпочита-
ют коллективное принятие решений в рамках команды. 

Наблюдаемый на практике эффект «справедливости», заклю-
чающийся в том, что членов команды (коллектива) интересует не 
только адекватность оплаты их труда, но и адекватность вознагра-
ждения, получаемого их коллегами, также служил объектом теоре-
тико-игровых и экспериментальных исследований. Так в [166] 
изучался «эффект справедливости» в команде из двух агентов. При 
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этом стремление агентов к «справедливости» моделировалось 
модификацией их целевых функций следующим образом, предло-
женным в [125]. Пусть в команду входят n агентов, имеющих 
целевые функции fi(⋅), i ∈ N. Построим новые целевые функции 
(1) )(ˆ ⋅if  = fi(⋅) – ∑

≠

−α
ij

jiij ff };0max{  – ∑
≠

−β
ij

ijij ff };0max{ , 

в которых неотрицательные константы {αij} и {βij} отражают, 
насколько i-ый агент «чувствителен» к тому, что выигрыши других 
агентов отличаются от его выигрыша и наоборот. Получаем, что 
появляется возможность моделирования двух явлений – «зависти» 
(envy – когда агент низко ценит свой выигрыш потому что другие 
агенты получили бóльшие выигрыши, то есть агент стремится быть 
не хуже других) и «вины» (guilt – когда агент низко ценит свой 
выигрыш потому что его маленькое значение привело к снижению 
ценности выигрышей других агентов). Если допустить возмож-
ность отрицательных констант в целевых функциях (1), то это даст 
возможность отражать такой эффект, как «стремление к повыше-
нию статуса». В [166] приведены результаты анализа частных 
моделей, для которых показано, что в зависимости от значений 
констант {αij} и {βij} эффекты «зависти», «вины» и «стремления к 
повышению статуса» могут приводить к росту результатов дея-
тельности команды в целом. Более того, как показано в [119], 
использование целевых функций вида (1) позволяет повысить 
эффективность функционирования команды в условиях, когда 
индивидуальные действия агентов не наблюдаются центром, но 
известны другим агентам (team monitoring). 

В [177] исследовался вопрос, в каких ситуациях сотрудники 
предпочитают коллективное стимулирование (за результаты дея-
тельности команды в целом) индивидуальному. Оказывается, что 
рост величины вознаграждения в случае независимых агентов с 
ненаблюдаемыми действиями может привести к снижению эффек-
тивности стимулирования. 

В эволюционных играх предполагается, что поведение в ти-
пичном, многократно повторяющемся взаимодействии представля-
ет собой итог эволюционного процесса формирования поведения 
[19, 156, 178]. Поэтому, в отличие от классической теории игр, 
носящей нормативный характер, эволюционная теория игр пытает-
ся предсказать, какую стратегию поведения выберут игроки, при-



 58 

чем функция выигрыша характеризует успех стратегии, а не от-
дельного игрока [19, 167]. Во многих случаях используется эволю-
ционный подход, в котором процесс формирования поведения 
(модификации стратегий) описывается динамической системой, 
определяющей распределение по стратегиям внутри популяции в 
зависимости от результатов взаимодействия в предшествующие 
моменты времени. Этот процесс сходится к тому или иному равно-
весию (устойчивому состоянию динамической системы) [126, 179]. 

Наконец, поведенческая теория игр ищет ответ на вопрос – 
почему люди принимают те или иные решения [117], то есть, 
«тестирует» те или иные предположения о принципах принятия 
решений. 

 
Завершив краткий обзор известных математических моделей 

формирования и функционирования команд, перейдем к более 
подробному рассмотрению «рефлексивных» и других моделей, 
учитывающих автономность и согласованность взаимодействия 
членов команды, принимающих свои решения на основании в 
общем случае различной информации о существенных внешних 
факторах и параметрах самой команды. 
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3. ФОРМИРОВАНИЕ И ФУНКЦИОНИРОВАНИЕ 
ОДНОРОДНОЙ КОМАНДЫ 

 
В настоящем разделе приводится модель формирования одно-

родной команды, основывающаяся на рассмотрении иерархий 
взаимных представлений агентов о типах друг друга, то есть о 
существенных параметрах, определяющих эффективность индиви-
дуальной деятельности (чем выше эффективность деятельности 
агента – больше значение его типа, тем меньше его затраты). 

При этом предполагается, что автономность деятельности 
сформированной команды соответствует стабильному информаци-
онному равновесию игры агентов, в котором ожидания членов 
команды относительно поведения друг друга оправдываются. 
Процесс же формирования команды описывается динамикой вза-
имных представлений агентов о типах друг друга в зависимости от 
наблюдаемых результатов деятельности команды в целом и/или ее 
отдельных членов. 

В качестве содержательного примера в настоящем разделе ис-
пользуется распределение между членами однородной команды 
заданного объема работ с целью минимизации суммарных затрат 
на выполнение этого объема работ. Минимально необходимые 
сведения из теории рефлексивных игр приведены в Приложении. 

Рассмотрим команду – множество N = {1, 2, …, n} агентов. 
Стратегией i-го агента является выбор действия xi ≥ 0, что требует 
от него затрат ci(xi, ri), где ri > 0 – тип данного агента, отражающий 
эффективность его деятельности (будем считать, что функции 
затрат являются квадратичными функциями типа Кобба-Дугласа, 
то есть ci(xi, ri) = (xi)2 / 2 ri). Обозначим x = (x1, x2, …, xn) – вектор 
действий агентов. Предположим, что целью совместной деятель-
ности агентов является достижение результата – суммарного «дей-
ствия» R (то есть, обеспечение выполнения условия ∑

∈Ni
ix  = R) с 

минимальными суммарными затратами c(x, r) = ∑
∈Ni

iii rxc ),( . С 

теоретико-игровой точки зрения можно условно считать, что целе-
вые функции агентов совпадают (как и в модели Маршака-Раднера 
– см. раздел 2.2) и определяются взятыми с обратным знаком 
суммарными затратами. Однородность команды следует из адди-
тивности результата деятельности команды по действиям агентов. 
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Содержательными интерпретациями данной задачи являются: 
выполнение заказа объединением предприятий, выполнение задан-
ного объема работ бригадой, отделом и т.д. Без ограничения общ-
ности положим R = 1. 

Если вектор типов r = (r1, r2, …, rn) является общим знанием 
[78], то, решая задачу условной оптимизации 

∑
∈Ni i

i

r
x
2

2

 → 
∑
∈

=≥
Ni

ii xx }1|0{
min , 

каждый из агентов может вычислить оптимальный вектор дейст-
вий 

x*(r) = ( )(*
1 rx , )(*

2 rx , …, )(* rxn ), 
где17 
(1) )(* rxi  = ri / ∑

∈Nj
jr , i ∈ N. 

Рассмотрим несколько различных вариантов информирован-
ности агентов о векторе их типов, отличающихся от общего знания 
(в данной модели имеется иерархия представлений агентов о типах 
друг друга). А именно, ограничимся двумя случаями18: в первом 
каждый агент имеет представления rij > 0 о типах других агентов, 
во втором – представления rijk > 0 об этих представлениях, 
i, j, k ∈ N. Другими словами, в первом случае, соответствующем 
первому рангу рефлексии, i-ый агент считает, что j-ый агент имеет 
тип rij и, в свою очередь, считает это общим знанием. Во втором 
случае, соответствующем второму рангу рефлексии, i-ый агент 
считает, что j-ый агент считает, что k-ый агент имеет тип rijk и, в 
свою очередь, считает именно это общим знанием. 

Основная идея информационного равновесия на качественном 
уровне заключается в том, что каждый реальный агент моделирует 
поведение своих оппонентов – фантомных агентов (то есть пред-
ставлений реальных или фантомных агентов друг о друге) – на 
основании своих представлений об их типах, их представлениях о 

                                                      
17 Отметим, что вектор действий (1) оптимален при любых функциях 
затрат агентов вида ri ϕ(yi / ri), где ϕ(⋅) – строго возрастающая, гладкая 
выпуклая функция, равная нулю при нулевом значении аргумента. 
18 Аналогичным образом можно описывать и более высокие ранги реф-
лексии агентов. 
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типах друг друга и т.д. (в зависимости от ранга рефлексии). На 
нижнем уровне такой «последовательности отражений» должно 
существовать общее знание, что позволяет найти «равновесие 
Нэша» игры фантомных агентов нижнего уровня, затем вычислить 
наилучшие ответы агентов следующего уровня и т.д., вплоть до 
реальных агентов – см. формальное описание информационного 
равновесия в Приложении. 

В качестве отступления отметим, что если существует управ-
ляющий орган – центр, которому известны истинные типы агентов 
и который осуществляет мотивационное управление (стимулирует 
агентов в зависимости о выбираемых действий и/или достигнутых 
результатов – см. выше и [70, 71]), то, независимо от информиро-
ванности агентов при использовании центром пропорциональной 
системы стимулирования со ставкой оплаты 1 / ∑

∈Nj
jr  каждый из 

агентов независимо выберет соответствующее действие (1) [70]. 
Кроме того, центр может взять на себя координацию распределе-
ния информационных потоков между агентами, снизив тем самым 
информационную нагрузку на них (подобные эффекты в иерархи-
ческих системах рассматривались в монографии [67]). 

Будем считать, что свой тип каждому агенту известен досто-
верно. Кроме того, в рамках аксиомы автоинформированности 
[78] получаем, что rii = ri, riij = rij, rijj = rij, i, j ∈ N, то есть представ-
ления агента о своих представлениях совпадают с самими пред-
ставлениями (случаи «раздвоения личности» и нетривиальной 
авторефлексии мы не рассматриваем). 

В рамках своих представлений каждый агент может предска-
зать, какие действия выберут другие агенты, каковы будут индиви-
дуальные затраты и каковы будут суммарные затраты. Если выбор 
действий производится многократно, и наблюдаемая некоторым 
агентом реальность оказывается отличной от его представлений, то 
он вынужден корректировать свои представления и при очередном 
своем выборе использовать «новые» представления. 

Совокупность наблюдаемых i-ым агентом параметров назовем 
его субъективной историей игры (см. Приложение) и обозначим hi, 
i ∈ N. В рамках рассматриваемой модели субъективная история 
игры может включать: 
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1) действия, выбранные другими агентами (будем считать, что 
свои действия агент знает всегда) – x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn); 

2) затраты (фактические) других агентов (при этом он может 
вычислить и суммарные затраты) – с-i = (с1, с2, …, сi-1, сi+1, …, сn); 

3) суммарные затраты всех агентов – c = ∑
∈Ni

ic ; 

4) действия и затраты (фактические) других агентов (при этом 
он может вычислить и суммарные затраты) – (x-i; c-i); 

5) действия других агентов и суммарные затраты – (x-i; c). 
Видно, что перечисленные варианты неравнозначны: вариант 

четыре наиболее «информативен», вариант три менее «информати-
вен», чем вариант два и т.д. Выбор варианта информированности 
является одним из способов информационного управления со 
стороны центра. Другими словами, решая, какая информация будет 
доступна тому или иному члену команды, центр может оказывать 
влияние на их поведение (см. обсуждение постановок и результа-
тов исследования задач информационного управления в 
[76, 77, 78, 105]). 

Два случая структур информированности (представления вида 
rij и вида rijk) и пять вариантов субъективных историй игры (будем 
считать, что субъективные истории и структуры информированно-
сти всех агентов одинаковы, иначе число возможных вариантов 
резко возрастает) порождают десять моделей, условно обозначен-
ных 1-10 (см. Табл. 4). 

 
Табл. 4 

Модели формирования команды 
Структура информированности Субъективная 

история игры {rij} {rijk} 
y-i Модель 1 Модель 6 
с-i Модель 2 Модель 7 
c Модель 3 Модель 8 

(y-i; c-i) Модель 4 Модель 9 
(y-i; c) Модель 5 Модель 10 

 
Рассмотрим, какие процедуры принятия решений могут ис-

пользовать агенты при выборе своих действий. В рамках структу-
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ры информированности {rij} i-ый агент выбирает свое действие, 
следуя процедуре (1), тогда 
(2) })({*

iji rx  = ri / ∑
∈Nj

ijr , 

Или, что то же самое, оценив действия оппонентов в соответствии 
с процедурой (2), вычисляет свое действие, приводящее к требуе-
мой сумме действий: 
(3) })({*

iji rx  = 1 – ∑
≠ij

(rij / ∑
∈Nj

ijr ), i ∈ N. 

Легко видеть, что процедуры (2) и (3) эквивалентны. 
В рамках структуры информированности {rijk} i-ый агент мо-

жет, оценив действия оппонентов в соответствии с процедурой (1): 
(4) })({*

ijkij rx  = rij / ∑
∈Nk

ijkr , j ∈ N, 

вычислить свое действие, приводящее к требуемой сумме дейст-
вий: 
(5) })({*

ijki rx  = 1 – ∑
≠ij

(rij / ∑
∈Nk

ijkr ), i ∈ N. 

Описав модели принятия агентами решений в статике, рас-
смотрим динамику их коллективного поведения (см. также раздел 
П.5 Приложения). 

Предположим, что на каждом шаге агенты принимают реше-
ния, используя информацию только о предыдущем шаге, то есть 
субъективная история игры включает только соответствующие 
значения предыдущего периода времени. Этим предположением 
мы исключаем из рассмотрения случай, когда принятие решений 
осуществляется на основании всей наблюдаемой рассматриваемым 
агентом предшествующей траектории игры (модели принятия 
решений в подобном случае чрезвычайно сложны – см. обзор и 
результаты исследования моделей динамических организационных 
систем в [69], и вряд ли позволят сделать простые содержательно 
интерпретируемые выводы). 

Обозначим t
iW ( t

ih ) – текущее «положение цели» i-го агента в 
периоде t – его представления t

iI  о типах оппонентов, которые 
могли бы приводить к наблюдаемым данным агентом их выборам 
в периоде t = 0, 1, 2, … , i ∈ N. Другими словами, t

iW ( t
ih ) – такая 
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структура информированности, которая «объясняет» наблюдаемое 
агентом поведение оппонентов. 

Предположим, что первоначально агенты имеют представле-
ния 0

iI  и изменяют их в зависимости от субъективной истории 
игры в соответствии с гипотезой индикаторного поведения [80]19: 
(6) 1+t

iI  = t
iI  + t

iγ  ( t
iW ( t

ih ) – t
iI ), t = 1, 2, … , i ∈ N, 

где t
iγ  – вектор, компоненты которого – числа из отрезка [0; 1], 

интерпретируемые как «величины шагов» к положению цели и 
обладающие описываемыми в [80] свойствами, необходимыми для 
сходимости процедуры (6). Так как представления каждого агента 
описываются конечным числом параметров rij или rijk, i, j, k ∈ N, то 
под записью (6) будем понимать «векторную» формулировку 
закона независимого изменения компонент структуры информиро-
ванности. 

Отметим, что гипотеза индикаторного поведения является 
лишь одним из возможных вариантов описания коллективного 
поведения [48, 62, 63, 80], но мы ограничимся ее использованием, 
так как, с одной стороны, ее свойства исследованы наиболее под-
робно по сравнению с другими процедурами, а с другой стороны – 
как показывают имитационные эксперименты, она достаточно 
адекватно описывает поведение многих реальных субъектов. 

Теперь мы имеем все необходимое для того, чтобы корректно 
формально определить, что будет пониматься под командой. А 
именно, командой в рамках «рефлексивного» описания принятия 
решений будем считать множество агентов, выборы которых со-
гласованы с иерархией их взаимных представлений друг о друге. В 
рассматриваемой модели командой будет набор агентов с такой 
структурой информированности, которая является неподвижной 
точкой отображения (6) при условии, что действия, выбираемые 
агентами в зависимости от структур их информированности, опре-
деляются выражениями (2) или (5). Введенное определение коман-
ды качественно близко к определениям свойств стабильности и 

                                                      
19 Подчеркнем, что гипотеза индикаторного поведения не учитывает 
стратегическую рефлексию агентов, то есть их возможность прини-
мать решения с учетом того, что оппоненты следуют гипотезе инди-
каторного поведения, знают, что другие об этом знают и учитывают 
при принятии решений и т.д. 
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согласованности информационного управления, отвечающих за то, 
чтобы реальные действия или выигрыши агентов совпадали с 
ожидаемыми действиями или выигрышами (см. Приложение и [76-
78]). 

Таким образом, в каждом конкретном случае динамика изме-
нения взаимных представлений агентов описывается зависимостью 

t
iW (⋅) положения цели от субъективной истории игры. Рассмотрим 

в качестве иллюстративного примера модели 1-10 (Табл. 4), дета-
лизировав историю игры и положения целей. 

Модель 1. Будем считать, что агент i, имеющий структуру ин-
формированности {rij}, наблюдает действия x-i, выбранные други-
ми агентами. 

Обозначим множество тех типов оппонентов i-го агента, при 
которых их действия, выбираемые в соответствии с выражением 
(2), совпадут с наблюдаемыми действиями x-i: 
(7) 1

iΩ  = {rij > 0, j ∈ N \ {i} | rij / ∑
∈Nj

ijr  = xj,  j ∈ N \ {i}}. 

Обозначим t
ijw ( t

ix− ) – j-ую проекцию ближайшей к точке 

( t
ijr )j ∈ N \ {i} точки множества 1

iΩ . Тогда динамику представлений i-
го агента можно описать следующим образом 
(8) 1+t

ijr  = t
ijr  + t

ijγ  ( t
ijw ( t

ix− ) – t
ijr ), j ∈ N \ {i}, t = 1, 2, … ,  i ∈ N, 

а выбор им действий будет следовать выражению (2). 
Отметим, что данная процедура определения положения цели 

не является единственно возможной. Например, альтернативой 
является вычисление агентом на основе своих представлений 
предполагаемых действий других агентов в соответствии с проце-
дурой (2), а затем выбор своего действия, дополняющего сумму 
действий оппонентов до требуемой величины (в рассматриваемой 
модели принятой равной единице). 

Модель 2. Будем считать, что агент i, имеющий структуру ин-
формированности {rij}, наблюдает затраты с-i других агентов. 

Обозначим множество тех типов оппонентов i-го агента, при 
которых их затраты при действиях, выбираемых в соответствии с 
выражением (2), совпадут с наблюдаемыми затратами c-i: 
(9) 2

iΩ  = {rij > 0, j ∈ N \ {i} | сj(rij / ∑
∈Nj

ijr , rij) = cj,  j ∈ N \ {i}}. 
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Обозначим t
ijw ( ic− ) – j-ую проекцию ближайшей к точке 

( t
ijr )j ∈ N \ {i} точки множества 2

iΩ . Тогда динамику представлений i-
го агента можно описать процедурой, аналогичной процедуре (8), а 
выбор им действий будет следовать выражению (2). 

Качественно, данный случай (в смысле информативности и 
разрешимости соответствующей системы уравнений – см. выраже-
ния (7) и (9)) не сильно отличается от модели 1. 

Модель 3. Будем считать, что агент i, имеющий структуру ин-
формированности {rij}, наблюдает суммарные затраты c всех аген-
тов. 

Обозначим множество тех типов оппонентов i-го агента, при 
которых суммарные затраты совпадут с наблюдаемыми суммар-
ными затратами c: 

 
(10) 3

iΩ  = {rij > 0, j ∈ N\{i} | ci(yi, ri) + ∑
∈ }{\ iNj

[сj(rij / ∑
∈Nj

ijr , rij)] = c}. 

Обозначим t
ijw (с) – j-ую проекцию ближайшей к точке ( t

ijr )j ∈ N \ {i} 

точки множества 3
iΩ . Тогда динамику представлений i-го агента 

можно описать процедурой, аналогичной процедуре (8), а выбор 
им действий будет следовать выражению (2). 

Качественно, данный случай (в смысле информативности и 
множественности решений уравнения, входящего в определение 
множества 3

iΩ  в выражении (10), а также сложности моделирова-
ния) существенно отличается от моделей 1 и 2. 

Модели 4 и 5 описываются по аналогии с моделями 1 и 2, и 
рассматривать их подробно мы не будем. 

Модель 6. Будем считать, что агент i, имеющий структуру ин-
формированности {rijk}, наблюдает действия x-i, выбранные други-
ми агентами. 

Обозначим множество тех типов оппонентов i-го агента, при 
которых их действия, выбираемые в соответствии с выражением 
(4), совпадут с наблюдаемыми действиями x-i: 
(11) 6

iΩ  = {rijk > 0, j ∈ N \ {i}, k ∈ N | rij / ∑
∈Nk

ijkr  = xj,  j ∈ N \ {i}}. 
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Обозначим t
ijkw ( t

ix− ) – jk-ую проекцию ближайшей к точке 

( t
ijkr )j ∈ N \ {i} точки множества 6

iΩ . Тогда динамику представлений i-
го агента можно описать следующим образом 
(12) 1+t

ijkr  = t
ijkr  + t

ijγ  ( t
ijkw ( t

ix− ) – t
ijkr ), j ∈ N \ {i}, t = 1, 2, … , i ∈ N, 

а выбор им действий будет следовать выражению (5), то есть: 
(13) })({* t

ijk
t
i rx  = 1 – ∑

≠ij
( t

ijr  / ∑
∈Nk

t
ijkr ), i ∈ N. 

Модель 6 по технике описания и анализа аналогична модели 1, 
модель 7 – модели 2 т.д., поэтому рассматривать подробно модели 
7-10 мы не будем. 

Итак, с точки зрения каждого из агентов в модели 1 имеется 
n – 1 уравнение с n – 1 неизвестным; в модели 2: n – 1 уравнение с 
n – 1 неизвестным; в модели 3: одно уравнение с n – 1 неизвест-
ным; в модели 4: 2 (n – 1) уравнений с n – 1 неизвестным; в модели 
5: n уравнений с n – 1 неизвестным; в модели 6: n – 1 уравнение с 
n (n – 1) неизвестным и т.д. 

В заключение настоящего раздела рассмотрим наиболее про-
стую из десяти перечисленных выше моделей, а именно – модель 1 
команды из трех агентов, имеющих сепарабельные квадратичные 
функции затрат ci(xi, ri) = (xi)2 / 2 ri. 

Пример 3.1. Рассмотрим модель 1. Из (7) вычисляем: 
w13(x2, x3) = x3 r1 / (1 – x2 – x3), 
w12(x2, x3) = x2 r1 / (1 – x2 – x3), 
w21(x1, x3) = x1 r2 / (1 – x1 – x3), 
w23(x1, x3) = x3 r2 / (1 – x1 – x3), 
w31(x1, x2) = x1 r3 / (1 – x1 – x2), 
w32(x1, x2) = x2 r3 / (1 – x1 – x2), 

Пусть r1 =1,8; r2 = 2; r3 = 2,2, а начальные представления аген-
тов о типах друг друга одинаковы и равны двум (вариант 1). Объ-
ективно оптимальным (в смысле минимума суммарных затрат) 
является вектор действий (0,30; 0,33; 0,37). 

Предположим, что агенты действуют следующим образом: на 
основании собственных представлений о своем типе и типах оппо-
нентов они вычисляют в соответствии с процедурой (2) действия 
оппонентов, доставляющие «субъективный» суммарный минимум 
сумме затрат (предсказывают действия оппонентов); сравнивают 
наблюдаемые действия с предсказанными и изменяют свои пред-
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ставления о типах оппонентов пропорционально разности между 
наблюдаемыми и предсказанными действиями с коэффициентом 
пропорциональности t

ijγ  = 0,25, i, j ∈ N, t = 1, 2, … . 
В результате такой процедуры получаем через 200 шагов век-

тор действий (0,316; 0,339, 0,345) и следующие представления 
агентов о типах друг друга r12 = 1,93 < r2, r13 = 1,94 < r3, 
r21 = 1,86 > r1, r23 =2,01 < r3, r31 = 2,02 > r1, r32 = 2,17 > r2. Несмотря 
на несовпадение представлений с реальностью, ситуация является 
стабильной – ожидаемые и наблюдаемые действия совпадают. 

На Рис. 520 для первого варианта приведена динамика дейст-
вий агентов, на Рис. 6 – суммарное «рассогласование» действий 
агентов (корень из суммы квадратов разностей наблюдаемых и 
ожидаемых действий). 
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Рис. 5. Динамика действий агентов (вариант 1) 

 
Пусть при r1 =1,8; r2 = 2; r3 = 2,2 начальные представления 

агентов о типах друг друга изменились и стали равны следующим 
значениям (вариант 2): 

0
12r  = 2, 0

13r  = 2,5, 0
21r  = 1,5, 0

23r  = 2,5, 0
31r  = 1,5, 0

32r  = 2. 
Объективно оптимальным (в смысле минимума суммарных 

затрат) является по-прежнему вектор действий (0,30; 0,33; 0,37). 

                                                      
20 Все рисунки настоящего примера представляют собой результаты  
имитационного моделирования. 
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Рис. 6. Динамика рассогласования (вариант 1) 

 
Через 200 шагов вектор действий (0,298; 0,3484, 0,3524) и сле-

дующие представления агентов о типах друг друга r12 = 2,1 > r2, 
r13 = 2,12 < r3, r21 = 1,71 < r1, r23 =2,01 < r3, r31 = 1,85 > r1, 
r32 = 2,16 > r2. Несмотря на несовпадение представлений с реально-
стью, ситуация является стабильной – ожидаемые и наблюдаемые 
действия совпадают. 

На Рис. 7 приведена динамика действий агентов, на Рис. 8 – 
суммарное «рассогласование» действий агентов. 
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Рис. 7. Динамика действий агентов (вариант 2) 

 
При использовании процедуры (8) при тех же начальных дан-

ных получаем вектор действий (0,318; 0,341, 0,341) и следующие 
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представления агентов о типах друг друга r12 = 1,93 < r2, 
r13 = 1,93 < r3, r21 = 1,87 > r1, r23 = 2,00 < r3, r31 = 1,05 > r1, 
r32 = 2,2 > r2. Несмотря на несовпадение представлений с реально-
стью, в этом случае ситуация также является стабильной – ожи-
даемые действия и наблюдаемые совпадают с точностью до шести 
знаков после запятой. 
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Рис. 8. Динамика рассогласования (вариант 2) 

 
Такое явление, как стабильность информационного равнове-

сия, в котором представления агентов друг о друге не совпадают с 
истиной, имеет простое объяснение: набор систем уравнений (7) 
для всех агентов относительно представлений агентов и их дейст-
вий имеет не единственное решение. Действительно, например, в 
случае двух агентов система из трех уравнений 

(14) 
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с четырьмя неизвестными r12, r21, x1, x2 имеет бесконечное множе-
ство решений: выражая все неизвестные через x1, получим сле-
дующее семейство решений (при подстановке представлений 
агентов в (2) получаются тождества): r12 = r1 (1 / x1 – 1), 
r21 = r2 x1 / (1 – x1), x2 = 1 – x1, x1 ∈ (0; 1). •21 

                                                      
21 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера. 
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Отметим, что переход к модели 4, то есть добавление инфор-
мации о затратах оппонентов, может сузить множество решений 
соответствующей системы уравнений. В рассматриваемой модели 
одновременное наблюдение затрат и действий агента позволяет 
однозначно определить его тип (за один шаг). Приведем пример. 

Пример 3.2. Пусть имеются два агента, типы которых r1 = 1,5; 
r2 = 2,5. Начальные представления: 0

12r  = 1,8, 0
21r  = 2,2, то есть 

существенно «неправильные». Конечные (через 200 шагов) пред-
ставления агентов друг о друге равны r12 = 1,747; r21 = 2,147, то 
есть не приблизились к истине. 

На Рис. 9 приведена динамика действий агентов, на Рис. 10 – 
суммарное «рассогласование» действий агентов. 
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Рис. 9. Динамика действий агентов в примере 3.2 

0

0,01

0,02

1 13 25 37 49 61 73 85 97 109 121 133 145 157 169 181 193

Номер шага

 
Рис. 10. Динамика рассогласования в примере 3.2 
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Субъективно равновесными являются действия x1 = 0,4614; 
x2 = 0,5376. При этом наблюдаемые действия являются информа-
ционным равновесием – они согласованы с индивидуальными 
представлениями агентов (удовлетворяют системе уравнений (14)). 

Множество субъективных равновесий для рассматриваемого 
примера изображено на Рис. 11, на котором кружком помечена 
начальная точка, ромбиком – истинные значения типов, стрелкой 
указано изменение представлений агентов. 

 

r21

r12

 
Рис. 11. Множество субъективных равновесий 

 
Из системы уравнений (14) следует, что стабильными будут 

все информационные равновесия, удовлетворяющие следующему 
условию: 
(15) r12 r21 = r1 r2. 

Содержательно условие (15) означает, что во сколько раз пер-
вый агент переоценивает (недооценивает) второго, во столько раз 
второй недооценивает (переоценивает) первого. Агрегированной 
характеристикой команды в целом в рассматриваемом случае 
можно условно считать произведение типов членов команды. 

Множество взаимных представлений (r12; r21), удовлетворяю-
щих (15), представляет собой гиперболу на соответствующей 
плоскости. Пример такой гиперболы для случая r1 = 2; r2 = 1 при-
веден на Рис. 11. 

Проведенный анализ дает возможность не только определить 
множество равновесий (15), но и исследовать области их притяже-
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ния: из (8) следует, что динамика взаимных представлений удовле-
творяет следующему уравнению: 

(16) t

t

r
r

21

12

∆
∆

 = t

t

21

12

γ
γ

 1
21

1
12

−

−

t

t

r
r

, t = 1, 2, … , 

следовательно, при постоянных и одинаковых «шагах» γ траекто-
риями изменения взаимных представлений будут прямые, прохо-
дящие через ноль. Угол наклона этих прямых (см. Рис. 12) – облас-
тей притяжения точек их пересечения с гиперболой (15) – 
определяется начальной точкой (например, любая начальная точка, 
лежащая на выделенной на Рис. 12 жирным шрифтом прямой 
r12 = r21 / 2, приводит к истинному равновесию). 

 

 

r21 

r12 

 
Рис. 12. Множество субъективных равновесий 

и области их притяжения 
 
Данный факт представляет интерес с точки зрения информа-

ционного управления – зная интересующую его конечную точку, 
центр легко может вычислить множество начальных точек (пря-
мую), начав движение из которой агенты сами придут в требуемое 
для центра равновесие22. • 

Завершив рассмотрение примера, можно сделать вывод, что 
стабильность команды и слаженность ее работы может достигать-
ся, в том числе, и при ложных представлениях членах команды 

                                                      
22 В случае переменных «шагов» задача сводится к поиску траектории, 
удовлетворяющей (16) и проходящей через заданную точку множества 
(16). 
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друг о друге. Выход из ложного равновесия требует получения 
агентами дополнительной информации друг о друге. 

Таким образом, модели формирования и деятельности одно-
родных команд, описываемые в терминах рефлексивных игр, 
позволяют ставить и решать задачи управления процессом форми-
рования команды. 

Действительно, из рассмотрения моделей 1-10 следует, что 
существенной является та информация, которой обладают агенты 
об истории игры. Поэтому одна из управленческих возможностей 
заключается в создании, во-первых, разнообразных ситуаций 
деятельности (обеспечивающих выявление существенных характе-
ристик агентов – см. модели научения в [63] и разделе 9) и, во-
вторых, обеспечения максимальных коммуникаций и доступа ко 
всей существенной информации. 

Кроме того, проведенный анализ свидетельствует, что на ско-
рость формирования команды (скорость сходимости к равновесию) 
существенно влияют параметры γ – «размеры шагов», фигури-
рующие в процедурах динамики коллективного поведения агентов 
(см. также [62, 80]). Влияние на эти параметры также может рас-
сматриваться как управление со стороны центра23. 

Таким образом, рассмотренные в настоящем раздел «рефлек-
сивные» модели формирования и функционирования команд адек-
ватно отражают такие свойства (см. Табл. 1), как автономность, 
согласованность и устойчивость взаимодействия членов команды. 

                                                      
23 Следует иметь в виду, что, с одной стороны, увеличение размера шага 
ведет к увеличению скорости сходимости, однако при слишком больших 
размерах шагов процедура может оказаться неустойчивой. 



 75 

4. ФОРМИРОВАНИЕ И ФУНКЦИОНИРОВАНИЕ 
НЕОДНОРОДНОЙ КОМАНДЫ 

 
В неоднородных командах члены команды выполняют раз-

личные функции, причем каждый член команды в общем случае 
характеризуется определенными эффективностями реализации тех 
или иных функций. Рассмотрим команду N = {1, 2, …, n}, состоя-
щую из n агентов. Предположим, что успешная деятельность 
команды требует осуществления множества M = {1, 2, …, m} 
различных функций. Обозначим через j

ir  ≥ 0 эффективность 
выполнения i-ым агентом j-ой функции (примером является произ-
водительность труда), i ∈ N, j ∈ M. 

Для простоты будем считать, что эффективности принимают 
значения от нуля до единицы. 

Свойства неоднородных команд. Матрица r = || j
ir || характе-

ризует потенциальные возможности команды по выполнению 
заданного набора функций. 

Введем такие числовые (но интерпретируемые с известной до-
лей условности) показатели команды, вычисляемые на основании 
матрицы r, как: 

- профессионализм i-го агента – среднее значение эффектив-
ности выполнения им различных функций: 

(1) ri = ∑
=

m

j

j
irm 1

1
, i ∈ N; 

- профессионализм команды – средняя эффективность выпол-
нения командой различных функций: 

(2) r = ∑∑
= =

n

i

m

j

j
irmn 1 1

1
; 

- средняя квалификация команды по каждой из функций: 

(3) Hj = ∑
=

n

i

j
irn 1

1
, j ∈ M; 

- неоднородность квалификаций i-го агента – стандартное от-
клонение его эффективностей выполнения различных функций: 

(4) di = ∑
=

−
−

m

j
i

j
i rr

m 1

2)(
1

1
, i ∈ N; 
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- неоднородность команды24 – нормированное значение суммы 
различий эффективностей агентов: 

(5) d = ∑∑
= =

−
−

n

ki

m

j

j
k

j
i rr

nmn 1, 1
||

)1(2
1

; 

- «специализированность» команды, характеризующая нали-
чие в ней для каждой функции агентов, специализирующихся 
именно на реализации данной функции. Данный показатель опре-
делим как отношение числа членов команды, выполняющих при 
оптимальном распределении функций (в рамках, например, транс-
портной задачи – см. выражения (7)-(9) раздела 2.1) какие-либо 
функции, к общему числу членов команды n. 

Приведем пример, иллюстрирующий, с одной стороны ин-
формативность, а с другой стороны – условность25 введенных 
показателей. 

Пример 4.1. Рассмотрим несколько команд, состоящих из трех 
агентов, выполняющих три различные функции – см. Табл. 5. 

Первая команда обладает высокой (даже избыточной) квали-
фикацией и низкой неоднородностью. Вторая команда обладает 
меньшей средней квалификацией, большей неоднородностью, но 
такой же «специализированностью» (условно можно считать, что в 
ней отсутствует избыточность квалификаций). Наконец, третья 
команда, хотя и обладает такой же средней квалификацией, что и 
вторая команда, но в ней низок уровень «специализированности» 
(эффективности двух членов команды равны нулю). • 

 
 

                                                      
24 Выше под неоднородной командой было предложено понимать коман-
ду, функции членов которой отличаются. Неоднородность такой коман-
ды отражает различие эффективностей выполнения различных функций 
ее членами. Так, например, неоднородная команда может включать как 
абсолютно одинаковых («однородных» с точки зрения эффективностей) 
агентов – см. п.1 примера 4.1, так и абсолютно различных («неоднород-
ных») агентов – см. п.2 примера 4.1. 
25 Действительно, все интерпретации (1)-(5) эффективностей доста-
точно условны, и могут быть применимы к тем или иным практическим 
задачам только в случае линейных «производственных функций» (функ-
ций выпуска или функций затрат) при отсутствии ограничений на 
объемы выполняемых агентами работ. 
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Табл. 5. Характеристики команд в примере 4.1 
№ 
п/п r ri di r Hj d q 

1 

111
111
111

 1 0 1 1 0 1 

2 

100
010
001

 1/3 31  1/3 1/3 1/2 1 

3 

000
000
111

 
r1=1 
r2=r3
=0 

0 1/3 1/3 1/3 1/3 

 
Исследуем последовательно (в порядке усложнения несколько 

моделей). 
Случай 1 – фиксированные объемы работ, любой агент 

может выполнять любое количество работ. Рассмотрим задачу 
оптимального распределения заданного вектора объемов работ 
R = (R1, R2, …, Rm), между агентами, имеющими аддитивные26 
функции затрат типа обобщенных функций Кобба-Дугласа: 

ci(xi, ri) = ∑
∈

ϕ
Mj

j
i

ijj
i r

x
r )( , i ∈ N, 

где ϕ(⋅) – возрастающая выпуклая гладкая функция, равная нулю в 
нуле. Предположим, что любой агент может выполнить любой 
неотрицательный объем работ каждого вида (ограниченность 
«производственных» возможностей агентов в модели учитывается 
ростом предельных издержек с увеличением объемов работ). То-
гда, решая методом множителей Лагранжа следующую задачу: 

(6) 










∈=

→ϕ

∑

∑∑

=

= = ≥

n

i

j
ij

n

i

m

j xj
i

ij
ij

MjRx

r
x

r
ij

1

1 1 }0{

,,

,min)(
 

                                                      
26 То есть, дополнительность затрат по различным видам работ не 
учитывается. 
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получим оптимальное распределение объемов работ между аген-
тами: 

(7) )(* Rr,ijx  = j
ir  j

j

Hn
R

, i ∈ N, j ∈ M. 

Суммарные затраты агентов (команды в целом) по выполне-
нию вектора R объемов работ равны: 

(8) C1(r, R) = n ∑
∈

ϕ
Mj

j

j
j

Hn
RH )( . 

Проанализируем выражения (7) и (8). 
Во-первых, силу специфики выбранного вида функций затрат 

команда может рассматриваться как единое целое – один агент с 

функцией затрат c(x) = ∑
∈

ϕ
Mj

j

j
j

nH
xnH )(  и с вектором типов, ком-

поненты которого равны суммарной эффективности команды по 
выполнению соответствующего вида работ. Из данного свойства 
оптимального решения вытекает важный содержательный вывод – 
в рассматриваемом случае при фиксированных средних квалифи-
кациях (3) команды не важно, какими конкретными квалифика-
циями обладает тот или иной агент (то есть, характеристики (1), (2) 
и (4) не столь существенны). Другими словами, при фиксирован-
ной (для каждой из функций) суммарной квалификации две коман-
ды – одна, в которой один агент имеет высокую квалификацию, а 
остальные – нулевую, и вторая, в которой все агенты обладают 
одинаковыми квалификациями – равноценны с точки зрения ми-
нимальных суммарных затрат. 

Необходимо подчеркнуть, что данный вывод справедлив в 
предположении, что не рассматриваются затраты на привлечение и 
удержание агентов в команде, а эти затраты для каждого агента, 
очевидно, тем выше, чем выше его квалификация (1) – см. ниже 
обсуждение проблем формирования неоднородных команд. 

Во-вторых, затраты команды (8), естественно, монотонны по 
объемам выполняемых работ. Кроме того, в силу выпуклости 
функции ϕ(⋅) они убывают с ростом средней квалификации (3) 
команды по любой из функций. 

В-третьих, можно ставить и решать задачу нахождения опти-
мального (в смысле минимума затрат (8)) распределения квалифи-
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каций агентов, например, при заданной средней квалификации 
команды (2): 

(9) ∑
∈

ϕ
Mj

j

j
j

Hn
RH )(  → 

}0{
min

≥jH
, 

(10) ∑
∈Mj

jH
m
1

 = r. 

Решение задачи (9)-(10) имеет вид: 

(11) Hj = m r 
∑
∈Mk

k

j

R
R

, j ∈ M. 

Содержательно выражение (11) означает, что при фиксиро-
ванной средней квалификации оптимальна та команда, в которой 
выше квалификация агентов, выполняющих (при оптимальном 
распределении функций) наибольший объем работ. Другими сло-
вами, чем больше предстоящий объем работ того или иного вида, 
тем выше должна быть квалификация занятых на этих работах 
членов команды. 

Сформулируем сделанные выводы в виде следующего утвер-
ждения. 

Утверждение 4.1. При условии, что в неоднородной команде 
фиксированы объемы работ, а любой агент может выполнять 
любое количество различных работ: 

а) оптимальное распределение объемов работ между агентами 
определяется выражением (7); 

б) при фиксированной (для каждой из функций) суммарной 
квалификации распределение агентов по квалификациям несуще-
ственно; 

в) при фиксированной средней квалификации оптимальна ко-
манда с квалификациями агентов, удовлетворяющих выражению 
(11). 

Имея решение (7)-(8) задачи об оптимальном распределении 
работ в неоднородной команде, можно решать и задачу формиро-
вания ее состава. Пусть при фиксированном множестве претенден-
тов известны затраты S(r) на привлечение и удержание состава 
команды квалификации r. Тогда можно формулировать в той или 
иной постановке (см. раздел 2.1) задачу нахождения состава, ми-
нимизирующего сумму затрат S(r) + C1(r, R) на формирование и 
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функционирование команды, которой предстоит реализовывать 
объем работ R. 

Выше предполагалось, что при фиксированных объемах работ 
(функций) каждый агент мог реализовывать одновременно не-
сколько функций. Иногда (в силу технологических ограничений 
или существующих затрат на координацию деятельности агентов 
[67, 72]) требуется, чтобы разделение функций между агентами 
было более жестким, например, можно потребовать, чтобы каждый 
агент выполнял не более одной работы, и наоборот – чтобы одну 
работу выполнял только один агент (см. задачу о назначении в 
разделе 2.1). Рассмотрим соответствующую модель. 

Случай 2 – фиксированные объемы работ, любой агент 
может выполнять только одну работу. Предположим, что число 
агентов равно числу функций: n = m. Обозначим 

ijŝ  = ci(Rj, ri) = )( j
i

j
j

i r
Rr ϕ , i ∈ N, j ∈ M. Тогда задача оптимального 

распределения функций будет описываться выражениями (10)-(12) 
раздела 2.1, то есть будет являться классической задачей о назна-
чении. 

Вспомним теперь, что мы исследуем команды, характеризуе-
мые автономностью деятельности агентов. Последняя в том числе 
подразумевает, что члены команды могут самостоятельно прини-
мать решения о том, какие работы и в каких объемах им выпол-
нять. Если интересы всех членов команды едины и заключаются в 
минимизации суммарных затрат, то при условии, что все парамет-
ры являются общим знанием, каждый из агентов может решить 
задачу (6) или задачу (10)-(12) раздела 2.1 и выбрать оптимальные 
действия. 

Однако может оказаться, что каждый из членов команды пре-
следует собственные интересы. Как же будет функционировать 
команда в этом случае, и как добиться слаженной и эффективной 
(в смысле минимума суммарных затрат) работы ее членов? Для 
ответа на этот вопрос рассмотрим следующую модель, в которой 
уже появляются элементы управления, характерного для иерархи-
ческих организационных систем. 

Перенумеруем агентов таким образом, чтобы оптимальным 
решением задачи о назначении было диагональное назначение 
(xii = 1, xij = 0, j ≠ i, i, j ∈ N). 
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Пусть за выполнение j-ой функции установлено вознагражде-
ние qj, j ∈ M. Выигрыш i-го агента описывается разностью между 
вознаграждением за выполнение выбранной им функции j и затра-
тами на выполнение этой функции: qj – ijŝ , i, j ∈ N. Спрашивается, 
каковы должны быть размеры вознаграждений, чтобы выборы 
агентов соответствовали оптимальному решению задачи о назна-
чении. Для ответа на этот вопрос воспользуемся полученными в 
[75] результатами решения задачи синтеза оптимальных норматив-
ных ранговых систем стимулирования.  

Для того чтобы i-му агенту было выгодно выбирать i-ю функ-
цию (а не любую другую), необходимо и достаточно выполнения 
следующей системы неравенств: 
(12) qi – iiŝ  ≥ qj – ijŝ , i, j ∈ N. 
Запишем (12) в виде 
(13) qj – qi ≤ αij, i, j ∈ N, 
где αij = ijŝ  – iiŝ , i, j ∈ N. Обозначим суммарное вознаграждение 
агентов  

(14) ϑ = ∑
=

n

i
iq

1
, 

где q удовлетворяет (13). Тогда задача заключается в выборе неот-
рицательных вознаграждений, минимизирующих выражение (14) 
при условии (13). Введем в рассмотрение n-вершинный граф Gα, 
веса дуг в котором определяются ||αij||. Задача минимизации (14) 
при условии (13) является задачей о минимальных неотрицатель-
ных потенциалах вершин графа Gα, для существования решения 
которой необходимо и достаточно отсутствия контуров отрица-
тельной длины [7]. Рассмотрим следующую задачу о назначении: 

(15) ∑
=

n

ji
ijij xs

1,
ˆ  → 

}{
min

xij

 

(16) xij ∈ {0; 1}, i, j ∈ N, 

(17) ∑
=

n

i
ijx

1
 = 1, j ∈ N, 

(18) ∑
=

n

j
ijx

1
 = 1, i ∈ N. 
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Утверждение 4.2. Для того чтобы в оптимальном решении за-
дачи (15)-(18) xii = 1, xij = 0, j ≠ i, i, j ∈ N, необходимо и достаточно, 
чтобы граф Gα не имел контуров отрицательной длины. 

Из теории графов известно [7], что в оптимальном решении 
задачи (15)-(18) минимальна не только сумма потенциалов вершин 
графа Gα (суммарные затраты на вознаграждение членов команды), 
но и минимальны все потенциалы вершин (индивидуальные возна-
граждения). 

Имея результат утверждения 4.2, мы имеем возможность пред-
ложить алгоритм вычисления минимальных потенциалов. Поста-
вим в соответствие ограничениям (17)-(18) двойственные перемен-
ные uj и vi, i, j ∈ N. Ограничения двойственной задачи имеют вид: 
(19) uj – vi ≤ αij, i, j ∈ N. 

Заметим, что, так как xii = 1, i ∈ N, то ui – νi = αii = 0, а значит 
ui = νi = qi. Используя этот факт, определим следующий алгоритм: 

Шаг 0. uj = cjj, j ∈ N. 
Шаг 1. vi: = 

Nj∈
max {uj – αij}, i ∈ N. 

Шаг 2. uj: = 
Nj∈

max {vi + αij}, j ∈ N. 

Последовательное повторение шагов 1 и 2 алгоритма конечное 
число (очевидно, не превышающее n) раз даст оптимальное реше-
ние задачи (15)-(18): 
(19) qi = ui = vi, i ∈ N. 

Приведенный выше алгоритм позволяет решать задачу поиска 
минимальных потенциалов графа Gα, удовлетворяющих условию 
(13), то есть побуждающих членов команды выбрать оптимальные 
действия. 

Обозначим C2(r, R) – значение целевой функции в оптималь-
ном решении задачи (15)-(18). Легко видеть, что 
(20) ∀ r ≥ 0, ∀ R ≥0  C2(r, R) ≥ C1(r, R), 
То есть суммарные затраты команды на выполнение фиксирован-
ного набора работ в случае фиксации «ролей» членов команды не 
ниже, чем в случае, когда каждый член команды может выполнять 
несколько функций одновременно. Это свойство оптимальных 
решений имеет прозрачную содержательную интерпретацию в 
терминах свойств организационных структур [72]. Сделаем ма-
ленькое отступление, проясняющее связь между свойствами опти-
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мальных решений задач распределения функций и типами органи-
зационных структур. 

Оргструктуры и задачи распределения функций. Для боль-
шинства современных организаций актуальна проблема поиска 
рационального баланса между линейной27 и проектной структурой. 
Линейная структура, порождаемая, например, четкой функцио-
нальной специализацией, оказывается эффективной при процесс-
ном функционировании, то есть в условиях относительного посто-
янства набора реализуемых системой функций. При проектной 
структуре участники системы «привязаны» не к функциям, а к 
проектам, которые могут сменять друг друга во времени (см. под-
робное обсуждение свойств линейных, матричных и сетевых 
структур в [68]). «Гибридом» линейно-функциональной и линейно-
проектной структур является матричная структура, в которой 
каждый исполнитель в общем случае подчинен одновременно 
нескольким руководителям, например, некоторому функциональ-
ному руководителю и руководителю определенного проекта. 

Качественно, рассмотренные выше задачи распределения 
функций в неоднородной команде соответствуют определению 
структуры взаимосвязей между агентами и руководителями – 
центрами (когда центр «отвечает» за некоторый проект – работу). 
В общем случае каждый агент оказывается связан с каждым цен-
тром, так как первый выполняет в оптимальном распределении 
работ работы нескольких (быть может, даже всех) типов. Можно 
условно считать, что подобным связям соответствует матричная 
структура управления, эффективность которой зависит от объемов 
работ и типов агентов и равна C1(r, R). Такую задачу можно услов-
но назвать задачей синтеза оптимальной матричной структуры. 

Альтернативой является использование линейной структуры, в 
которой каждый агент закреплен за одним и только одним центром 
(проектом или типом работ). Для того чтобы найти оптимальную 
линейную структуру, следует решить задачу назначения исполни-
телей. Тогда C2(r, R) – минимальные суммарные затраты в этом 
случае. 

                                                      
27 Линейной является древовидная структура, в которой подразделения 
выделяются по тому или иному признаку (на различных уровнях иерархии 
признаки могут быть различны): функциональному, территориальному, 
продуктовому и т.д. 
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Из (20) следует, что в рамках рассматриваемых моделей затра-
ты оптимальной линейной структуры всегда не меньше, чем затра-
ты оптимальной матричной структуры. Последнее утверждение не 
учитывает затрат на управление. То есть, линейная структура 
требует минимальных затрат на управление (собственное функ-
ционирование). Но она приводит к неэффективному распределе-
нию работ между агентами. С другой стороны, матричная структу-
ра приводит к более эффективному распределению работ, но 
требует бόльших затрат на управление, которые выше не учитыва-
лись. Поэтому при решении вопроса о выборе структуры (или 
переходе от одной структуры к другой) следует принимать во 
внимание оба фактора: затраты на управление и эффективность 
выполнения работ. 

Неполная информированность относительно типов аген-
тов. Выше предполагалось, что все параметры модели являлись 
общим знанием среди агентов. Если члены неоднородной команды 
имеют нетривиальные взаимные представления относительно 
типов друг друга, то динамика их взаимных представлений (про-
цесс формирования команды) и условия устойчивого функциони-
рования команды (стабильность информационного равновесия) 
могут быть описаны по аналогии с тем, как это делалось выше в 
разделе 3 для случая однородной команды. Поэтому рассмотрим 
более подробно ситуацию, когда различаются представления аген-
тов об объёмах работ, которые предстоит выполнить команде. 

Неполная информированность относительно объемов ра-
бот. Возможны ситуации, когда либо агенты не полностью инфор-
мированы относительно объемов работ, которые необходимо 
выполнять команде, либо эти объемы меняются во времени. Ис-
следуем сначала первый вариант. 

Предположим, что типы агентов являются общим знанием, и 
имеет место рефлексия первого ранга относительно объемов работ 
– i-ый агент обладает структурой информированности 
Ii = { j

ikR }k ∈ N, j ∈ M, где j
ikR  – представления i-го агента о том, каков 

объем j-ой работы с точки зрения k-го агента, i ∈ N. Напомним, что 
в силу аксиомы автоинформированности (см. Приложение) имеет 
место: j

iiR  = j
iR , где j

iR  – собственные представления i-го агента 
об объеме j-ой работы. 
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В силу выражения (7) с точки зрения i-го агента k-ый агент 
должен выбрать действие 

(21) *
ikjx  = j

kr j

j
ik

nH
R

, i, k ∈ N, j ∈ M. 

Тогда оптимальным (в силу, опять же, выражения (7)) для i-го 
агента является выбор действия 
(22) )(*

iij Ix  = j
iR  – ∑

≠ik
ikjx* , i ∈ N, j ∈ M. 

Дальше возможны различные варианты, в зависимости от то-
го, что наблюдает каждый агент. Если каждый агент наблюдает 
только свое действие, то условие стабильности (совпадения (7) и 
(22)) примет вид: 
(23) ∑

∈
−

Nk

j
ik

j
i

j
k RRr )(  = 0, i ∈ N, j ∈ M. 

Из (23) видно, что в случае двух агентов ложных равновесий 
возникнуть не может. 

Если каждый агент наблюдает выборы всех агентов (ситуация, 
наверное, типичная для команд), то условие стабильности (допол-
нительно к (23) нужно потребовать, чтобы выборы реальных и 
соответствующих фантомных агентов – см. Приложение – совпа-
дали, то есть *

ikjx  = *
kjx , i, k ∈ N, j ∈ M) примет вид: 

(24) j
i

j
ik RR = , i, k ∈ N, j ∈ M, 

то есть, наблюдаемость всех действий исключает ложные равнове-
сия. Итак, мы обосновали справедливость следующего утвержде-
ния. 

Утверждение 4.3. Если типы агентов являются общим знани-
ем, и имеет место рефлексия первого ранга относительно объемов 
работ, то: 

а) если каждый агент наблюдает только свои действия, то ус-
ловие стабильности имеет вид (23); 

б) если каждый агент наблюдает действия всех агентов, то 
ложных равновесий не возникает. 

Неоднородная команда в нестационарной внешней среде 
(динамика объемов работ). Выше рассмотрена модель формиро-
вания и функционирования неоднородной команды в условиях, 
когда набор функций и объемы работ были фиксированы. Иссле-
дуем теперь деятельность команды в изменяющихся внешних 
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условиях, когда требования к ее результатам (а, следовательно, и 
функциям, и объемам работ) меняются во времени. В частности, 
попытаемся ответить на распространенный на практике вопрос – 
какая команда лучше (и в каких условиях): содержащая набор 
«узких профессионалов», специализирующихся каждый в опреде-
ленной области, или «универсалов», которые могут выполнять 
любые функции, пусть даже хуже профессионалов в соответст-
вующей области? То есть, каково «оптимальное» соотношение 
между средней квалификацией, однородностью и «специализиро-
ванностью» команды? 

Для ответа на эти вопросы рассмотрим две команды – одну, в 
которой уровень специализации (неоднородность квалификаций) 
высок, и вторую, в которой квалификации агентов одинаковы. 

Предположим, что число работ равно числу агентов (m = n), а 
типы агентов принадлежат отрезку [0; 1]. 

Первая команда. Предположим, что в первой команде для ка-
ждой работы существует единственный агент, который умеет эту 
работу хорошо выполнять, но кроме нее он не может делать ничего 
(см. также п.2 примера 4.1), то есть: 
(25) i

ir  = 1, i ∈ N, j
ir  = 0, j ≠ i. 

Вычислим для такой команды величины (1)-(4): 
(26) ri = 1/n, r = 1/n, Hi = 1/n, di = 1/ n , i ∈ N. 

Неоднородность квалификаций в первой команде максималь-
на. Затраты такой команды равны 
(27) 1C2(R) = ∑

∈
ϕ

Ni
iR )( . 

Рассмотрим теперь вторую команду, в которой тот же средний 
уровень профессионализма28 (3), но квалификации агентов одина-
ковы. 

Вторая команда. Предположим, что во второй команде квали-
фикации агентов одинаковы (см. также п.1 примера 4.1), то есть: 
(25) j

ir  = 1/n, i, j ∈ N. 
Вычислим для такой команды величины (1)-(4): 

                                                      
28 Это предположение обосновано тем, что таким образом можно 
попытаться «уровнять» средние затраты на привлечение и удержание 
членов первой и второй команды. 
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(26) ri = 1/n, r = 1/n, Hi = 1/n, di = 0, i ∈ N. 
Неоднородность квалификаций во второй команде равна ну-

лю. Затраты такой команды равны 

(27) 2C2(R) = 
n
1 ∑

∈
ϕ

Ni
inR )( . 

В силу выпуклости функции ϕ(⋅) имеем: 
(28) ∀ R ≥ 0  2C2(R) ≥ 1C2(R), 
то есть при одной и той же средней квалификации команды более 
выгодно иметь «узких» специалистов, покрывающих весь спектр 
решаемых командой задач, чем специалистов «широкой» (но более 
низкой) квалификации. Например, при ϕ(z) = z2 затраты второй 
команды в n раз выше затрат первой команды. 

Необходимо подчеркнуть, что вывод о выгодности узкой спе-
циализации сделан в предположении, что набор и объем работ, 
выполняемых командой, фиксирован, и, кроме того, каждый агент 
может выполнить любой объем работ29. Если учесть динамику и 
считать, что в различные моменты времени команде приходится 
выполнять различные виды и объемы работ, то в зависимости от 
свойств «потока» работ может оказаться более выгодным включать 
в состав команды специалистов-универсалов, умеющих одинаково 
хорошо выполнять разнообразные функции. 

Выдвинутое предположение вполне соответствует как практи-
ческому опыту, накопленному в менеджменте (см. [53] и обзор в 
[27]), так и теоретическим моделям – см. [56, 68, 72], в которых 
показано, что в стационарных условиях оптимальны линейные 
иерархические организационные структуры с высоким уровнем 
специализации, а в условиях изменяющейся внешней среды эф-
фективными оказываются матричные или сетевые структуры (см. 
также примеры в [25]). 

Косвенным подтверждением является результат, установлен-
ный выражением (11), в соответствии с которым в непрерывной 
модели квалификация агентов должна быть пропорциональна 
объему работ. Другими словами, если известно, что команде пред-
стоит выполнять, в основном, работу одного вида, то включаемые 

                                                      
29 Данное предположение является существенным, так как в задачах (6) 
и (15)-(18) считалось, что агенты способны выполнить любой объем 
работ. 
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в ее состав агенты должны уметь эффективно выполнять именно 
эту работу. Если же объемы работ различного вида примерно 
одинаковы, то и средняя квалификация команды должна быть 
примерно одной и той же для всех видов работ. 

Подводя итог краткому обсуждению взаимосвязи между уров-
нем специализации и видом организационной структуры, отметим, 
что эффективность той или иной структуры в динамике может 
оцениваться как сумма (или математическое ожидание, если харак-
теристики потока не известны) затрат на реализацию всего набора 
работ за рассматриваемый период времени. Сделанный выше 
вывод о том, что матричная структура характеризуется не 
бόльшими суммарными затратами агентов, чем линейная, в дина-
мике также остается в силе. Следует при этом отметить, что нами 
не учитывались затраты на изменение оргструктуры, ведь исполь-
зование оптимальной матричной структуры требует для каждого 
нового «пакета работ» использовать соответствующую оптималь-
ную структуру. Модели, учитывающие затраты на «перестроение» 
оргструктур, рассматривались в [21, 27, 56]. 
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5. КОМАНДЫ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ РЕПУТАЦИИ И НОРМ 
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

 
В настоящем разделе рассматриваются модели репутации и 

норм деятельности (см. также обзор в разделах 2.4 и 2.5), позво-
ляющие описать и исследовать эффекты образования и функцио-
нирования команд. В том числе, в разделе 5.1 приводится общее 
описание модели и постановка задачи управления для случая, 
когда все существенные параметры являются общим знанием 
среди участников системы. Раздел 5.2 посвящен моделированию 
ситуации, в которой управляющий орган – центр – не полностью 
информирован о параметрах управляемых им субъектов – агентов. 
Раздел 5.3 содержит результаты решения задач управления в усло-
виях общего знания, разделы 5.4 и 5.5 – модели формирования и 
функционирования команд, учитывающие эффекты рефлексии с 
точки зрения репутации и норм деятельности членов команд. 

 
5.1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ 

 
Рассмотрим следующую модель организационной системы 

(ОС), состоящей из одного управляющего органа – центра – и n 
управляемых субъектов – агентов. Обозначим N = {1, 2, …, n} – 
множество агентов. Каждый агент выбирает свое действие. Дейст-
вие i-го агента обозначим xi ∈ Xi, i ∈ N. 

Целевая функция i-го агента fi(x, u, ri) зависит от вектора 
x = (x1, x2, …, xn) действий всех агентов, где x ∈ X' = ∏

∈Ni
iX , от 

управления u ∈ U, выбираемого центром, и от параметра ri ∈ Ωi – 
типа i-го агента, i ∈ N. Будем считать, что вектор типов агентов 
r = (r1, r2, …, rn) принадлежит множеству Ω = ∏

∈

Ω
Ni

i . 

Игра (в нормальной форме) агентов описывается кортежем 
Г = (N, {Xi}i ∈ N, {fi(⋅)}i ∈ N, u ∈ U, r ∈ Ω). Предполагая, что Г являет-
ся общим знанием среди агентов и центра, при фиксированных 
значениях управления u ∈ U со стороны центра и параметра r ∈ Ω 
в качестве решения этой игры выберем множество равновесий 
Нэша: 
(1) EN(u, r) = {x ∈ X' | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi   fi(x, u, ri) ≥ fi(x-i, yi, u, ri)}, 
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где x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn) ∈ X-i = ∏
≠ij

jX  – обстановка игры 

для i-го агента. 
Если центр разыгрывает игру Г2 (см. [24]), назначая управле-

ние u = w(x) в виде функции от действий агентов, где w(⋅): X’ → U, 
то множество равновесий Нэша примет вид 
(2) EN(w(⋅), r) = {x ∈ X' | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi 

fi(x, w(x), ri) ≥ fi(x-i, yi, w(x-i, yi), ri)}. 
Обозначим ENi(u, r) = Proji EN(u, r), i ∈ N. Согласованной нор-

мой деятельности ℵi(u, r) i-го агента (см. определения нормы и 
согласованной нормы деятельности в разделе 2.4) в рассматривае-
мой модели можно считать соответствие отбора равновесий: 
ℵi: ENi(u, r) → ENi(u, r), которое предписывает i-му агенту выбирать 
одно из его действий, равновесных по Нэшу. Нормы деятельности 
отдельных агентов должны быть согласованы с множеством рав-
новесий, то есть вектор действий, выбираемых агентами в соответ-
ствии с нормами их деятельности, также должен быть равновесием 
Нэша: 
(3) (ℵ1(u, r), ℵ2(u, r), …, ℵn(u, r)) ∈ EN(u, r). 

Пусть задана целевая функция центра Φ(x, u), Φ: X' × U → ℜ1. 
Тогда задача управления примет вид 
(4) 

),(
min

ruEx N∈
 Φ(x, u) → 

Uu∈
max , 

то есть, будет заключаться в выборе центром такого допустимого 
управления, которое максимизировало бы его гарантированный 
выигрыш при условии, что агенты при заданном управлении выби-
рают действия, являющиеся равновесием Нэша их игры при дан-
ном управлении. 

В случае если u = w(x), то задача управления формулируется 
аналогично (4). 

Постановке и решению задач управления вида (4) в условиях 
полной информированности посвящено множество работ, как для 
одноэлементных [24, 70], так и для многоэлементных [72] органи-
зационных систем. Ниже мы откажемся от ряда распространенных 
предположений – в частности, от предположения том, что центр 
адекватно информирован о типах агентов, или о том, что вектор 
r ∈ Ω типов агентов является общим знанием для агентов и центра. 
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5.2. НЕПОЛНАЯ ИНФОРМИРОВАННОСТЬ 
 
Предположим, что центр не имеет достоверной информации о 

векторе типов агентов, который по-прежнему является среди них 
общим знанием. Если у центра имеются представления Ω0 ⊆ Ω о 
множестве возможных значений вектора типов агентов, то он 
может устранить неопределенность относительно типов агентов 
вычислением гарантированного результата [24, 29] и решать сле-
дующую задачу управления: 
(1) 

0

min
Ω∈r

 
),(

min
ruEy N∈

 Φ(y, u) → 
Uu∈

max . 

Решение задачи (1) обозначим u*(Ω0). 
Возможно также использование других методов устранения 

неопределенности – см. монографию [71], посвященную задачам 
управления организационными системами, функционирующими в 
условиях неопределенности. 

Если взаимодействие центра с агентами производится много-
кратно, то он может использовать наблюдения за действиями, 
выбираемыми агентами, для корректировки своих представлений 
об их типах. 

Обозначим 
(2) Ψr(u, x) = {r ∈ Ω | x ∈ EN(u, r)} 
множество таких векторов типов агентов, при которых выбор ими 
вектора действий x ∈ X' является равновесием Нэша при использо-
вании центром управления u ∈ U. 

Рассмотрим модель «обучения» центра. Предположим, что 
первоначальные представления центра Ω0 не противоречат истине, 
то есть r ∈ Ω0. Тогда возможно использование алгоритма коррек-
тировки представлений центра: 

1. Центр решает задачу (1) и сообщает агентам управле-
ние u*(Ω0); 

2. Агенты, зная управление u*(Ω0) и вектор своих типов, 
выбирают действие x* ∈ EN(u*(Ω0), r), являющееся равновеси-
ем Нэша; 

3. Центр, наблюдая вектор x* действий агентов, вычисляет 
Ψr(u*(Ω0), x*) в соответствии с (2). 

4. Если Ψr(u*(Ω0), x*) = Ω0, то алгоритм останавливается, 
если же Ψr(u*(Ω0), x*) ⊂ Ω0, то центр корректирует свои пред-



 92 

ставления о множестве возможных значений вектора типов 
агентов следующим образом: 

(3) Ω0 := Ω0 ∩ Ψr(u*(Ω0), x*) 
и переходит к пункту 1. 
Отметим, во-первых, что использование приведенного выше 

алгоритма подразумевает, что агенты выбирают действия, являю-
щиеся равновесиями Нэша. Если бы они были дальновидны – 
максимизировали бы свои выигрыши в повторяющейся игре, зная 
об использовании центром принципа принятия решений (2)-(3), то 
для них было бы рациональным выбирать на каждом шаге не 
соответствующее равновесие Нэша, а такие действия, которые 
максимизировали бы их выигрыш в суперигре [69, 127], с учетом 
того, что центр будет корректировать свои представления и выби-
рать управления в будущих периодах на основании наблюдаемых 
действий агентов (см. эффект обмена ролями30 в [69]). 

Во-вторых, процедура (3) корректировки представлений цен-
тра не является единственно возможной (см. модели индикаторно-
го поведения в [48, 80]). 

В-третьих, использование процедуры (3) может в ряде случаев 
(см. примеры ниже) дать центру возможность найти истинный 
вектор типов агентов за один шаг. В то же время, в ряде случаев 
процедура (3) может остановиться на представлениях центра, 
представляющих собой целое множество возможных типов агентов 
(см. пример 5.3). 

Пример 5.1. Пусть n = 1, f(x, u, r) = u x – x2 / 2 r, Ω = [rmin, + ∞), 
Φ(x, u) = (λ – u) x, X = [0; +∞), U = [0; +∞), Ω0 = [r0; +∞), r0 ≥ rmin, 
r0 ≤ r. Содержательно, целевая функция агента представляет собой 
разность между доходом и затратами, причем центр управляет 
«внутренней ценой» единицы продукции, производимой агентом 
(ставка оплаты в случае, когда агент является работником, внут-
ренняя цена объединения в случае, когда агент является подразде-

                                                      
30 Эффект обмена ролями заключается в том, что более дальновидный 
субъект, прогнозируя поведение своего оппонента, предпринимает такие 
действия, чтобы «навязать» последнему принятие наиболее выгодных 
для первого решений. При этом, если в организационной системе агент 
более дальновиден, чем центр, то может оказаться, что центр превра-
щается в «агента» (а агент в «центр»), манипулируемого агентом. 
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лением корпорации или холдинга). Целевая функция центра зави-
сит от разности между рыночной ценой и «внутренней ценой». 

Тогда31 
EN(u, r) = Arg 

Ay∈
max  f(y, u, r) = {u r}. 

То есть x* = u r, а u* = λ / 2, занчит в данном примере опти-
мальное управление не зависит от типа агента и представлений 
центра об этом типе. При этом Ψr(u*(Ω0), x*) = r, то есть за один 
шаг, независимо от используемого управления, центр восстанавли-
вает достоверную информацию о типе агента. Отметим, что в 
рассматриваемом примере дальновидные агенты будут вести себя 
таким же образом, что и недальновидные. • 

Пример 5.2. Пусть n = 2, fi(x, u, ri) = u xi – xi
2 / 2 (ri + α x3-i), 

Φ(x, u) = (λ – u) (x1 + x2), Ω = [rmin, + ∞), Ω0 = [r0; +∞), r0 ≥ rmin, 
Xi = [0; +∞), i = 1, 2, U = [0; +∞), α ≥ 0, λ > 0, α λ ≤ 1. Содержа-
тельно, затраты агента зависят не только от его собственных дей-
ствий, но и от действий других агентов – чем бóльшие действия 
они выбирают, тем меньше его затраты (случай «возрастающей 
отдачи на масштаб»). 

Тогда EN(u, r) = (x1
*, x2

*), где 
(4) xi

*(u) = (u ri + α u2 r3-i) / (1 – α2 u2), i = 1, 2. 

Из (1) следует, что Φ(x*(u), u, r) = 
u
uu

α
λ

−
−

1
)(

 (r1 + r2), тогда 

u* = (1 – αλ−1 ) / α, то есть оптимальное управление не зависит 
от типов агентов и представлений центра об этих типах. 

При этом Ψr(u*(Ω0), x*) определяется из решения системы 
уравнений (4) относительно r1 и r2 при известных x1

* и x2
*, то есть 

вычисляется однозначно и за один шаг, независимо от используе-
мого управления, центр восстанавливает достоверную информа-
цию о типах агентов: 

r1(x*, u) = x1
* / u – α x2

*, r2(x*, u) = x2
* / u – α x1

*. • 
Пример 5.3. Пусть n = 1, f(x, u, r) = u x – x2 / 2 r, Ω = [rmin, + ∞), 

Φ(x, u) = (λ – u) x, X = [0; a], U = [0; +∞), Ω0 = [r0; +∞), r0 ≥ rmin, 
r0 ≤ r. Содержательно, λ может интерпретироваться как рыночная, 

                                                      
31 В случае единственного агента равновесие Нэша «вырождается» во 
множество действий агента, максимизирующих его целевую функцию. 
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а u – как внутренняя цена единицы продукции, производимой 
агентом. 

Тогда 
EN(u, r) = Arg 

Ay∈
max  f(y, u, r) = {min (a; u r)}. 

То есть x* = min (a; u r). Если бы тип агента был достоверно 
известен центру, то оптимальным было бы управление 

(5) u*(λ, r) = 




≥
≤

λ
λλ

/2,/
/2,2/

arra
ar

. 

Если центр использует управление u ≥ 0, то, наблюдая выби-
раемое при этом агентом действие x, центр может восстановить 

(6) Ψr(u, x) = 




=∞+
<=

axua
axuxr

),;/[
,/

. 

Видно, что при определенных соотношениях параметров a, λ и 
r0 центр, используя оптимальное управление, не может в силу (5) 
получить дополнительной информации о типе агента. Качествен-
ный вывод таков – не ставя перед агентами задач на пределе их 
возможностей, центр никогда не узнает реальных возможностей 
агентов. • 

В заключение настоящего раздела отметим, что в ситуации, 
когда приведенный выше алгоритм «зацикливается» на достаточно 
широком множестве, для дальновидного центра может оказаться 
более эффективным использовать в течение нескольких первых 
периодов на каждом шаге не оптимальное в каждом периоде 
управление, а то, которое позволило бы лучше идентифицировать 
тип агента. Постановка и решение подобных задач активной иден-
тификации [11] выходит за рамки настоящей работы. 

 
5.3. ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ 

 
В настоящем разделе рассматриваются две модели, описы-

вающие совместную деятельность членов команды. Первая модель 
основывается на предположении о том, что агенты выбирают 
равновесные по Нэшу действия, приводящие к требуемому цен-
тром результату их деятельности с минимальными затратами 
центра на управление (ср. с результатами раздела 2.3). Во второй 
модели агенты выбирают из множества векторов действий, приво-
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дящих к требуемому результату, один из векторов, эффективных 
по Парето (а именно, максимизирующий сумму их целевых функ-
ций). 

«Модель 5.3.1». Пусть целевые функции агентов аддитивны 
по управлению (рассматривается иерархическая игра с побочными 
платежами [24, 29, 68]), которое персонифицировано (то есть 
u = (u1, u2, …, un), причем в целевую функцию i-го агента входит 
только управление ui ∈ Ui = 1

+ℜ , U = ∏
∈Nj

jU  = n
+ℜ ): 

fi(x, u, ri) = vi(x, ri) + ui, 
где vi(x, ri) – функция выигрыша i-го агента в отсутствии управле-
ния, i ∈ N. Будем рассматривать случай, когда известно однознач-
ное отображение Q: X' → X0 (при описании моделей коллективного 
стимулирования в разделе 2.3 считалось, что X0 = 1

+ℜ , однако все 
результаты остаются в силе для любого компактного множества 
размерности, меньшей, чем n – см. [35]) и центр использует управ-
ление следующего вида: 

(1) w0i(z’, z) = 




≠
=σ

',0
',

zz
zzi , 

где z = Q(x) – результат деятельности агентов, z’, z ∈ X0. 
Предположим, что функция агрегирования строго монотонна 

по всем переменным, тогда 
(2) ∀ i ∈ N  ∀ y-i ∈ X-i, ∀ yi

1, yi
2 ∈ Xi, yi

1 ≠ yi
2,   Q(y-i, yi

1) ≠ Q(y-i, yi
2). 

Содержательные интерпретации рассматриваемой модели та-
ковы: выигрыш каждого агента зависит от его действий, от дейст-
вий его оппонентов, от его типа, а также от вознаграждения, вы-
плачиваемого центром в том случае, если результат команды 
(совместной деятельности агентов) принадлежит заданному мно-
жеству. При этом условие выплаты вознаграждения зависит только 
от значения результата деятельности (см. (1)) и не зависит явным 
образом от вектора действий агентов, который может быть и не 
наблюдаем центром. 

Тогда множество равновесий Нэша игры агентов при заданном 
управлении (1) примет вид 
(3) EN(z’, σ, r) = {x ∈ X' | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi 

vi(x, ri) + w0i(z’, Q(x)) ≥ vi(x-i, yi, ri) + w0i(z’, Q(x-i, yi))}, 
где σ = (σ1, σ2, …, σn) – вектор вознаграждений. 
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Обозначим X(z) = {x ∈ A' | Q(x) = z} ⊆ X’ – множество дейст-
вий агентов, приводящих к результату z ∈ X0 их деятельности. 

Тогда можно записать управление (1) в следующем виде: 

(4) wi(z’, x) = 




∉
∈σ

)'(,0
)'(,

zXx
zXxi , i ∈ N, 

а множество равновесий Нэша (3) примет вид: 
(5) EN(z’, σ, r) = {x ∈ X' | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi 

vi(x, ri) + wi(z’, x) ≥ vi(x-i, yi, ri) + wi(z’, x-i, yi)}. 
Предположим, что вектор типов агентов является общим зна-

нием среди центра и агентов. Фиксируем этот вектор типов агентов 
и результат z’ ∈ X0 деятельности агентов. Рассмотрим, какими 
должны быть управления со стороны центра, приводящие к тому, 
что агенты выбирают (как равновесие Нэша своей игры при задан-
ном управлении) действия, приводящие к требуемому центру 
результату z’ ∈ X0. Формально это требование можно записать 
следующим образом: 
(6) EN(z’, σ, r) ∩ X(z’) ≠ ∅. 

Условия (6), совместно с гипотезой благожелательности (за-
ключающейся в том, что из множества равновесий Нэша агенты 
выберут наиболее предпочтительное для центра равновесие), 
достаточно для того, чтобы быть уверенным в реализации резуль-
тата z’ ∈ X0. 

Определим множество управлений, обеспечивающих выпол-
нение (6). Для этого фиксируем произвольную точку z ∈ X0 множе-
ства X0 и рассмотрим, при каких управлениях со стороны центра 
выбор агентами действий, приводящих к данному результату z, 
будет равновесием Нэша их игры. 

В силу строгой монотонности функции агрегирования x ∈ X(z) 
– равновесие Нэша тогда и только тогда, когда 
(7) ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Ai  vi(x, ri) + σi ≥ vi(x-i, yi, ri). 

Отсюда получаем, что σi ≥ ∆i(x, ri), где 
(8) ∆i(x, ri) = 

ii Xy ∈
max  vi(x-i, yi, ri) – vi(x, ri), i ∈ N. 

Значит, можно найти минимальное суммарное вознаграждение 
агентов, побуждающее их выбрать как равновесие действия, при-
водящие к результату z ∈ X0: 
(9) ∆(z, r) = 

)(
min

zXx∈
 ∑

∈

∆
Ni

ii rx ),( . 
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Обозначим 
(10) x*(z, r) = arg 

)(
min

zXx∈
 ∑

∈

∆
Ni

ii rx ),(  

Утверждение 5.1. [64] При использовании управления 

(11) w0i(z', z, r) = 




≠
=∆

',0
'),),,'(( *

zz
zzrrzx ii , i ∈ N, 

вектор действий x*(z', r) является равновесием Нэша игры агентов. 
Суммарное вознаграждение агентов со стороны центра, равное 
∆(z', r), при этом является минимально возможным среди всех 
управлений, реализующих результат z' ∈ X0. 

Утверждение 5.1, по существу, является обобщением модели 
стимулирования с агрегированием информации, описанной в 
разделе 2.3 и в [70, 74], на случай произвольных целевых функций 
агентов. 

Рассмотренная в настоящем разделе модель может интерпре-
тироваться в терминах команд: деятельность команды (совместная 
деятельность коллектива взаимосвязанных агентов) оценивается на 
основании некоторого агрегированного показателя, зависящего от 
действий всех членов команды. Члены команды поощряются, если 
команда в целом достигает успеха, то есть если достигается тре-
буемый результат ее деятельности. 

В соответствии с выражением (11) согласованной нормой дея-
тельности агентов является выбор из множества X(z) действий, 
приводящих к заданному результату деятельности, такого вектора 
действий x*(z, r), на котором достигается минимум суммарных 
«затрат» (9) центра на стимулирование агентов, или, что то же 
самое, такого вектора действий, который приводит к требуемому 
результату с минимальными суммарными затратами членов ко-
манды. 

Еще раз отметим, что описанная модель удачно отражает ав-
тономность однородной команды («артели») – способность аген-
тов самостоятельно распределять работу между собой с тем, чтобы 
наиболее эффективным способом (с минимальными суммарными 
затратами) достичь цели (требуемого значения агрегированного 
результата совместной деятельности). 

«Модель 5.3.2». Концепция равновесия Нэша отражает устой-
чивость исхода взаимодействия (игры) агентов относительно 
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индивидуальных отклонений отдельных агентов [29, 159]. Однако 
зачастую действия, равновесные по Нэшу, не эффективны по 
Парето – может существовать вектор действий, приводящий к тому 
же результату деятельности и обеспечивающий всем агентам не 
меньшие полезности, а кому-то – строго большие (при этом мы, 
правда, «забываем» об интересах центра – условно можно считать, 
что центр заинтересован в реализации того или иного результата 
деятельности и не различает суммарных затрат различных вариан-
тов его достижения). Поэтому альтернативой описанной выше 
«модели 5.3.1», основывающейся на гипотезе о выборе агентами 
равновесных по Нэшу действий, является рассмотрение случая, 
когда агенты выбирают эффективные по Парето действия, напри-
мер – максимизирующие сумму их целевых функций на множестве 
действий, приводящих к требуемому для центра результату. 

Обозначим 
(12) Par(z, r) = Arg 

)(
max

zXx∈
 ∑

∈Ni
ii rxv ),( , z ∈ X0, r ∈ Ω, 

– множество векторов действий агентов, максимизирующих сумму 
их целевых функций на множестве всех действий, приводящих к 
заданному результату деятельности. Множество агентов (команда) 
в данном случае описывается вектором r ∈ Ω  типов своих членов. 

Нормой деятельности в рассматриваемой модели можно счи-
тать отображение ℵ: X0 × Ω → X’ множества пар результатов 
деятельности и векторов типов агентов во множество их Парето-
эффективных действий. Другими словами, норма предписывает 
агентам выбирать из множества (12) определенные действия. 
Какими должны быть эти действия, можно задавать аксиоматиче-
ски, используя, например, те или иные механизмы компромисса 
[46, 72]. 

Возникает вопрос, а как связаны между собой нормы деятель-
ности в «модели 1» и в «модели 2». Частичный ответ на этот во-
прос дает следующее утверждение. 

Утверждение 5.2. [64]. Если 
(13) ∀ i ∈ N,  ∀ x-i ∈ X-i  

ii Xy ∈
max  vi(x-i, yi, ri) = Li, 

то x*(z, r) ∈ Par(z, r). 
Условие (13) является достаточно сильным требованием (но 

иногда оно выполнено, например, в задачах стимулирования 
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[67, 70]), и в общем случае может оказаться, что равновесный по 
Нэшу вектор действий агентов не является Парето-оптимальным. 

Завершив краткое описание второй модели, отметим, что до 
сих пор мы считали, что все существенные параметры (типы аген-
тов) являются среди агентов общим знанием. Понятно, что это 
достаточно сильное предположение. Поэтому откажемся от него – 
перейдем к рассмотрению эффектов рефлексии (см. Приложение и 
[44, 78]) – и исследуем, как члены команды будут себя вести в 
отсутствии общего знания. 

 
 

5.4. НОРМЫ И РЕПУТАЦИЯ: ФУНКЦИОНИРОВАНИЕ 
КОМАНДЫ 

 
В соответствии с результатами предыдущего раздела, если 

выполнено условие (13) (а в ходе дальнейшего изложения будем 
считать выполненными условия (2) и (13) раздела 5.3), то агенты 
будут выбирать эффективные по Парето равновесия Нэша своей 
игры. 

Обозначим множество равновесий 
(1) X(z, r) = Arg 

)(
max

zXx∈
 V(x, r), 

где V(x, r) = ∑
∈Ni

ii rxv ),( . 

Предположим, что ∀ z ∈ X0, ∀ r ∈ Ω  множество X(z, r) состо-
ит из одной точки x*(z, r). Это предположение, которое содержа-
тельно означает, что для данного набора агентов (характеризуемо-
го вектором типов r ∈ Ω) существует единственный эффективный 
(в смысле максимума суммы целевых функций) способ достиже-
ния результата z ∈ X0 совместной деятельности, имеет место во 
многих практически важных случаях – см. [70], а также примеры 
ниже. 

В рассматриваемой модели согласованной нормой деятельно-
сти i-го агента будет выбор действия xi

*(z, r), то есть при условии, 
что r ∈ Ω – общее знание, имеем: 
(2) ℵi(z) = xi

*(z, r), i ∈ N, z ∈ X0, r ∈ Ω. 
Пусть теперь общее знание относительно вектора типов аген-

тов отсутствует. 
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Обозначим ri = (ri1, ri2, …, rin) – вектор представлений i-го аген-
та о типах оппонентов, rij = (rij1, rij2, ..., rijn) – представления i-го 
агента о представлениях j-го агента о типах оппонентов, i, j ∈ N. 

Если структура информированности имеет единичную глуби-
ну (i-ый агент считает общим знанием вектор ri), то агент i ∈ N 
ожидает от агента j выбора действия xj

*(z, ri), i, j ∈ N. Следователь-
но, репутацией j-го агента в глазах i-го агента является 
(3) ℜij(z) = xj

*(z, ri), i, j ∈ N. 
Предположим, что каждый агент наблюдает все действия, вы-

бранные своими оппонентами, а также, естественно, знает, какое 
действие выбрал он сам. Тогда репутация будет оправдываться, 
если взаимные представления агентов таковы, что 
(4) ∀ i, j ∈ N  xj

*(z, ri) = xj
*(z, rj), 

то есть, если агенты будут выбирать (в соответствии со своими 
собственными представлениями о векторе типов – см. правую 
часть выражения (4)) те действия, которых от них ожидают оппо-
ненты. Определение (4) оправданности репутации легко обобщает-
ся на случай, когда каждый агент наблюдает значение некоторой 
функции (называемой функцией наблюдения – см. Приложение) от 
действий оппонентов, по аналогии с тем, как это делается в [105]. 

Поэтому командой с точки зрения репутации можно назвать 
множество агентов, взаимные представления которых удовлетво-
ряют (4). Отметим, что такое понимание команды тесно связано с 
понятием стабильного информационного равновесия [77], в кото-
ром все агенты (реальные и фантомные) наблюдают те выборы 
оппонентов, которых они и ожидали – см. раздел 2.5 и Приложе-
ние. 

Если структура информированности имеет глубину, большую, 
чем единица, то условие оправданности репутации будет опреде-
ляться соответствующими этой структуре информированности 
условиями стабильности информационного равновесия [77]. При-
ведем иллюстративный пример, являющийся «рефлексивным» 
обобщением рассмотренной выше модели формирования однород-
ной команды. 

Пример 5.4. Пусть vi(x, ri) = xi – xi
2 / 2 ri, i ∈ N, z = ∑

∈Nj
jx  (см. 

также пример 3.2). Тогда предположения (2) и (13) раздела 5.3 
выполнены, и 
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(5) xi
*(z, r) = z ri / ∑

∈Nj
jr , i ∈ N. 

Условия (4) примут вид: 

(6) 
∑
∈Nl

il

ij

r
r

 = 
∑
∈Nk

jk

j

r
r

, i, j ∈ N. 

Если n = 2, то (4) можно записать в виде: 




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
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=

+

+
=
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rr
r

rr
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, 

что эквивалентно следующему условию: 
(7) r12 r21 = r1 r2. • 

Модель, рассмотренная в предыдущем примере, может быть 
обобщена. 

Утверждение 5.3. Если 
(8) vi(x, ri) = Ci – ri ϕ(xi / ri), i ∈ N, 
где ϕ(⋅) – возрастающая дифференцируемая выпуклая функция, то 
оптимальные действия агентов удовлетворяю (5), а условие оправ-
данности репутации имеет вид (6). 

Пример 5.4 иллюстрирует утверждение 5.3 для случая 
ϕ(t) = t 2/2. Содержательная интерпретация целевой функции (8) 
такова: агент получает фиксированный доход и несет затраты, 
зависящие от его действия и его типа. 

Таким образом, в настоящем разделе мы рассмотрели рефлек-
сивную модель функционирования команды, в рамках которой 
устойчивость совместной деятельности коллектива агентов обу-
словлена «правильными» их взаимными представлениями о суще-
ственных характеристиках друг друга. Однако вне рассмотрения 
остался вопрос – а что произойдет, если взаимные представления 
агентов не удовлетворяют, например, (4). Для того чтобы ответить 
на этот вопрос, необходимо рассмотреть модель формирования 
команды, описывающую в терминах норм деятельности и репута-
ции динамику взаимных представлений агентов на основании 
наблюдаемой ими информации о действиях оппонентов. 
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5.5. НОРМЫ И РЕПУТАЦИЯ: ФОРМИРОВАНИЕ 
КОМАНДЫ 

 
Впервые модели динамики иерархии взаимных представлений 

агентов в приложении к задаче формирования команд рассматри-
вались в [65, 77]. Рассмотрим процесс формирования команды. Для 
этого введем множество X(Q(x)) ⊆ X’ таких векторов действий 
агентов, которые приводят к тому же результату деятельности, что 
и вектор x ∈ X’. Обозначим 
(1) Ω(x) = {r ∈ Ω | x ∈ Arg 

))((
max

xQXy∈
 V(y, r)} 

– множество таких векторов r ∈ Ω типов агентов, что вектор дей-
ствий x ∈ X’ доставляет максимум суммарной полезности агентов, 
обладающих этими типами. 

Обозначим 
(2) Ω-i(x, si) = {r ∈ Ω(x) | ri = si}, si ∈ Ωi, x ∈ X’, i ∈ N, 
– множество типов оппонентов, которые i-ый агент, обладающий 
типом si, может восстановить, наблюдая выбранный агентами 
вектор действий x ∈ X’. 

Пусть взаимодействие агентов происходит многократно. На 
шаге t = 0, 1, 2, .... агенты, имеющие представления { i

tr }i ∈ N, выби-

рают действия xi
*(z, i

tr ), i ∈ N, и каждый агент наблюдает дейст-
вия, выбранные всеми агентами. Агент i, зная свой тип ri, может 
«восстановить» следующее множество типов оппонентов:  

Ω-i({xi
*(z, i

tr )}, ri). 
Для завершения описания динамической модели осталось оп-

ределить, как агенты будут изменять свои представления, то есть 
каковы станут представления i

tr 1+  i-го агента на шаге t + 1, i ∈ N. 
Здесь возможны различные варианты. По аналогии сразделом 3 
для описания динамики характеристик агентов можно использо-
вать процедуру индикаторного поведения [10, 19, 48, 62, 80]. 

В рассматриваемой модели гипотеза индикаторного поведения 
выглядит следующим образом. Вычислим текущее «положение 
цели»: 
(3) ij

tw (x, ri, ij
tr 1− ) = arg 

),(Pr
min

iij rxs −Ω∈
|s – ij

tr 1− |, i, j ∈ N, t = 1, 2, ... . 
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Если первоначально агенты имели некоторые представления 
ir0  о типах оппонентов, i ∈ N, то динамика их представлений опи-
сывается следующим образом – агенты делают в каждом периоде 
времени «шаг» от текущих представлений в сторону «положения 
цели»32: 
(4) ij

tr  = ij
tr 1−  + ij

tγ  [ ij
tw ({xk

*(z, k
tr 1− )}k ∈ N, ri, ij

tr 1− ) – ij
tr 1− ], 

где ij
tγ  ∈ [0; 1] – константы, определяющие «величину шага» 

i, j ∈ N, t = 1, 2, ... . 
Процедура (4) обладает тем свойством, что любой набор вза-

имных представлений, удовлетворяющий условию (4) раздела 5.4, 
является ее стационарной точкой. Сходимость процедуры (4) и 
области притяжения ее стационарных точек требуют в каждом 
случае отдельного исследования. 

Система (4) описывает динамику представлений агентов о ти-
пах оппонентов. Так как эти представления полностью определяют 
то, каких действий ожидает агент от оппонентов, следовательно, 
можно считать, что (4) описывает и динамику репутации. Так как 
выше командой было предложено считать множество агентов с 
«оправдываемой» репутацией, то стабильной команде соответству-
ет стационарная точка процедуры (4), а динамика репутации, 
описываемая этой процедурой, отражает процесс формирования 
команды (команду можно считать сформировавшейся, если взаим-
ные представления ее членов не изменяются со временем в про-
цессе функционирования команды). Примеры динамики взаимных 
представлений (результаты имитационного моделирования) аген-
тов в процессе формирования команды приведены в [77]. 

 
6. АВТОНОМНОЕ ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 

 
На качественном уровне идея автономного принятия решений 

заключается в том, что члены команды должны принимать коллек-
                                                      

32 Отметим, что в рамках процедуры индикаторного поведения предпо-
лагается, что агенты не осуществляют стратегическую рефлексию 
относительно поведения друг друга. В противном случае пришлось бы 
учитывать, что агент, зная, что его оппоненты следуют принципу 
принятия решений (4), изменит соответствующим образом свое поведе-
ние (см. также сноску с разделе 3). 
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тивные решения автономно и согласованно на основе имеющейся 
у них информации. 

Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов – членов ко-
манды. Ситуация, в которой функционирует команда, описывается 
параметром θ, принадлежащим множеству возможных ситуаций Ω. 
При этом i-ый агент выбирает действие xi ∈ X – то решение, кото-
рое он предлагает принять команде в целом, и сообщает другим 
членам команды свою оценку si(xi, θ) ≥ 0 эффективности этого 
решения в ситуации θ, i ∈ N. 

Предположим, что каждый агент на момент выбора решения и 
сообщения оценки его эффективности правильно идентифицирует 
ситуацию θ ∈ Ω и достоверно знает эффективность Fi(xi, θ) предла-
гаемого им решения, но не знает действительных эффективностей 
решений, предложенных другими агентами. Если некоторое реше-
ние принято, то его действительная эффективность наблюдается 
всеми агентами. То, что агенты знают все перечисленное, является 
среди них общим знанием. 

С точки зрения команды в целом желательно в любой ситуа-
ции принимать наиболее эффективные решения. 

Обозначим k(θ) – номер агента, предлагающего в ситуации 
θ ∈ Ω наиболее эффективное решение: 
(1) k(θ) = arg 

Ni∈
max  {Fi(xi, θ)}. 

Тогда команде в ситуации θ ∈ Ω следует принимать решение 
(2) z(θ) = xk(θ) , 
эффективность которого будет равна 
(3) G(θ) = Fk(θ)(xk(θ), θ), 
то есть 
(4) G(θ) = 

Ni∈
max  {Fi(xi, θ)}. 

Принцип принятия решений (1) или (4) хорош тем, что он по-
зволяет в каждой ситуации выбирать наилучшее решение, однако 
этот принцип нереализуем в рамках существующей информиро-
ванности, так как эффективности решений агентов {Fi(xi, θ)}i ∈ N не 
являются общим знанием (см. также обсуждение проблем реали-
зуемости соответствий группового выбора в [84, 155]). Возможным 
выходом является построение процедуры принятия командой 
решений на основе сообщаемых агентами оценок эффективностей. 
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Предположим, что каждый агент в любой ситуации предлагает 
наиболее эффективное решение и обозначим m(θ) – номер агента, 
сообщившего в ситуации θ ∈ Ω максимальную оценку эффектив-
ности решения: 
(5) m(θ) = arg 

Ni∈
max  {si(xi, θ)}. 

Тогда команда в ситуации θ ∈ Ω примет решение 
(6) zs(θ) = xm(θ), 
рассчитывая на эффективность 
(7) Gs(θ) = 

Ni∈
max  {si(xi, θ)}. 

В действительности же эффективность решения (6) будет равна 
Fm(θ)(xm(θ), θ). 

Выражение (7) можно интерпретировать как условие авто-
номности принятия командой решений. 

Процедуры (1)-(4) и (5)-(7) совпадают, если 
(8) ∀ θ ∈ Ω  m(θ) = k(θ). 
и агенты сообщают достоверную информацию, то есть 
(9) ∀ θ ∈ Ω, ∀ i ∈ N  si(xi, θ) = Fi(xi, θ). 

Так как агенты активны (обладают собственными интересами 
и самостоятельно принимают решения), то в общем случае они 
будут сообщать информацию, которая приведет к принятию наи-
более выгодных для них коллективных решений. Значит, необхо-
дим анализ условий, при которых агентам выгодно сообщать дос-
товерную информацию. Рассмотрим возможный вариант подобных 
условий. 

Для этого введем целевые функции агентов и проанализируем 
«равновесие их игры», ведь для того, чтобы агенты сообщали 
достоверную информацию, в рамках гипотезы благожелательно-
сти (при прочих равных агент сообщит правду) достаточно, чтобы 
сообщение правды было равновесием Нэша их игры (условие 
согласованности принимаемых командой решений), то есть такой 
ситуацией игры, одностороннее отклонение от которой не выгодно 
ни одному из агентов. 

Обозначим через s(x, θ) = (s1(x1, θ), s2(x2, θ), …, sn(xn, θ)) – век-
тор сообщений агентов. 

Введем целевую функцию i-го агента fi(Fm(θ)(xm(θ), θ)), завися-
щую от эффективности Fm(θ)(xm(θ), θ) принятого коллективного 
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решения zs(θ), i ∈ N. Отметим, что при этом предполагается, что 
целевая функция агента не зависит явным образом от ситуации и 
от принятого решения, а определяется только эффективностью 
последнего. 

Сформулируем условие сообщения агентами достоверной ин-
формации. 

Утверждение 6.1. Для автономного принятия командой согла-
сованных решений (5)-(7) достаточно, чтобы целевая функция 
каждого агента была монотонна по эффективности коллективного 
решения. 

Доказательство утверждения 6.1. Фиксируем произвольную 
ситуацию θ ∈ Ω. Предположим, что все агенты в этой ситуации 
предлагают наилучшие с их точки зрения решения и сообщают 
достоверную информацию об эффективности соответствующих 
решений. 

Рассмотрим агента с номером k(θ), то есть того агента, кото-
рый в данной ситуации предлагает наиболее эффективное решение 
(для простоты предположим, что такой агент единственен; если же 
их несколько, то нужно доопределить процедуру (1)-(2) любым 
способом, обеспечивающим однозначность принимаемых реше-
ний). Если он сообщит оценку, строго большую истинной, то будет 
принято то же решение, что и ранее, и значение его целевой функ-
ции не изменится. Значит, в силу гипотезы благожелательности, 
завышать свою оценку ему не имеет смысла. Если он сообщит 
оценку, строго меньшую истинной, то, в зависимости от оценок 
других агентов, будет принято либо то же решение, либо решение, 
предлагаемое другим агентом (чья заявленная эффективность 
окажется выше). Но реальная эффективность нового решения не 
выше эффективности исходного решения, следовательно, занижать 
оценку агенту с номером k(θ) не выгодно. Итак, рассматриваемому 
агенту манипулировать информацией не выгодно. 

Рассмотрим теперь произвольного агента j ≠ k(θ), то есть тако-
го, истинная эффективность решения которого ниже максимальной 
из эффективностей. Если он исказит информацию, сообщая оценку 
эффективности своего решения ниже истинной его эффективности, 
то принимаемое коллективное решение, и, следовательно, выиг-
рыш этого агента, не изменятся. Если же он завысит свою оценку 
выше максимальной из оценок других агентов, то будет принято 
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предлагаемое им решение, эффективность которого не выше эф-
фективности принимаемого ранее решения. То есть, и такое иска-
жение информации j-му агенту не выгодно. 

Получаем, что ни одному из агентов не выгодно искажать ин-
формацию, если другие агенты сообщают достоверную информа-
цию. Следовательно, сообщение достоверной информации – рав-
новесие Нэша игры агентов. • 

Содержательно условие утверждения 6.1 (монотонность целе-
вой функции каждого агента по эффективности коллективного 
решения) означает, что интересы членов команды согласованы 
между собой и, условно говоря, с «целями команды в целом». 
Другими словами, при этом коллективное решение является «ко-
мандообразующим фактором», и каждый из членов команды дол-
жен быть заинтересован в том, чтобы принять наиболее эффектив-
ное решение. Тогда возможна автономная и согласованная 
деятельность команды, и никому из членов команды не выгодно 
искажать информацию. 

Подчеркнем, что рассмотренная модель автономного принятия 
решений в команде является в некотором смысле «вырожденной» 
– полноценная игра агентов отсутствует, так как выигрыш каждого 
монотонен по эффективности итогового решения. 

Пример 6.1. Частным случаем рассматриваемой модели авто-
номного принятия решений являются автономные механизмы 
экспертизы [12]. Пусть от команды экспертов требуется предло-
жить решение, как поступить в некоторой конкретной ситуации. В 
силу различного образования, опыта и т.д. одни эксперты могут 
оказаться более квалифицированными в одной области, другие – в 
другой, в зависимости от ситуации, для которой необходимо пред-
лагать решение. Хотелось бы, чтобы в любой ситуации предлагае-
мое экспертами коллективное решение было наиболее эффектив-
ным, то есть желательно, чтобы эффективность коллектива 
экспертов имела вид (4). Предположим, как и выше, что каждый из 
экспертов знает собственную эффективность и не знает эффектив-
ностей остальных экспертов (следовательно, каждый может иска-
жать информацию), но все эксперты точно идентифицируют си-
туацию. Как организатор экспертизы может побудить экспертов 
предпочесть в любой ситуации наиболее эффективное решение? 

Рассмотрим следующий механизм. Организатор экспертизы 
предлагает экспертам – «пусть каждый из вас сообщает остальным 
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экспертам пару «предлагаемое решение и его эффективность» 
(ведь, как предполагалось выше, эксперт точно знает истинную 
эффективность того или иного решения, которое он предлагает в 
каждой ситуации). После этого вы сообщаете мне решение, имею-
щее в сложившейся ситуации наибольшую эффективность, а я 
стимулирую вас пропорционально эффективности этого предло-
женного решения». 

Предложенный механизм прост – эксперты сами между собой 
решают, какое решение предложить, то есть работают в команде 
автономно. Возникает закономерный вопрос – а будут ли эксперты 
сообщать правду? В [12] показано, что если целевые функции 
агентов (экспертов) пропорциональны модулю разности между 
максимальной из заявленных эффективностей и реальной эффек-
тивностью: 

fi(Fm(θ)(xm(θ), θ)) = ai – bi |Fs(θ) – Fm(θ)(xm(θ), θ)|, 
где ai и bi – неотрицательные константы, i ∈ N, то сообщение экс-
пертами достоверной информации в этом механизме является 
равновесием Нэша их игры. • 

С точки зрения характерных свойств команды, рассмотренная 
модель принятия решений адекватно отражает такие свойства как: 
единство цели, совместная деятельность, автономность и коллек-
тивная ответственность (см. Табл. 1 и Табл. 2). 

В заключение настоящего раздела отметим, что механизмы 
автономного принятия решений тесно связаны с многоканальными 
механизмами, отличительной особенностью которых является 
формирование решений (рекомендаций) в нескольких параллель-
ных блоках («каналах») принятия решений. Причиной их распро-
страненности и достаточно высокой эффективности является 
взаимодействие каналов, что позволяет выработать наилучшее 
управленческое решение. Подробное описание многоканальных 
механизмов, а также примеров и результатов их практического 
использования можно найти в [1, 8]. 

 
7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАТРАТ 

 
В настоящем разделе рассматривается модель однородной ко-

манды, использующей единый ресурс, суммарные затраты на 
приобретение которого зависят от суммы действий, выбираемых 
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членами команды. Условием устойчивого функционирования 
команды считается существование такой процедуры распределе-
ния ресурса, при которой возможен выбор агентами такого вектора 
ненулевых действий, который был бы одновременно устойчив по 
Нэшу и эффективен по Парето. 

Рассмотрим следующую модель деятельности команды из n 
агентов, каждый из которых использует некоторый ресурс, «стои-
мость» которого зависит от суммарного спроса. Обозначим через 
xi ≥ 0 – действие i-го агента – количество ресурса, которое он 
использует, i ∈ N = {1, 2, …, n}. В зависимости от своего типа 
ri ∈ Ωi и своего выбора xi i-ый агент получает доход hi(xi, ri) и несет 
затраты λi(x), где x = (x1, x2, …, xn) – вектор действий агентов, то 
есть его целевая функция равна 
(1) fi(x, ri) = hi(xi, ri) – λi(x), i ∈ N. 
Стоимость «ресурса», используемого агентами, зависит от суммы 
их действий X = ∑

∈Ni
ix , то есть, известна функция «суммарных 

затрат» C(X). Задачей является нахождение правила распределения 
затрат между агентами, то есть поиск функций (λi(⋅))i∈N, удовле-
творяющих тем или иным требованиям. 

Введем следующие предположения: 
1. ∀ i ∈ N, ∀ x ∈ n

+ℜ  λi(x) ≥ 0; 
2. ∀ i ∈ N, ∀ x ∈ n

+ℜ  λi(x) не убывает по xi; 
3. ∀ x ∈ n

+ℜ  ∑
∈

λ
Ni

i x)(  = C(X); 

4. ∀ i ∈ N ∀ ri ∈ Ωi  hi(0, ri) = 0; 
5. ∀ i ∈ N, ∀ x-i ∈ 1−

+ℜn  λi(x-i, 0) = 0; 
6. C(⋅) – неубывающая функция, C(0) = 0; 
7. функции дохода и функция затрат – гладкие. 
Первое предположение означает, что затраты агента по полу-

чению ресурса неотрицательны (невозможно получение дохода от 
«продажи излишков», даже при нулевых действиях). В рамах 
второго предположения, чем больше ресурса использует агент, тем 
больше он за него платит. Третье предположение представляет 
собой балансовое ограничение – сумма «взносов» агентов равна 
суммарным затратам на ресурс. Четвертое, пятое и шестое предпо-
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ложение согласованы в том смысле, что, не используя ресурс, 
агенты не несут затрат и не получают дохода. 

Содержательно рассматриваемая модель соответствует про-
блеме распределения затрат на создание общественного блага, от 
использования которого каждый из агентов получает некоторый 
выигрыш [57, 84, 108, 155, 157]33. Примерами являются: разработка 
месторождения полезных ископаемых группой компаний, исполь-
зование единых вычислительных или информационных ресурсов, 
оптовые закупки сырья производственным объединением, произ-
водство продукции в регионе с учетом затрат на подержание эко-
логической безопасности и др. При этом функция затрат может 
быть, в том числе, выпуклой (например, в эколого-экономической 
интерпретации) или вогнутой (например, скидки при оптовых 
закупках – чем больше объем закупаемой партии, тем меньше 
стоимость единицы сырья). 

Предположим, что все вышеописанные параметры «команды» 
являются общим знанием среди ее членов. В рамках рассматри-
ваемой модели имеет место игра агентов. Равновесие Нэша: 
(1) EN(λ(⋅), r) = {x ∈ n

+ℜ  | ∀ i ∈ N, ∀ yi ≥ 0 
hi(xi, ri) – λi(x) ≥ hi(yi, ri) – λi(x-i, yi)} 

зависит от вектора типов агентов r = (r1, r2, …, rn) ∈ Ω = ∏
∈

Ω
Ni

i  и 

процедуры (механизма) распределения затрат 
λ(⋅) = (λ1(⋅), λ2(⋅), …, λn(⋅)). 

Определим множество векторов действий агентов, достав-
ляющих максимум сумме их целевых функций: 
(2) P(r) = Arg 

nx +ℜ∈
max  [ ∑

∈Ni
iii rxh ),(  – С(X)]. 

Очевидно, любая точка множества (2) эффективна по Парето. 
Как известно из теории игр [29, 81, 127, 159], концепция рав-

новесия Нэша отражает устойчивость исхода взаимодействия 
игроков относительно их индивидуальных отклонений, в то время 

                                                      
33 В упомянутых работах обычно исследуется либо характеризация 
механизмов распределения затрат, удовлетворяющих тем или иным 
требованиям (аксиомам) «справедливости», либо/и изучается неманипу-
лируемость механизмов, основывающихся на сообщении агентами ин-
формации об индивидуальных параметрах (например, о выигрышах, 
получаемых от использования общественного блага). 
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как эффективность по Парето соответствует коллективному опти-
муму (в случае, если допустимы трансферты полезности между 
игроками, исход их взаимодействия будет соответствовать множе-
ству (2) [24, 66]). Поэтому в рамках рассматриваемой теоретико-
игровой модели будем считать условием устойчивого функциони-
рования команды существование такой процедуры распределения 
ресурса, при которой возможен выбор агентами такого вектора 
действий, который был бы одновременно устойчив по Нэшу и 
эффективен по Парето: ∃ λ(⋅): 
(3) ∀ r ∈ Ω  P(r) ⊆ EN(λ(⋅), r). 

Итак, спрашивается, возможно ли устойчивое функциониро-
вание команды, под которым условимся понимать выбор всеми 
агентами в равновесии ненулевых действий и выполнение условия 
(3) – принадлежность Парето-эффективной точки множеству рав-
новесий Нэша? Ответ на этот вопрос неоднозначен – требуются 
дополнительные предположения. Рассмотрим некоторые из воз-
можных вариантов, иллюстрирующих многообразие возможных 
результатов взаимодействия членов команды. 

Вариант 1. Предположим, что {λi(⋅)}i ∈ N – гладкие функции 
(можно ограничиться требованием дифференцируемости), целевые 
функции агентов и сумма их целевых функций вогнуты по дейст-
виям соответствующих агентов. Вектор действий x* принадлежит 
множеству P(r), если (при X* = ∑

∈Ni
ix* ) выполнено 

(4) ),( *'
iiix rxh

i
 = C’(X*), i ∈ N. 

Если потребовать, чтобы вектор x* был равновесием Нэша иг-
ры агентов, то из (1) в предположении «внутреннего решения» 
получим следующее условие: 
(5) ),( *'

iiix rxh
i

 = )( *' x
iixλ , i ∈ N. 

Из (4) и (5) получаем: 
(6) )( *' x

iixλ  = C’(X*), i ∈ N. 
Из предположения 3 следует, что 

(7) ∑
∈

λ
Ni

ix x
i

)( *'  = C’(X*). 

Условия (6) и (7) противоречат друг другу. Таким образом, 
при гладких функциях «затрат» агентов анализ «дифференци-
альных» условий эффективности по Парето и устойчивости по 
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Нэшу приводит к выводу, что в этом случае невозможно устойчи-
вое функционирование команды. Данный результат (с точно-
стью до замены дохода на затраты и суммы действий на агрегиро-
ванный результат команды) следует идеологии теоремы 
Б. Холмстрома (см. раздел 2.3 и [140]). 

Пример 7.1. Рассмотрим процедуру пропорционального рас-
пределения затрат, в которой агенты делят между собой стоимость 
ресурса пропорционально выбираемым действиям: 

(8) λi(x) = C(X) 
∑
∈Nj

j

i

x
x

, i ∈ N. 

Легко видеть, что процедура (8) является гладкой и удовле-
творяет условиям 1-3 и 5. 

Обозначим X-i = ∑
≠ij

jx . Подставляя (8) в (6) и суммируя по 

всем агентам, получим: C(X*) = X* C ’(X*). 
Подставляя (8) в (7) получим: (n – 1) C(X*) / X* = 0. Противо-

речие. • 
Вариант 2. Пусть типы агентов (множество Ω) таковы, что по-

следних можно упорядочить по эффективности в следующем 
смысле: 
(9) ∀ r ∈ Ω  ),( 1

'
1 rth t  ≥ ),( 2

'
2 rth t  ≥ … ≥ ),('

nnt rth . 
Из предположений 1-7 и условия (9) следует, что, если в силу 

свойств функции затрат агентам выгодно (с точки зрения суммы 
целевых функций) ненулевое суммарное производство, то множе-
ство (2) имеет следующую структуру: первый агент выбирает 
такое действие X*, при котором ),( 1

*'
1 * rXh X  = С’(X*), а действия 

остальных агентов равны нулю. При этом λ1(x) = C(x). 
Такая оптимальная по Парето ситуация может оказаться неус-

тойчивой по Нэшу. Кроме того, в рассматриваемом варианте ус-
тойчивое функционирование команды невозможно, так как все 
агенты, кроме первого, выбирают нулевые действия. 

Пример 7.2. Предположим, что функции дохода агентов ли-
нейны: hi(xi, ri) = ri xi, причем r1 > r2 > … > rn, а функция затрат C(⋅) 
строго выпукла. Тогда 

arg 
nx +ℜ∈

max  [ ∑
∈Ni

iii rxh ),(  – С(X)] = (C’-1(r1), 0, …, 0). 
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Если функция затрат C(⋅) строго вогнута, то агентам выгодно 
выбирать как можно бóльшие действия. • 

Таким образом, если члены однородной команды таковы, 
что их можно упорядочить по эффективности деятельности, и 
это упорядочение не зависит от «объемов производства», то 
устойчивое функционирование команды невозможно. 

Вариант 3. Откажемся от условий 2 и 5, а также от гладкости 
функций затрат агентов и воспользуемся общими подходами к 
решению задач коллективного стимулирования [70], кратко изло-
женными в разделе 2.3 выше. 

Фиксируем вектор x* действий агентов, доставляющих макси-
мум суммы их выигрышей за вычетом суммарных затрат (см. 
выражение (2)). 

Будем искать функции распределения затрат вида 

(10) λi(x) = 




≠
=ω

*

*

),(
,

iii

iii

xxxC
xx

, i ∈ N, 

удовлетворяющие условию34 
(11) ∑

∈
ω

Ni
i  = C(X*) 

и обеспечивающие выбор агентами вектора действий x* как равно-
весия Нэша их игры. Для этого подставим (10) в определение 
равновесия Нэша (1), и будем определять условия на соответст-
вующие значения {ωi}i ∈ N: 
(12) hi( *

ix , ri) – ωi ≥ 
0

max
≥iy

 [hi(yi, ri) – C(yi)], i ∈ N. 

Добавим также условие участия (необходимо обеспечить каж-
дому агенту в равновесии неотрицательный выигрыш): 
(13) ωi ≤ hi( *

ix , ri), i ∈ N. 
В качестве отступления отметим, что мы априори отказываем-

ся от возможности «неограниченно сильных штрафов», так как, 
если в выражении (10) считать бесконечными затраты агента в 

                                                      
34 Отметим, что условие (11) требует выполнения балансового ограни-
чения лишь в равновесии. Однако этого достаточно, так как ниже 
докзано, что выбор агентами соотвествующих действий является их 
доминантной стратегией, то есть нарушения балансового ограничения 
не произойдет. 



 114 

случае выбора неравновесного действия, то выбор Парето-
оптимального действия сразу становится для него единственно 
возможным вариантом. Возможность использования в командах 
(даже в виде «угрозы») неограниченных штрафов трудно интер-
претируема. 

Кроме того, возможен и следующий достаточно простой вари-
ант – использовать следующую систему стимулирования: 

(10’) λi(x) = 




≠
=ω

*

*

),,(
,

iiiii

iii

xxrxh
xx

, i ∈ N, 

при которой вектор x* будет равновесием Нэша игры агентов при 
любой процедуре распределения ресурса {ωi}i ∈ N, удовлетворяю-
щей условию (13). В рамках процедуры (10’) в случае выбора 
«неравновесного» действия у агента изымается весь доход, при 
этом его выигрыш равен нулю (как и в случае нулевого действия). 
Как правило, такие процедуры характерны не для команд, в кото-
рых все агенты относительно равноправны, а для иерархических 
организационных систем, в которых управляющий орган наделен 
властью осуществлять существенное перераспределение выигры-
шей подчиненных ему агентов (включая, быть может, наложение 
штрафов, установление системы трансфертов и т.п.) [66, 67]. 

Вернемся к анализу условий (12). Отметим, что условие (12), 
записанное для каждого отдельного агента, не содержит обстанов-
ки игры для этого агента. Следовательно, если (12) имеет место, то 
x* – равновесие в доминантных стратегиях (РДС) игры агентов 
(напомним, что РДС – такой вектор действий игроков, выбор 
соответствующей компоненты которого выгоден каждому из игро-
ков, независимо от того, какие действия выбирают другие игроки 
[29]). 

Обозначим if̂  = 
0

max
≥iy

 [hi(yi, ri) – C(yi)] – тот выигрыш, кото-

рый i-ый агент может получить, используя ресурс в одиночку (в 
отсутствии других агентов), i ∈ N. Из (12) получаем: 
(14) ωi ≤ hi( *

ix , ri) – if̂ , i ∈ N. 
Утверждение 7.1. Для устойчивого функционирования коман-

ды достаточно существования вектора ω = (ω1, ω2, …, ωn), удовле-
творяющего условиям (11) и (14). 
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Суммируя (14) по всем агентам, получаем, что справедливо 
следующее утверждение. 

Утверждение 7.2. Для устойчивого функционирования коман-
ды необходимо выполнение следующего условия 
(15) C(X*) ≤ ∑

∈Ni
[hi( *

ix , ri) – if̂ ]. 

Условие (15) имеет простую содержательную интерпретацию: 
вспоминая, что x* = arg 

nx +ℜ∈
max  [ ∑

∈Ni
iii rxh ),(  – С(X)], запишем (15) в 

виде следующего условия наличия синергетического эффекта: 
(16) 

nx +ℜ∈
max  [ ∑

∈Ni
iii rxh ),(  – С(X)] ≥ ∑

∈ ≥Ni yi 0
max [hi(yi, ri) – C(yi)], 

отражающего то свойство команды, что в ней максимальное зна-
чение суммы выигрышей агентов (при совместной деятельности) 
не меньше, чем сумма максимальных выигрышей агентов, дейст-
вующих поодиночке (в системном анализе это свойство называют 
эмерджентностью). 

Отметим, что «техника» анализа данного варианта процедур 
распределения затрат во многом аналогична методам исследования 
механизмов функционирования организационных систем с распре-
деленным контролем [72]. 

Таким образом, условием устойчивого функционирования 
команды является наличие синергетического взаимодействия 
ее членов. 

Пример 7.3. Предположим, что функции дохода агентов ли-
нейны: hi(xi, ri) = ri xi, i ∈ N, а функция затрат выпукла и имеет вид 
C(X) = X 2 / 2 R, где R > 0. Вычисляем: if̂  = (ri)2 R / 2, i ∈ N. Усло-
вие (16) не выполнено. 

Пример 7.4. Предположим, что n = 2, h1(x1, r1) = r1 x1, 
h2(x2, r2) = r2 x2 + a при x2 > 0, r1 > r2, a > 0, C(X) = X 2 / 2. Вычисля-
ем: 1̂f  = (r1)2 / 2, 2f̂  = (r2)2 / 2 + a. 

Если второй агент выбирает нулевое действие, то максимум 
суммы выигрышей агентов равен (r1)2 / 2. 

Если второй агент выбирает близкое к нулю, но строго поло-
жительное действие ε, то суммарный выигрыш агентов равен 
(r1)2 / 2 – (r1 – r2) ε + a, то есть, условие (16) принимает вид: 
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Из (11)-(13) получаем, что процедура распределения затрат 
(ω1, ω2) должна удовлетворять следующей системе неравенств: 

(17) 








=ω+ω
+ε≤ω

ε−≤ω

2/)(

)(

2
121

22

111

r
ar

rr
. 

Рассмотрим числовой пример. Пусть r1 = 2, r2 = 1, a = 1. Тогда 
имеем при ограничении ε ∈ (0; 1] целое множество процедур рас-
пределения ресурса: 

{(ω1, ω2) | ω1 = 2 – ω2; ω2 ≤ 1 + ε}, 
при которых возможно устойчивое функционирование команды. • 

В заключение настоящего раздела отметим, что при использо-
вании процедуры распределения затрат (10) взаимная информиро-
ванность агентов несущественна – вектор типов агентов не обязан 
быть общим знанием, так как «условие устойчивости» (12) для 
каждого агента включает только его собственный тип. Условие 
наличия синергетического эффекта (16) включает типы всех аген-
тов, однако оно должно проверяться, скорее, на этапе синтеза 
механизма распределения затрат (создания условий деятельности 
команды) и требует лишь знания истинного вектора типов агентов, 
не опираясь на какую-то ни было рефлексию. 

Итак, основные результаты исследования процедур распреде-
ления затрат заключаются в следующем. Во-первых, показано, что 
при гладких процедурах распределения затрат устойчивое функ-
ционирование команды невозможно. Во-вторых, доказано, что, 
если члены однородной команды таковы, что их можно упорядо-
чить по эффективности деятельности, и это упорядочение не зави-
сит от «объемов производства», то устойчивое функционирование 
команды также невозможно (наличие абсолютных лидеров разру-
шает «однородную» команду). И, наконец, в-третьих, обосновано, 
что условием устойчивого функционирования команды является 
наличие синергетического взаимодействия ее членов. 
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8. АДАПТАЦИЯ КОМАНД 
 
Как отмечалось выше, одно из ключевых отличий команд от 

организаций заключается в том, что в первых, несмотря на присут-
ствие лидера (как правило, неформального), отсутствует формаль-
ная иерархия. В организациях (а иерархия – непременный атрибут 
почти любой организации, кроме, наверное, сетевых организаций 
[68]) при изменении внешних условий или каких-либо других 
существенных параметров задача «перестройки» принципов и 
условий функционирования решается на более высоких уровнях 
иерархии, которые «транслируют» их «вниз». В настоящем разделе 
рассматриваются модели самостоятельной адаптации команд к 
изменяющимся условиям. 

Приведем определения основных понятий. Адаптация тесно 
связана с саморазвитием и самоорганизацией. Под саморазвитием 
понимается самодвижение, связанное с переходом на более высо-
кую ступень организации [97, с. 590] (под самодвижением – изме-
нение объекта под влиянием внутренне присущих ему противоре-
чий, факторов и условий). При этом внешние воздействия играют 
модифицирующую или опосредующую роль. 

Более общим является понятие самоорганизации [97, с. 591] – 
процесса, в ходе которого создается, воспроизводится или совер-
шенствуется организация сложной системы (термин «самооргани-
зующаяся система» ввел У.Р. Эшби [107]). 

Отметим, что явления самостоятельного выбора агентами вы-
полняемых ими функций, объемов работ и т.д. (см. модели команд 
в предыдущих разделах) могут интерпретироваться как самоорга-
низация команды (в отличие, опять же, от процесса централизо-
ванной организации деятельности, осуществляемого в иерархиче-
ских организационных системах управляющим органом). 

Адаптация (от лат. adaptatio – приспособление) – приспособ-
ление к условиям существования и привыкание к ним; в социаль-
ных системах – вид взаимодействия со средой, в ходе которого 
согласовываются требования и ожидания его участников 
[97, с. 12]. В рамках моделей команд под адаптацией будем пони-
мать процесс изменения действий (включая в общем случае функ-
ции и объемы работ), выбираемых членами команды, на основе 
текущей информации в изменяющихся условиях. 
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Можно выделить несколько вложенных уровней адаптации 
любой системы – см. Рис. 13: 

- изменение информированности о внешней среде; 
- изменение поведения (действий, выбираемых на основе 

имеющейся информации); 
- изменение параметров системы, позволяющее реализовывать 

более эффективное в изменившихся условиях поведение; 
- целенаправленное изменение внешней среды (активная адап-

тация). 
 

1-ый уровень: изменение 
информированности 

2-ой уровень: изменение поведения 

3-ий уровень: изменение параметров системы  

4-ый уровень: целенаправленное изменение внешней 
среды 

 
Рис. 13. Уровни адаптации 

 
В настоящем разделе рассмотрены первые два уровня адапта-

ции команд (третий уровень адаптации – обучение – анализируется 
в следующем разделе). 

В теории управления накоплен значительный опыт решения 
задач адаптивного управления «техническими» системами – см., 
например, классические монографии [87, 102], а также обзор в [86]. 
Однако, опыт построения моделей адаптации социально-
экономических систем, и, в частности, команд, на настоящий 
момент более чем скромен (см. монографию [101], посвященную 
адаптивным механизмам управления активными системами). 

Члены команды рациональны (их интересы описываются це-
левыми функциями, и рациональность поведения каждого агента 
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заключается в стремлении максимизировать свою целевую функ-
цию), но в каждый момент времени принимают решения – выбра-
ют свои действия – в условиях, в общем случае, неполной инфор-
мированности. С течением времени они накапливают информацию 
о неопределенных параметрах. Возможны различные «стратегии» 
поведения агентов с точки зрения тех целей, которые они пресле-
дуют. 

Первый вариант заключается в выборе в каждый момент вре-
мени таких действий, которые позволяли бы как можно быстрее 
получить максимум информации о неопределенных параметрах – 
идентифицировать их значения. Затем, когда этап идентификации 
закончен, агенты могли бы уже выбирать действия, максимизи-
рующие их целевые функции. Такая «стратегия поведения» соот-
ветствует традициям теории идентификации [45, 103, 106]. 

Второй вариант заключается в выборе агентами в каждый мо-
мент времени действий, максимизирующих их выигрыши в теку-
щем периоде, с «попутным» накоплением информации о состоянии 
природы. Именно эта «стратегия поведения» моделируется в на-
стоящей работе. 

И, наконец, третий – «синтетический» вариант заключается в 
выборе агентами таких траекторий (последовательности действий 
на заданный горизонт времени), которые максимизировали их 
накопленный (по времени) выигрыш с учетом эффектов идентифи-
кации. Соответствующие модели являются перспективным пред-
метом будущих исследований. 

Специфика команд заключается, в частности, в том, что каж-
дый агент в качестве информации для корректировки своих пред-
ставлений о неопределенном параметре может использовать не 
только результаты наблюдения за внешней средой, но и результа-
ты наблюдения за действиями и результатами деятельности других 
агентов, пытаясь «объяснить», почему они выбрали именно эти 
действия. На Рис. 14 представлена структура модели адаптации 
команды. 

Перейдем к описанию модели. «Условия существования» (см. 
определение адаптации выше) команды N = {1,2, …, n}, состоящей 
из n агентов, отразим в модели значением состояния природы 
θ ∈ Ω, описывающим все существенные характеристики внешней 
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среды. Агент с номером i ∈ N имеет интервальную35 информацию 
ωi(θ) ⊆ Ω о состоянии природы, причем эта информация не проти-
воречит истинному положению дел, то есть ∀ θ ∈ Ω, ∀ i ∈ N 
θ ∈ ωi(θ). 

 
 

θ ∈ Ω 

Агентi 

Информированность 

Действие 

«Результат» 
(x, z) 

Агенты-i 

xi 

ωi(θ) 

x-i 

 
 

Рис. 14. Структура модели адаптации команды 
 
Результат z = G(θ, x) команды в целом зависит от вектора 

x = (x1, x2, …, xn) ∈ X’ = ∏
∈Ni

iX  действий всех членов команды, где 

xi ∈ Xi, и состояния природы θ. Будем считать, что каждый агент 
наблюдает вектор действий всех агентов, общий результат и выиг-
рыши всех агентов. 

Предположим, что выигрыш каждого агента зависит от со-
стояния природы θ и результата z команды в целом: 
fi(z) = fi(θ, G(x, θ)), i ∈ N, причем множество агентов N, их действи-

                                                      
35 Традиционно в теории управления при рассмотрении моделей адапта-
ции большее внимание уделяется случаю вероятностной неопределенно-
сти относительно внешней среды. Использование развитого в этой 
области математического аппарата применительно к задачам адапта-
ции команд представляется перспективным направлением будущих 
исследований. 
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тельнозначные целевые функции {fi(⋅)} и допустимые множества 
{Xi}, а также множество Ω возможных значений состояний приро-
ды, функция G(⋅) и факт наблюдения как результата и выигрышей, 
так и всего вектора действий каждым членом команды являются 
среди них общим знанием36. Если агенты выбирают свои действия 
одновременно и независимо, то имеет место их игра. 

Обозначим множество параметрических (параметром является 
значение состояния природы – см. связь между информированно-
стью и действием на Рис. 14) равновесий Нэша через 
(1) EN(θ) = {{xi}i ∈ N ∈ X’ | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi 

fi(θ, G(θ, x1, …, xn)) ≥ fi(θ, G(θ, x1, …, xi-1, yi, xi+1, …, xn))}. 
Если множество Ω0 возможных значений состояний природы 

является общим знанием среди агентов, то, предполагая, что они 
устраняют неопределенность вычислением максимального гаран-
тированного результата, получим следующее множество равнове-
сий их игры: 
E(Ω0) = {{xi}i ∈ N ∈ X’ | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi  

0

min
Ω∈θ

 fi(θ, G(θ, x1, …, xn)) ≥ 

≥ 
0

min
Ω∈θ

 fi(θ, G(θ, x1, …, xi-1, yi, xi+1, …, xn))}. 

Обозначим π(x) ⊆ Ω – множество состояний природы, при ко-
торых наблюдаемый агентами вектор их действий является равно-
весием: 
(2) π(x) = {θ ∈ Ω | ∃ Ω0: θ ∈ Ω0, x ∈ E(Ω0)}. 

Обозначим g = (g1, g2, …, gn) ∈ ℜn – наблюдаемый агентами 
вектор значений их целевых функций. 

Обозначим множество тех значений состояний природы, при 
которых (наряду с наблюдаемым результатом z) могут реализо-
ваться наблюдаемые выигрыши агентов g через 
(3) δ(g, z) = {θ ∈ Ω | fj(θ, z) = gj, j ∈ N}. 

Проанализируем более детально информированность агентов. 
У i-го агента имеются, как максимум, четыре «источника инфор-
мации» о состоянии природы: 

1) априорная частная информация ωi(θ) ⊆ Ω; 
                                                      

36 Возможными расширениями модели являются предположения о том, 
кто из агентов какие величины наблюдает – ненаблюдаемыми для аген-
та могут быть вектора действий других агентов, их выигрыши и т.д. 
(см. раздел 3). 
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2) действия других агентов: наблюдая их и предполагая, что 
оппоненты действуют рационально (см. связь между информиро-
ванностью и действием на Рис. 14), агент может (считая, что имеет 
место общее знание на первом уровне структуры информирован-
ности – см. Приложение и [78]37) осуществлять рефлексию – оце-
нивать ту информацию π(x) о состоянии природы, на основании 
которой рационален выбор оппонентами именно этих действий; 

3) выигрыши g агентов – на основании этой информации аген-
ты могут сделать вывод о тех состояниях природы, при которых 
наблюдаемый результат приводит к наблюдаемым выигрышам – 
см. выражение (3); 

4) множество ρ ⊆ Ω состояний природы, при которых наблю-
даемый вектор действий агентов приводит именно к данному 
наблюдаемому значению z результата: 
(4) ρ(x, z) = {θ ∈ Ω | G(θ, x) = z}. 

Отметим, что в силу введенных предположений информация 
пунктов 2)-4) является общим знанием среди агентов, то есть, с 
точки зрения друг друга они, наблюдая одни и те же параметры, 
должны одинаково (и предсказуемо для оппонентов) изменять свои 
представления о состоянии природы. То есть, общим знанием 
является информация 

I(x, z, g) = π(x) ∩ ρ(x, z) ∩ δ(g, z) ⊆ Ω. 
Этим предположением, наряду с предположением о том, что 

каждый агент считает, что имеет место общее знание на первом 
уровне структуры информированности, исключается из рассмотре-
ния (но не из предметов дальнейших исследований) рефлексия 
агентов относительно информированности оппонентов. 

На основании перечисленных источников информации i-ый 
агент может вычислить оценку Ji ⊆ Ω  значения состояния приро-
ды как пересечение общего знания I(x, z, g) с его частной инфор-
мацией ωi: 
(5) Ji(ωi, x, z, g) = ωi ∩ I(x, z, g). 

                                                      
37 Возможны и более сложные случаи – когда имеет место нетривиаль-
ная взаимная информированность агентов. Тогда вместо параметриче-
ского равновесия Нэша (1) следует использовать информационное равно-
весие игры агентов. 
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Обозначим θ0 – фактическое значение состояния природы и 
рассмотрим последовательно в порядке усложнения несколько 
моделей: один агент – несколько агентов, статика – динамика38. 

Один агент, статика. Если агент принимает решение одно-
кратно, то на момент принятия решений о выбираемом им значе-
нии своего действия ему известно только множество ω ⊆ Ω значе-
ний состояний природы. Будем считать, что, принимая решение в 
условиях интервальной неопределенности, агент использует прин-
цип максимального гарантированного результата, то есть, выбира-
ет действие: 
(6) xМГР(ω) = arg 

Xx∈
max  

ω∈θ
min  f(θ, G(θ, x)). 

Так как рассматривается статическая ситуация (однократный 
выбор агентом своего действия), и другие агенты отсутствуют, то 
агент не может использовать информацию (4) о наблюдаемом им 
результате или своем выигрыше. 

Пример 8.1. Пусть n = 1, x ≥ 0, Ω = [1; 4], ω = [2; 4]; θ0 = 3, 
z = x / θ, 
(7) f(θ, z) = (θ –α z) z – z2 / 2, 
где α > 0 – известная размерная константа. Содержательно, если 
интерпретировать агента как производителя некоторой продукции, 
спрос на которую зависит от объема производства, то θ может 
рассматриваться как уровень спроса (по объему и по качеству) – 
чем больше значение θ, тем выше цена (θ –α z) и выше требования 
к качеству – для обеспечения одного и того же «объема» нужны 
бóльшие усилия – действие x. Чем выше объем производства, тем 
цена ниже. 

В соответствии с целевой функцией (7) выигрыш агента пред-
ставляет собой разность между выручкой (произведением цены на 
объем производства) и затратами, которые описываются квадра-
тичной зависимостью. 

Если бы значение состояния природы было достоверно из-
вестно агенту, то ему следовало бы выбирать действие 

                                                      
38 Под «статикой» в рассматриваемой дискретной модели подразумева-
ется однократный выбор агенами своих действий, под «динамикой» – 
последовательность таких выборов. 
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(8) x*(θ) = 
12

2

+α
θ

, 

максимизирующее целевую функцию, зависящую от состояния 
природы и его действия: 
(9) f0(θ, x) = (θ – α x / θ) x / θ – x2 / (2 θ 2). 

Так как целевая функция (7) монотонно возрастает по θ при 
любых допустимых действиях агента, то в соответствии с выраже-
нием (6) 
(10) xМГР(ω) = 4 / (2 α + 1). 

Наблюдая (10) и либо результат xМГР(ω) / θ0, либо свой выиг-
рыш f(θ0, xМГР(ω) / θ0), а, тем более, обе эти величины одновремен-
но, агент может однозначно оценить истинное значение θ0 состоя-
ния природы. • 

Пример 8.1 иллюстрирует ситуации, когда однократного на-
блюдения агентом соответствующей информации достаточно для 
восстановления истинного значения состояния природы. При этом 
нет нужды ни в повторных наблюдениях, ни в информации о вы-
борах других агентов (если бы таковые имелись). Однако, возмож-
ны случаи, когда однократного наблюдения агенту недостаточно. 
Приведем пример. 

Пример 8.2. Пусть n = 1, x ≥ 0, z = x, θ = (θp, θc) 
Ω = [1; 4] × [1; 4], ω = [2; 4] × [2; 4]; θ0 = (3; 3), 
(11) f(θ, x) = (θp – α x) x – x2 θc / 2 , 
где α ≥ 0 – известная размерная константа. Содержательно, в отли-
чие от примера 8.1, состояние природы является двумерным векто-
ром, первая компонента которого характеризует параметры цены, а 
вторая – параметры затрат. 

Если бы значение состояния природы было достоверно из-
вестно агенту, то ему следовало бы выбирать действие 

(12) x*(θ) = 
c

p

θ+α

θ

2
. 

Так как целевая функция (11) монотонно возрастает по θp и 
монотонно убывает по θс при любых допустимых действиях аген-
та, то в соответствии с выражением (6) 
(13) xМГР(ω) = 1 / (α + 2). 
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В рассматриваемом примере действие агента совпадает с его 
результатом, следовательно, единственным источником информа-
ции для агента является наблюдение своего фактического выиг-
рыша. Из этого наблюдения он может сделать следующий вывод о 
множестве возможных значений состояния природы: 
(14) I = {θ ∈ Ω | θс = 2 θp (α + 2) – 6 α – 9}. 

Например, при α = 1 из (5) получаем: 
(15) J = {(θp; θc) | θc = 6 θp – 15, θp ∈ [17/6; 19/6]}. 

Отметим, что непротиворечивость информации агента истин-
ному положению дел, по-прежнему имеет место, то есть J ⊆ ω и 
θ0 ∈ J, θ0 ∈ I. • 

Один агент, динамика. Возможность «повторного» исполь-
зования информации, полученной в результате наблюдения за 
результатами деятельности, появляется в случае многократного 
повторения выбора агентом своего действия. Будем считать, что 
агенты выбирают свои действия на каждом шаге одновременно, а 
шаги «равномерны». 

Пример 8.3. Пусть в условиях примера 8.2 α = 1, и агент при-
нимает решения последовательно несколько раз. После первого 
«шага» он обладает информацией (15). В соответствии с выраже-
нием (6) его действием на втором «шаге» будет выбор 
xМГР(J) = 17 / 31. Наблюдая свой выигрыш при этом действии, 
агент может однозначно восстановить истинное значение состоя-
ния природы θ0 = (3; 3). 

Таким образом, в настоящем примере агенту достаточно было 
двух наблюдений (двух «шагов»), чтобы восстановить всю недос-
тающую информацию. • 

Нескольких агентов в статике рассматривать мы не будем, пе-
рейдя сразу к динамическому случаю. 

Несколько агентов, динамика. Обозначим t
ix  ∈ Xi – дейст-

вие i-го агента в момент времени t, x1, t – совокупность векторов 
действий всех агентов за t периодов. К окончанию периода t об-
щим знанием среди агентов является информация 

I(xt, zt, gt) = π(xt) ∩ ρ(xt, zt) ∩ δ(gt, zt) ⊆ Ω. 
На основании всех источников информации i-ый агент за t пе-

риодов может вычислить оценку t
iJ  ⊆ Ω значения состояния при-
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роды как пересечение общего знания I(xt, zt, gt) с его частной ин-
формацией 1−t

iJ , соответствующей предыдущему периоду: 

(16) t
iJ  = 1−t

iJ  ∩ I(xt, zt, gt). 
Другими словами, его оценка состояния природы сузится до 

множества 

(17) t
iJ (ωi, x1, t, z1, t, g1, t) = ωi ∩ I

t

gzxI
1

),,(
=τ

τττ . 

Пример 8.4. Рассмотрим модель олигополии Курно [37, 155], 
функционирующей в условиях неопределенности. 

Пусть n = 2, xi ≥ 0, i = 1, 2, z = x1 + x2, Ω = [1; 5], ω1 = [1; 4]; 
ω2 = [2; 5]; θ0 = 3, 
(18) fi(θ, z) = (θ – α z) z – xi

2 r / 2, 
где α > 0, r > 0 – известные размерные константы. То есть, агенты 
различаются лишь своей информированностью о состоянии при-
роды. 

Если бы значение состояния природы было достоверно из-
вестно агентам, то им следовало бы выбирать действия 

(19) xi
*(θ) = 

r+α
θ

4
, i = 1, 2. 

Так как целевые функции (18) монотонно возрастают по θ при 
любых допустимых действиях агентов, то в соответствии с выра-
жением (6) агенты в первом периоде выберут действия 
(20) 1

1x  = 1 / (4 α + r), 1
2x  = 2 / (4 α + r). 

В результате выбора таких действий, агенты, однократно на-
блюдая векторы действий и выигрышей, восстановят истинное 
значение состояния природы. • 

Введем такое понятие, как «время адаптации команды» – вре-
мя, за которое при неизменном значении состояния природы аген-
ты на основании наблюдаемой информации могут однозначно 
идентифицировать состояние природы. Значение времени адапта-
ции (продолжительности переходного процесса) определяется тем, 
какие параметры наблюдают агенты, размерностью вектора, опи-
сывающего состояние природы, а также свойствами точечно-
множественных отображений (2)-(4) – см. аналогичные модели для 
«технических» систем в [40]. В примерах 8.1 и 8.4 время адаптации 
равнялось единице (одному периоду), в примере 8.3 – двойке. 



 127 

Время адаптации сокращается (корректней говоря – не увели-
чивается) с увеличением числа наблюдаемых членами команды 
параметров и возрастает (корректней говоря – не уменьшается) с 
увеличением размерности вектора, описывающего состояние 
природы, и/или ростом априорной неопределенности (расширени-
ем множеств {ωi}, описывающих частную информацию агентов). 

Пример 8.5. Пусть к условиям примера 8.4 добавляется третий 
агент с первоначальной информированностью ω3 = [2,5; 3,5]. 

Если каждый агент по-прежнему наблюдает действия и выиг-
рыши всех агентов, то значение состояния природы они смогут 
восстановить, как и в примере 8.4, за один шаг. Время адаптации 
может увеличиться, если «ухудшится» информированность аген-
тов – сократится множество наблюдаемых ими параметров или 
наблюдаемыми станут лишь некоторые агрегированные характе-
ристики, например, сумма действий всех агентов. 

Поэтому предположим, что i-ый агент наблюдает свое дейст-
вие xi, свой выигрыш gi и сумму действий всех агентов39 z, причем 
факт таких наблюдений является среди агентов общим знанием. 

При известных xi, z и gi уравнение  
(θ – α z) z – xi

2 r / 2 = gi 
решается относительно θ однозначно, i = 1, 2. То есть с ростом 
числа агентов время адаптации в рассматриваемом случае не уве-
личивается. • 

Пример 8.6. Предположим теперь, что в условиях примера 8.5 
имеются два агента, каждый из которых наблюдает только свое 
действие и свой выигрыш. Тогда в результате наблюдений i-ый 
агент получает уравнение 
(21) (θ – α (x1 + x2)) (x1 + x2) – xi

2 r / 2 = gi 
с двумя неизвестными – x3-i и θ, i =1, 2. 

Если каждый из агентов считает, что имеет место общее зна-
ние, то есть наделяет оппонента той же информированностью, 
какой обладает он сам, то он должен считать, что оппонен выберет 
то же действие, что и выбирает рассматриваемый агент (напомним, 
что в данном примере агенты различаются лишь своей информи-

                                                      
39 Если агентов всего два, то каждый, зная сумму действий и свое дей-
ствие, может вычислить действие оппонента. В случае, когда агентов 
уже три и больше, действия оппонентов на основании такой информа-
ции не могут быть восстановлены однозначно. 
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рованностью о состоянии природы). Подставляя в (21) реальный 
выигрыш агента и 

x3-i = xМГРi(ωi), 
получим: 
(22) (θ – 2 α 1

ix ) 2 1
ix  – ( 1

ix )2 r / 2 =  

= (θ0 – α ( 1
1x  + 1

2x )) ( 1
1x  + 1

2x ) – ( 1
ix )2 r / 2, 

откуда i-ый агент может вычислить на конец первого периода 
нижнюю оценку 
(23) 1

iθ  = (θ0 – α ( 1
1x  + 1

2x )) ( 1
1x  + 1

2x ) / 2 1
ix  + 2 α 1

ix  
значения состояния природы, i = 1, 2. 

Предположим, что α = r = 1, тогда 
1
1x  = 0,2, 1

2x  = 0,4, 1
1θ  = 4, 1

2θ  = 2,6. 
Во втором периоде агенты подставят соответствующие оценки 

1
1θ  и 1

2θ  в выражение (19), то есть выберут действия 
2
1x  = 0,8, 2

2x  = 0,52, 
подставят их в аналог выражения (22), вычислят новые оценки 
состояния природы и т.д. 

В общем случае динамика оценок состояния природы агента-
ми имеет вид (ср. с (22)): 
(24) t

iθ  = (θ0 – α ( tx1  + tx2 )) ( tx1  + tx2 ) / 2 t
ix  + 2 α t

ix , 
i =1, 2, t = 1, 2, … . 

На основании этих оценок агенты будут выбирать действия 
(см. выражение (19)) 

(25) t
ix ( 1−θ t

i ) = 
r

t
i

+α
θ −

4

1

, i = 1, 2, t = 1, 2, … . 

Таким образом, адаптация команды в рассматриваемом при-
мере будет описываться системой (24)-(25) итерированных функ-
ций с начальными условиями (20), определяемыми на основании 
априорной информации агентов в соответствии с принципом мак-
симального гарантированного результата. 

На Рис. 15 и Рис. 16 представлены соответственно динамика 
оценок состояния природы агентами (первый уровень адаптации – 
см. Рис. 13) и динамика действий агентов (второй уровень адапта-
ции – см. Рис. 13). 
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Рис. 15. Динамика оценок состояния природы агентами 
(первый агент – треугольники, второй – квадраты) 
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Рис. 16. Динамика действий агентов 
(первый агент – треугольники, второй – квадраты) 
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Видно, что процессы изменения агентами своих оценок схо-
дятся (достаточно быстро – изменения через 8-10 шагов становятся 
малозаметными), причем сходятся они к истинному значению 
состояния природы. Кроме того, несмотря на различную априор-
ную информированность, агенты в результате выбирают одинако-
вые действия (что вполне естественно, так как целевые функции 
агентов одинаковы). В рассматриваемом примере время адаптации, 
строго говоря, равно бесконечности, хотя время попадания в лю-
бую наперед заданную непустую окрестность истинного значения 
состояния природы конечно. • 

Адаптация соответствует приспособлению, привыканию и т.п. 
к изменяющимся внешним условиям. Рассмотренные в настоящем 
разделе модели адаптации команд позволяют отражать эти эффек-
ты. Приведем пример, иллюстрирующий процесс адаптации ко-
манды к резкому изменению внешних условий. 

Пример 8.7. Предположим, что в условиях примера 8.6 на 11-
ом шаге значение состояния природы изменилось и стало равно не 
3, а 4, причем первоначальные оценки нового значения состояния 
природы были: у первого агента – 3,5, у второго – 4,5 (см. Рис. 17). 
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Рис. 17. Процесс адаптации команды к резкому изменению внеш-
них условий на 11-ом шаге  • 
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В рассматриваемом примере характерное время изменения со-
стояния природы равно 10 шагам. Время адаптации команды 
меньше него – за 10 шагов переходный процесс почти закончился. 
Адаптацию имеет смысл рассматривать, если время адаптации не 
превышает характерного времени изменения внешней среды. 

Изменение внешних условий может происходить и постепен-
но, соответственно команда должна адаптироваться и к «медлен-
ным» изменениям условий своего функционирования. Приведем 
пример. 

Пример 8.8. Предположим, что в условиях примера 8.6 значе-
ние состояния природы на каждом шаге увеличивается на 0,1 (см. 
пунктирную линию на Рис. 18). На Рис. 18 и Рис. 19 представлены 
соответственно динамика оценок состояния природы агентами и 
динамика действий агентов. 
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Рис. 18. Динамика оценок состояния природы агентами 
(первый агент – треугольники, второй – квадраты) 
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Рис. 19. Динамика действий агентов 
(первый агент – треугольники, второй – квадраты) 

 
В рассматриваемом примере скорость изменения состояния 

природы по отношению ко времени адаптации такова, что команда 
«успевает» отслеживать изменения. Возможны случаи – в услови-
ях быстро (по отношению ко времени адаптации) менябщейся 
внешней среды – когда команд не сможет адаптироваться. 

В завершение настоящего раздела подчеркнем, что выше вво-
дилось предположение о том, что каждый агент наделяет оппонен-
та той же информированностью, какой обладает он сам. Возможно 
отказаться от этого предположения и рассматривать более слож-
ные структуры информированности агентов (см. Приложение), 
считая, то они будут выбирать действия, являющиеся информаци-
онным равновесием. Возможны также ситуации более сложной 
структуры «наблюдений» агентов – одни могут наблюдать одни 
параметры (например, действия и выигрыши одного множества 
агентов), другие агенты – другие параметры (например, действия и 
выигрыши другого множества агентов плюс некоторую информа-
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цию о состоянии природы). И так далее – все эти случаи, наверное, 
можно описывать по аналогии с рассмотренными выше. 

Если адаптация в настоящем разделе рассматривалась как 
приспособление к условиям (в основном, внешним) существования 
и привыкание к ним и, фактически, зависела от информации об 
этих условиях40, которой агенты обладают на момент принятия 
решений, то изменение параметров самой команды (см. третий 
уровень адаптации на Рис. 13) может рассматриваться как обуче-
ние41. Поэтому перейдем к рассмотрению моделей обучения в 
командах. 

                                                      
40 Конечно, в общем случае адаптация некоторой системы подразумева-
ет не только изменение информированности и поведения (первые два 
уровня адаптации – см. выше), но и изменение параметров самой систе-
мы (третий уровень адаптации), например – типов агентов, как реак-
цию на изменяющиеся внешние условия. Кроме того, можно рассматри-
вать и активную адаптацию, когда система целенаправленно влияет на 
внешнюю среду (четвертый уровень адаптации). 
41 Обучение и адаптация тесно связаны. Но обучение может происхо-
дить и при постоянных внешних условиях, а адаптация имеет место 
только при наличии их изменений. 
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9. ОБУЧЕНИЕ В КОМАНДАХ 
 
Члены команды в процессе совместной деятельности созна-

тельно или неосознаваемо приобретают опыт как индивидуальной, 
так и совместной деятельности, то есть имеет место их научение 
(под научением понимается «процесс и результат приобретения 
индивидуального опыта» [41, с. 201]). Научение является частным 
случаем обучения – процесса овладения знаниями, умениями, 
навыками [5, с. 827]. Рассмотрим последовательно ряд моделей42, 
отражающих эффекты научения членов команды в процессе их 
работы. Начнем с общей постановки задачи, затем рассмотрим 
модель индивидуального обучения в процессе деятельности и, 
наконец – модель обучения в команде из нескольких агентов. 

Общая постановка задачи и модель процесса научения. 
Качественно в общем виде задача может быть сформулирована 
следующим образом. Каждый агент характеризуется некоторым 
первоначальным уровнем навыка (например, производительностью 
труда). В процессе осуществления деятельности производитель-
ность труда агента растет по мере приобретения опыта, совершен-
ствования навыков и т.д. (имеет место обучение в процессе рабо-
ты), причем скорость этого роста (так называемая скорость 
научения – см. формальное определение ниже) у каждого агента 
индивидуальна. Спрашивается, как оптимальным образом распре-
делить во времени работу между агентами. Ведь один агент, уро-

                                                      
42 В качестве отступления отметим, что процессы обучения техниче-
ских и кибернетических систем являются предметом исследований в 
кибернетике и смежных дисциплинах на протяжении уже полувека. С 
одной стороны, даже краткий их обзор требует отдельной книги. 
Кроме того, команды – благодатный объект для математического 
моделирования на уровне аналогий. Возьмем, например, компьютерную 
нейронную сеть и объявим ее «командой», членами которой являются 
отдельные нейроны. Известно множество методов обучения нейронных 
сетей, и все эти методы можно интерпретировать в терминах «обуче-
ния команд». Или другой пример: «командой» можно объявить GRID-
систему, осуществляющую распределенные вычисления. И так далее. С 
другой стороны, нас интересуют эффекты автономности активного 
поведения членов команды, поэтому в настоящем разделе акцент дела-
ется на обучении в процессе работы и оптимальном с точки зрения 
команды в целом распределении работ между ее членами. 
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вень начальной квалификации которого низок, будучи с самого 
начала сильно загружен, быстро повысит свою квалификацию и 
сможет потом работать эффективно. С другой стороны, быть мо-
жет, рациональным является загрузить сразу тех агентов, которые 
имеют более высокую начальную квалификацию? Ответы на эти 
вопросы не очевидны, тем более что необходимо доопределить, 
что понимается под «оптимальным» распределением работы меж-
ду агентами. В качестве критерия эффективности могут выступать 
суммарные затраты агентов, время выполнения командой заданно-
го объема работ, результат, достигнутый за фиксированное время, 
и т.д. 

Перейдем к формализации рассмотренной ситуации – начав с 
наиболее простой модели, будем потом постепенно ее усложнять. 
При этом ограничимся случаем итеративного научения [63], соот-
ветствующего достаточно рутинным видам деятельности и пред-
ставляющего собой многократное повторение обучаемой системой 
действий, проб, попыток и т.д. для достижения фиксированной 
цели при постоянных внешних условиях. Итеративное научение 
(ИН) лежит в основе формирования навыков у человека, условных 
рефлексов у животных, обучения многих технических (материали-
зованных) и кибернетических (абстрактно-логических) систем и 
является предметом исследования педагогической и инженерной 
психологии, психофизиологии, педагогики, теории управления и 
других наук (см. обзор в [63]). 

Постоянство как внешних условий, так и цели, позволяет про-
водить количественное описание ИН в виде кривых научения – 
зависимостей критерия уровня научения от времени или от числа 
повторений (итераций). 

Многочисленные экспериментальные данные (см. [61, 63]) 
свидетельствуют, что важнейшей общей закономерностью итера-
тивного научения является замедленно-асимптотический характер 
кривых научения: они монотонны, скорость изменения критерия 
уровня научения со временем уменьшается, а сама кривая асим-
птотически стремится к некоторому пределу. В большинстве слу-
чаев кривые итеративного научения аппроксимируются экспонен-
циальными кривыми. 

Различают два аспекта научения. Первый аспект – результа-
тивный – при научении система должна достичь требуемого ре-
зультата – качества выполнения действий с приемлемыми затрата-
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ми времени, энергии и т.д. Второй аспект – процессуальный: адап-
тация, приспособление научаемой системы к некоторому виду 
действий в процессе деятельности (например, упражнения) и т.д. 
Соответственно, выделяют результативные характеристики итера-
тивного научения и характеристики адаптации [61], которые отно-
сятся, как правило, к физиологическим компонентам деятельности 
– утомляемость и т.п. В настоящей работе речь идет именно о 
результативных характеристиках научения (характеристики адап-
тации зачастую имеют совсем другую динамику – см. также пре-
дыдущий раздел). 

Как отмечалось выше, итеративное научение, как правило, ха-
рактеризуется замедленно-асимптотическими кривыми научения, 
аппроксимируемыми экспоненциальными кривыми (см. Рис. 20): 
(1) r(t) = r∞ + (r0 – r∞) e -γ t, t ≥ 0, 
или дискретной последовательностью43 
(2) rk = r∞ + (r0 – r∞) e - γ k, k = 1, 2, … , 
где t – время научения, k – число итераций (проб, попыток) с мо-
мента начала научения, r(t) (rk) – тип агента (уровень навыка, 
квалификация) в момент времени t (на k-ой итерации), r0 > 0 – 
начальное значение (соответствующее моменту начала научения – 
первому периоду времени) типа, r∞ – «конечное» значение, r∞ ≥ r0, 
γ – некоторая неотрицательная константа, определяющая скорость 
изменения типа и называемая скоростью научения [63]. 
 

 r(t) 

r∞ 

r0 
t 

 
Рис. 20. Экспоненциальная кривая научения 

                                                      
43 Условимся в настоящем разделе верхним индексом обозначать номер 
периода времени, а нижним индексом – номер агента. В случае, когда 
рассматривается единственный агент, нижний индекс будем опускать. 
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Обучение одного агента. Рассмотрим сначала модель науче-
ния (обучения – так как мы рассматриваем только процесс науче-
ния, то различий между этими терминами делать не будем) един-
ственного агента. Обозначим yk ≥ 0 – выполняемый им в k-ом 
периоде времени объем работ. Если интерпретировать тип агента 
(уровень навыка) rk ∈ [0; 1] как долю успешных действий агента, 
то, выполняя в периоде k объем работ yk, агент достигнет результа-
та zk = rk yk. 

Тогда результат агента – суммарный объем работ, успешно 
выполненных агентом за k периодов времени, равен 

(2) Zk = ∑
=

k

l

ll yr
1

. 

С другой стороны, агентом выполнен больший объем (успеш-
ных и неуспешных) работ: 

(3) Yk = ∑
=

k

l

ly
1

. 

Этот объем работ условно можно считать тем «опытом», ко-
торый приобрел агент (см. [14, 141], а также обзор в [63]), то есть, 
его «эффективным внутренним временем» (прошедшим с момента 
начала обучения и потраченным на обучение), и подставить в 
показатель экспоненты (1). Получим: 
(4) rk = 1 – (1 – r0) exp(– γ Yk - 1), k = 2, 3, … .  

Обозначим y1,τ = (y1, y2, …, yτ), τ = 1, 2, … и условимся счи-
тать, что y0 = 0. 

Объединяя (3) и (4), получим следующие выражения для соот-
ветственно объемов успешно выполненных работ и типов агента: 
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(6) rk = 1 – (1 – r0) exp(– γ ∑
−
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1
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ly ), k = 2, 3, … . 

Отметим, что при фиксированном суммарном объеме работ 
тип агента определяется выражением (4) однозначно и не зависит 
от того, как объемы работ распределены по периодам времени. 
Поэтому задача максимизации типа агента (достижения макси-
мальной его квалификации) при фиксированном суммарном объе-
ме работ Y T в рамках рассматриваемой модели не имеет смысла. 
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В модели фигурируют три «макропараметра»: суммарный 
объем работ Y, число периодов T и результат Z. Искомой перемен-
ной является «траектория обучения» y1,T. 

Задачи оптимального обучения могут заключаться в экстреми-
зации одной из переменных при фиксированных остальных пере-
менных44. Таким образом, получаем, что целесообразно рассмат-
ривать следующие постановки. 

1. Фиксируем суммарный объем работ Y, который может вы-
полнить агент, и результат Z, который необходимо достичь. Требу-
ется найти траекторию, минимизирующую время достижения 
результата: 

(7) 
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Задачу (7) можно условно назвать задачей о быстродействии. 
2. Фиксируем суммарный объем работ Y, которые может вы-

полнить агент, и время обучения T. Требуется найти траекторию, 
максимизирующую результат Z: 

(8) 
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Задачу (8) можно условно назвать задачей об оптимальном 
обучении. Наверное, именно эта задача наиболее близка к пробле-
мам педагогики, когда требуется за фиксированное время и при 
фиксированном объеме учебного материала так распределить его 
во времени (дидактические аспекты, то есть содержание, в силу 
рутинности предмета научения практически не имеют значения), 
чтобы максимизировать «объем усвоенного материала» (максими-
зировать «качество обучения»). 

                                                      
44 В более общем случае может существовать некоторый функционал, 
который подлежит экстремизации (например, затраты на обучение, 
качество обучения и т.д.), могут приниматься во внимание дополни-
тельные ограничения, варьироваться могут одновременно несколько 
переменных и т.д. – все эти задачи представляют перспективный пред-
мет будущих исследований. 
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Так как выражение (5) монотонно по сумме объемов работ 
агента и длительности периода обучения, то задачу (8) можно 
записать в виде: 
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В выражение (9) уже не входит начальная квалификация аген-
та r0, то есть справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 9.1. Оптимальная траектория обучения не зави-
сит от начальной квалификации агента. 

Данный вывод представляет интерес для методики обучения, 
так как с точки зрения результатов отдельных независимых аген-
тов существенны только индивидуальные различия скоростей их 
научения. 

3. Фиксируем время обучения T и результат Z, который требу-
ется достичь. Требуется найти траекторию обучения, минимизи-
рующую суммарный объем работ: 
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Каждая из задач (7)-(10) может быть сведена к задаче (или на-
бору задач) динамического программирования. 

Пример 9.1. Решим задачу (8) для случая двух периодов. Если 
T = 2, то имеем два варианта. В первом τ = 1, то есть y1 = Y, тогда 
Z1 = r0 Y. Во втором τ = 2, и, учитывая, что y2 = Y – y1, получим: 

Z2(y1) = Y – (1 – r0) [y1 + (Y – y1) exp (– γ y1)]. 
Легко видеть, что максимум этого выражения по y1 ∈ [0; Y] не 

зависит от r0. То есть, оптимальное распределение объемов работ 
по периодам не зависит от начальной квалификации агента. 

Кроме того, чем больше γ, тем меньше оптимальное значение 
объема работ, выполняемого в первом периоде. То есть, чем выше 
скорость научения агента, тем больший объем работ он должен 
выполнять в последнем периоде (и, соответственно, тем меньший 
объем работ необходимо выделять на начальный период для по-
вышения его начальной квалификации). • 

Пример 9.2. Решим задачу (9) для случая T = 11, r0 = 0,1, 
γ = 0,5, Y = 10. 
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Динамика типов агента представлена на Рис. 21. Динамика оп-
тимальных объемов работ представлена на Рис. 22. 
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Рис. 21. Динамика типов агента в примере 9.2 
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Рис. 22. Динамика оптимальных объемов работ в примере 9.2 

 
Оптимальной стратегией обучения является увеличение объе-

ма работ агента со временем, причем, чем выше скорость обуче-
ния, тем более «выпуклой» является оптимальная траектория 
обучения. Качественно, данный вывод является следствием вогну-
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тости45 экспоненциальной кривой научения (см. выражение (1) и 
Рис. 21). • 

Обучение нескольких агентов. До сих пор мы рассматривали 
одного агента. Обобщим полученные результаты на случай не-
скольких одновременно работающих агентов, причем сначала 
рассмотрим ситуацию, когда агенты полностью независимы (ре-
зультаты и тип каждого не зависят от результатов и типов других), 
а потом проанализируем задачу об обучении зависимых агентов. 

Рассмотрим команду N = {1, 2, …, n}, состоящую из n агентов. 
По аналогии с выражениями (5) и (6), получим следующие выра-
жения для соответственно объемов успешно выполненных работ и 
типов агентов: 
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Если результат команды является суммой результатов агентов, 
то есть: 
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то задача об оптимальном обучении команды (ср. с (8)) примет 
вид: 
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Задача (15) может быть решена методом динамического про-
граммирования. 

                                                      
45 Если кривая научения выпуклая (агент обучается все более и более 
эффективно), то оптимальная траектория обучения будет убывающей, 
то есть оптимальной стратегией обучения будет уже не увеличение, а 
уменьшение объема работ агента со временем. 
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Легко видеть, что оптимальное решение задачи (15) в общем 
случае зависит и от индивидуальных скоростей научения агентов 
{γi}, и от их начальных квалификаций { 0

ir }. 
Утверждение 9.2. Если скорости научения агентов одинаковы, 

то оптимальным распределением работ является выполнение всего 
объема работ агентом с максимальной начальной квалификацией. 
Если начальные квалификации агентов одинаковы, то оптималь-
ным распределением работ является выполнение всего объема 
работ агентом с максимальной скоростью научения. 

Пример 9.3. Рассмотрим задачу (15) для случая двух агентов 
при T = 11, 0

1r  = 0,1, 0
2r  = 0,3, γ1 = γ2 = 0,75, Y = 10. При этом, в 

соответствии с утверждением 9.2, оптимальным является выпол-
нение всего объема работ вторым агентом, то есть тем, чья началь-
ная квалификация выше (напомним, что в настоящем примере 
скорости научения агентов одинаковы). На Рис. 23 приведена 
динамика оптимальных объемов работ (квадратики соответствуют 
второму агенту, ромбики – первому). 
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Рис. 23. Динамика оптимальных объемов работ в примере 9.3 

 
Получили, что первый агент не выполняет никаких работ и не 

обучается. • 
Решение задачи об оптимальном обучении в случае, когда все 

агенты имеют одинаковые скорости научения, получилось «выро-
жденным» – работает и обучается один агент, а остальные не 
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работают и не обучаются. С одной стороны, такой коллектив вряд 
ли можно назвать полноценной командой, с другой стороны, необ-
ходимо признать, что в жизни такие ситуации встречаются неред-
ко. 

Рассмотрим, что произойдет, если агенты различаются и на-
чальными квалификациями, и скоростями научения. 

Пример 9.4. Если в условиях примера 9.3 выбрать скорость 
научения первого агента (чья начальная квалификация ниже, чем у 
второго агента) равной 3,0, то есть сделать ее существенно больше 
скорости научения второго агента (при неизменных всех осталь-
ных параметрах), то оптимальным решением будет выполнение 
всего объема работ уже не вторым, а первым агентом. • 

Формально, структура решения задачи (15) – то, что весь объ-
ем работ выполняет один «лучший» (с точки зрения комбинации 
начальной квалификации и скорости научения) агент – обусловле-
на «аддитивностью» целевой функции и наличием большого числа 
переменных при единственном ограничении. Содержательно, в 
задаче могут присутствовать и другие ограничения, помимо огра-
ничения на суммарный объем работ, выполняемый членами ко-
манды. Наиболее естественным представляется ограничение на 
максимальный объем работ, который каждый агент может выпол-
нить за одну итерацию46 (за один период времени). 

Пример 9.5. Если в условиях примера 9.3 добавить ограниче-
ние на максимальный объем работ (равный, например, 0,5), кото-
рый каждый агент может выполнить за один период времени, то в 
оптимальном решении будут загружены уже оба агента – динамика 
их типов представлена на Рис. 24, а динамика оптимальных объе-
мов работ – на Рис. 25. 

Если в данном примере добавить еще одного агента, то в оп-
тимальном решении загружены будут по-прежнему два агента 
(имеются два ограничения – на суммарный объем работ и на объем 
работ, который каждый агент может выполнить в единицу време-
ни, причем последнее ограничение одинаково для всех агентов). 
Если у каждого агента существует собственное ограничение на 
объем работ, который он может выполнить в единицу времени, то 

                                                      
46 Перспективным представляется рассмотрение моделей, в которых 
ограничение на объем работ, выполняемых агентом в единицу времени, 
завсист от квалификации агента. 
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загружены будут уже все агенты (так как число ограничений пре-
высит число агентов). • 

 

0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
 

Рис. 24. Динамика типов агентов в примере 9.5 
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Рис. 25. Динамика оптимальных объемов работ в примере 9.5 

 
Обучение в команде. До сих пор при рассмотрении научения 

агентов в процессе работы мы считали, что каждый агент учится 
только «на собственном опыте». Тем не менее, в командах имеет 
место обмен опытом, и агенты, наблюдая за деятельностью других 
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(их успехами и трудностями), могут также приобретать опыт. Для 
того, чтобы отразить этот эффект, будем описывать «опыт», нако-
пленный агентом, не только как сумму его собственных действий, 
но и добавим к этой сумме взвешенную сумму действий других 
агентов. В результате получим следующие выражения для соответ-
ственно объемов успешно выполненных работ и типов агентов: 

(16) k
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где константы {αij ≥ 0} могут интерпретироваться как эффективно-
сти передачи опыта от j-го агента i-му, i, j ∈ N. 

Тогда задача об оптимальном обучении примет вид: 
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Пример 9.6. Рассмотрим задачу (18) в условиях примера 9.3 
(скорости научения обоих агентов одинаковы, второй агент обла-
дает большей начальной квалификацией) при матрице 
||αij|| = 








10
21 . Качественно: первый агент обучается на своем 

опыте и на опыте второго агента (даже более эффективно, чем на 
своем). Второй же агент обучается только на своем собственном 
опыте. Динамика типов агентов представлена на Рис. 26, а динами-
ка оптимальных объемов работ – на Рис. 27. 

Первые шесть периодов первый агент не выполняет работ сам, 
а «наблюдает» за действиями второго агента. При этом квалифика-
ция первого агента растет гораздо быстрее, чем второго. Начиная с 
седьмого периода, оптимальным оказывается выполнение всего 
объема работ первым, а не вторым агентом47. 

 

                                                      
47 Отметим, что, если ввести ограничение на объемы работ, выполняе-
мых агентами за единицу времени, то структура решения изменится – 
см. обсуждение в примере 9.5. 
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Рис. 26. Динамика типов агентов в примере 9.6 
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Рис. 27. Динамика оптимальных объемов работ в примере 9.6 

 
Данный пример наглядно иллюстрирует, как недостаток на-

чальной квалификации может быть успешно компенсирован эф-
фективным обучением на чужом опыте. Возможна и другая (близ-
кая) интерпретация. Можно считать второго агента учителем, 
тьютором, наставником, который, имея более высокую начальную 
квалификацию, обучает первого агента. В какой-то момент ученик 
«обгоняет» учителя и может работать самостоятельно. • 
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Итак, мы умеем ставить и решать задачи об оптимальном обу-
чении команды в процессе работы. Спрашивается, а кто именно 
должен решать эти задачи и определять оптимальные объемы 
работ? Ответ зависит от того, в каком «режиме» функционирует 
команда. Если имеет место этап целенаправленного формирования 
и обучения команды48 (а этот этап на практике может оказаться 
достаточно длительным), то объемы работ может распределять 
«учитель» (организатор обучения, тренинга и т.д.). При этом, 
правда, результат команды, как правило, не столь существенен, то 
есть не является главной целью. Вторым возможным вариантом 
является «режим реальной деятельности», которому, пожалуй, 
наиболее соответствует именно обучение в процессе работы. При 
этом члены команды могут самостоятельно выбирать оптимальные 
(с точки зрения и обучения, и результата) траектории обучения. 
Для этого необходимо, чтобы все существенные параметры (уров-
ни начальной квалификации, скорости научения и т.д.) были об-
щим знанием среди членов команды. То есть, как и в «рефлексив-
ных моделях», приходим к выводу, что важнейшим условием 
стабильного и эффективного функционирования команды является 
наличие общего знания. И именно на формирование этого общего 
знания обычно нацелено большинство организационных и других 
усилий в процессе формирования и обучения команды. 

Некоторые обобщения, выводы и перспективы. До сих пор 
мы предполагали, что уровень навыка каждого агента описывается 
зависимостью вида (1), то есть рассматривали достаточно рутин-
ную деятельность. Рассмотрим несколько более сложный случай.  

Так как итеративное научение является одним из частных слу-
чаев научения, то, помимо экспоненциальных кривых, соответст-
вующих итеративному научению, встречаются кривые научения 
других типов, в том числе – логистические, которые аппроксими-
руются зависимостью (см. Рис. 28): 
(19) r(t) = r0 r∞ / (r0 + (r∞ – r0) e - γ t). 

При этом скорость изменения r(t) первоначально мала (неко-
торое время может требоваться на понимание задачи, идентифика-
цию и осознание ситуации и т.п., то есть на первоначальную адап-
тацию), затем в окрестности точки перегиба скорость 

                                                      
48 Одной из целей обучения может быть повышение эффективности 
передачи опыта. 
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увеличивается (система интенсивно обучается), а потом начинает 
уменьшаться. 
 

 r(t) 

r∞ 

r0 
t 

 
Рис. 28. Логистическая кривая научения 

 
 
Пример 9.7. Решим задачу (9) для случая T = 10, r0 = 0,1, 

γ = 0,75, Y = 10 при условии, что динамика типа агента описывает-
ся логистической кривой (19). Динамика типов агента представле-
на на Рис. 29. 
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Рис. 29. Динамика типов агента в примере 9.7 

 
Динамика оптимальных объемов работ представлена на Рис. 

30. 
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Рис. 30. Динамика оптимальных объемов работ в примере 9.7 

 
Оптимальная стратегия обучения уже не столь тривиальна, как 

в примере 9.2 – сначала объем работ, выполняемых агентом, 
уменьшается, а затем начинает расти. • 

Отметим, что результат утверждения 9.1 для команды, обуче-
ние членов которой описывается логистической кривой, не имеет 
места. 

Задачи оптимального распределения работ между членами 
команды, научение которых описывается логистическим законом 
(19), формулируются аналогично соответствующим рассмотрен-
ным выше для экспоненциальных кривых научения задачам. 

Таким образом, в настоящем разделе рассмотрены модели 
обучения в процессе работы. В рамках предположения о том, что 
объем уже выполненных агентом работ условно отражает накоп-
ленный им «опыт», сформулирована и решена задача об оптималь-
ном обучении – выбора объемов работ, выполняемых агентами в те 
или иные промежутки времени. Проведенный анализ свидетельст-
вует, что моделирование позволяет сделать следующие выводы: 

- при фиксированном суммарном объеме работ одного агента 
результативные характеристики научения не зависят от того, как 
объемы работ распределены по периодам времени; 

- решение задачи об оптимальном итеративном научении од-
ного агента не зависит от его начальной квалификации; 

- чем выше скорость научения агента, тем больший объем ра-
бот он должен выполнять в последних периодах (и, соответствен-
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но, тем меньший объем работ необходимо выделять на начальные 
периоды для повышения его начальной квалификации); 

- оптимальной стратегией итеративного научения является 
увеличение объема работ агента со временем, причем, чем выше 
скорость обучения, тем более «выпуклой» является оптимальная 
траектория обучения. Если кривая научения выпуклая (агент обу-
чается все более и более эффективно), то оптимальная траектория 
обучения будет убывающей, то есть оптимальной стратегией обу-
чения будет уже не увеличение, а уменьшение объема работ агента 
со временем; 

- если отсутствуют ограничения на индивидуальные объемы 
работ, то в команде весь объем работ выполняет «лучший» (с 
точки зрения комбинации начальной квалификации и скорости 
научения) агент; 

- недостаток начальной квалификации агента может быть ус-
пешно компенсирован эффективным обучением как на его собст-
венном, так и чужом опыте; 

- важнейшим условием стабильного и эффективного функцио-
нирования команды является наличие общего знания, на формиро-
вание которого обычно нацелено большинство организационных и 
других усилий в процессе формирования и обучения команды. 

В заключение настоящего раздела отметим, что существуют и 
более сложные (чем (1) и (19)) кривые научения – так называемые 
последовательные логистические кривые [63], соответствующие 
освоению различных смежных или все более сложных видов дея-
тельности; обобщенные логистические кривые [59] и др. Их под-
робное рассмотрение выходит за рамки ограниченного объема 
настоящей работы, хотя, если известны законы научения членов 
команды (пусть даже эти законы довольно сложны), то задача 
оптимального распределения объемов работ может ставиться так, 
как это делалось выше. А вот поиск общего решения (желательно – 
аналитического) этой задачи является предметом будущих иссле-
дований. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Выше проведен обзор и приведен ряд оригинальных результа-

тов исследования математических моделей формирования и функ-
ционирования команд. 

Полученные на сегодняшний день и приведенные в настоящей 
работе результаты вовсе не являются исчерпывающими. Тем не 
менее, они отражают общую методологию построения и изучения 
прикладных математических моделей функционирования органи-
заций, которая может быть эффективно использована при решении 
широкого класса задач управления социально-экономическими 
системами. 

С точки зрения теории следует признать, что многочисленные 
результаты изучения команд, полученные в психологии и социоло-
гии, на сегодняшний день в формальных моделях находят недоста-
точно полное отражение. Для многих моделей существуют опреде-
ленные трудности в получении аналитических решений. Почти не 
учитывается «отраслевая» специфика (например, такой распро-
страненный на практике класс команд, как спортивные команды, 
не стал еще предметом систематического формального теоретиче-
ского исследования). 

Перспективным направлением дальнейших прикладных ис-
следований представляется расширение класса реальных организа-
ций и команд, для которых формулируются и используются фор-
мальные модели управления. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ: РЕФЛЕКСИВНЫЕ ИГРЫ 
 
В настоящем приложении приводятся основные сведения об 

аппарате рефлексивных игр, используемом в настоящей работе при 
построении и анализе моделей, учитывающих иерархию взаимных 
представлений членов команды. 

Модели принятия решений. Господствующая в науке на 
протяжении последнего полувека модель принятия субъектом 
решений (гипотеза рационального поведения) заключается в сле-
дующем: субъект стремится выбрать наилучшую в рамках имею-
щейся у него информации альтернативу. При этом в модель при-
нятия решений входят, как минимум, множество альтернатив, из 
которого производится выбор, а также предпочтения субъекта на 
этом множестве, которые обычно описываются функцией полезно-
сти [29]. 

В случае, когда имеется только один субъект, дело обстоит 
достаточно просто – считается, что он выбирает из множества 
допустимых альтернатив такую альтернативу, на которой достига-
ется максимум его функции полезности (выигрыша, предпочтения 
и т.д.) [24, 29, 57]. Отметим, что при этом существенной является 
информированность субъекта – та информация, которой он обла-
дает на момент принятия решений о допустимых альтернативах, их 
предпочтительности, последствиях выбора той или иной альтерна-
тивы и т.д. 

Если субъектов несколько, и выигрыш каждого зависит от вы-
боров всех, то ситуация усложняется – для того, чтобы выбрать 
собственное действие субъект должен «предсказать», какие дейст-
вия выберут его оппоненты. Моделями совместного принятия 
решений субъектами, интересы которых не совпадают, занимается 
теория игр [29, 127, 159], одной из основных задач которой явля-
ется предсказание решения игры – устойчивого в том или ином 
смысле исхода взаимодействия рациональных субъектов (игроков, 
агентов). 

Попробуем промоделировать ход рассуждений субъекта, при-
нимающего решения. Пусть он считает, что его оппоненты выбе-
рут определенные действия. Тогда он должен выбрать свое дейст-
вие, являющееся наилучшим при сложившейся обстановке. Но, 
если он считает своих оппонентов такими же рациональными, как 
и он сам, то он должен предположить, что при выборе своих дей-
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ствий они будут ожидать соответствующего выбора от него. Но 
тогда он должен учитывать и то, что оппоненты знают о том, что 
он считает их рациональными и так далее – получаем бесконечную 
цепочку «вложенных» рассуждений. Как же замкнуть эту беско-
нечную цепочку, какое решение принять в ситуации выбора? 
Наиболее распространенным способом такого «замыкания» явля-
ется концепция так называемого равновесия Нэша. Равновесие 
Нэша – это ситуация игры, от которой никому из участников игры 
невыгодно отклоняться в одностороннем порядке. Иными словами: 
«если все оппоненты выбирают именно эту ситуацию, то и я ниче-
го не выигрываю, отклоняясь от нее» – и так для каждого игрока. 

Разумеется, тут есть много нюансов. Например: что, если рав-
новесия Нэша не существует? или их несколько, и одни более 
выгодны для одного игрока, а другие – для другого? Бывает, как 
известно, и так, что ситуация равновесия оказывается для всех 
участников игры хуже, чем какая-то другая ситуация, не являю-
щаяся равновесной. Все эти вопросы уже более полувека интен-
сивно обсуждаются специалистами (см. [29, 81, 99, 159]), однако 
их анализ выходит за рамки настоящей книги. 

Рефлексия. Описанный выше процесс и результат размышле-
ний агента о принципах принятия решений оппонентами и о выби-
раемых ими действиях называется стратегической рефлексией 
[78]. В отличие от стратегической рефлексии, в рамках информа-
ционной рефлексии субъект анализирует свои представления об 
информированности субъектов, представления об их представле-
ниях и т.д. 

Большинство концепций решения в теории игр (в том числе и 
равновесие Нэша) подразумевает, что игра, в которую играют 
участники (т.е. состав участников игры, множества их стратегий, 
функции выигрыша), является общим знанием, то есть игра из-
вестна всем игрокам (агентам); всем известно, что игра всем из-
вестна; всем известно, что всем известно, что игра всем известна и 
т.д., опять же, до бесконечности. 

Конечно, общее знание (или, иначе говоря, симметричное об-
щее знание) является частным случаем, а в общем случае пред-
ставления агентов, представления о представлениях и т.д. могут 
различаться. Например, возможно асимметричное общее знание, 
при котором игроки понимают игру по разному, но само это раз-
личное понимание является общим знанием. Возможно также 
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субъективное общее знание, когда игрок считает, что имеет место 
общее знание (а на самом деле его может не быть). 

В общем случае иерархия представлений агентов называется 
структурой информированности. Моделью принятия агентами 
решений на основании иерархии их представлений является реф-
лексивная игра [78], в которой каждый агент моделирует в рамках 
своих представлений поведение оппонентов (тем самым порожда-
ются фантомные агенты первого уровня, то есть агенты, сущест-
вующие в сознании реальных агентов). Фантомные агенты первого 
уровня моделируют поведение своих оппонентов, то есть в их 
сознании существуют фантомные агенты второго уровня и т.д. 
Другими словами, каждый агент выбирает свои действия, модели-
руя свое взаимодействие с фантомными агентами, ожидая от оппо-
нентов выбора определенных действий. Устойчивый исход такого 
взаимодействия называется информационным равновесием [78]. 

Но, после выбора реальными агентами своих действий, они 
получают информацию, по которой можно явно или косвенно 
судить о том, какие действия выбрали оппоненты. Поэтому ин-
формационное равновесие может быть как стабильным (когда все 
агенты – реальные и фантомные – получают подтверждение своих 
ожиданий), так и нестабильным (когда чьи-то ожидания не оправ-
дываются). Кроме того, стабильные равновесия можно, в свою 
очередь, подразделить на истинные (те стабильные информацион-
ные равновесия, которые остаются равновесиями, если агенты 
оказываются адекватно и полностью информированными) и лож-
ные [77]. 

Информационное управление. Равновесие рефлексивной иг-
ры агентов зависит от структуры их информированности. Изменяя 
эту структуру, можно соответственно менять информационное 
равновесие. Поэтому информационным управлением называют 
воздействие на структуру информированности агентов, осуществ-
ляемое с целью изменения информационного равновесия [77]. 

Задача информационного управления может быть на качест-
венном уровне сформулирована следующим образом: найти такую 
структуру информированности агентов, чтобы информационное 
равновесие их рефлексивной игры было наиболее предпочтительно 
с точки зрения центра – субъекта, осуществляющего управление. 

Сделаем важное терминологическое замечание. Под информа-
ционным управлением иногда понимают информационное воздей-
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ствие – сообщение определенной информации. Мы же рассматри-
ваем «информацию» как объект управления, а не как средство 
управления. Иными словами, мы исходим из того, что центр может 
сформировать у агентов ту или иную структуру информированно-
сти (из некоторого множества структур), и исследуем, что в ре-
зультате этого получается. За рамками наших рассмотрений оста-
ется вопрос о том, как именно следует формировать эту структуру. 

Для каждой конкретной модели решение задачи информаци-
онного управления может быть разбито на несколько этапов. 

Первый (наверное, наиболее трудоемкий) этап, который мож-
но назвать построением модели поведения агентов – исследование 
информационного равновесия, то есть определение зависимости 
исхода рефлексивной игры агентов от структуры их информиро-
ванности. 

Второй этап заключается в решении собственно задачи управ-
ления – зная зависимость информационного равновесия от струк-
туры информированности, необходимо найти наилучшую для 
центра структуру информированности. Под «наилучшей» имеется 
в виду допустимая структура, которая (с учетом затрат центра на 
ее формирование) побудит агентов выбрать как информационное 
равновесие наиболее выгодный для центра набор действий. 

Третий этап включает исследование свойств информационно-
го управления – его эффективности, определяемой как значение 
целевой функции центра на множестве информационных равнове-
сий игры агентов, стабильности (можно накладывать требование, 
чтобы реализуемое центром информационное равновесие было 
стабильным) и сложности. 

С точки зрения задач формирования и функционирования ко-
манд информационное управление их деятельностью заключается 
в обеспечении условий получения членами команды достаточной 
информации, а также в формировании у них таких взаимных пред-
ставлений, которые приводили бы, например – максимально быст-
ро, к устойчивой работе команды. 

Ниже приводятся теоретические результаты исследования 
рефлексивных игр [78, 105]. В том числе, в разделе П.1 вводится 
формальное определение рефлексивной игры и приводится описа-
ние ее решения – информационного равновесия. Раздел П.2 содер-
жит определение стабильности информационного равновесия – его 
свойства, заключающегося в том, что ожидания всех агентов отно-
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сительно поведения оппонентов оправдываются. В разделе П.3 
стабильные информационные равновесия подразделяются на 
истинные (остающиеся равновесиями, когда агенты оказываются 
полностью и адекватно информированы друг о друге) и ложные. 
Условия существования истинных равновесий для случая, когда 
агенты наблюдают действия друг друга, рассмотрен в разделе П.4. 
Проблемы динамики структур информированности – изменения 
представлений агентов на основе получаемой в ходе игры инфор-
мации – обсуждаются в разделе П.5. 

 
П.1. Рефлексивные игры и информационные равновесия 
 
Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов (игроков), 

информированность которых описывается информационной 
структурой I = (I1, I2, …, In), где Ii = (θi, θij, θijk, …), i, j, k ∈ N, – 
структура информированности i-го агента, i ∈ N, θi ∈ Ω – его 
представления о состоянии природы, θij ∈ Ω – его представления о 
представлениях j-го агента, θijk ∈ Ω – представления i-го агента о 
том, что j-ый агент думает о представлениях k-го агента и т.д. в 
общем случае до бесконечности [78]. 

Если задана структура информированности I, то тем самым 
задана и структура информированности каждого из агентов (как 
реальных, так и фантомных – то есть существующих в сознании 
других реальных и фантомных агентов). Выбор τ-агентом, где τ – 
некоторая последовательность индексов из множества N, своего 
действия xτ в рамках гипотезы рационального поведения [78] 
определяется его структурой информированности Iτ , поэтому, 
имея эту структуру, можно смоделировать его рассуждения и 
определить его действие. Выбирая свое действие, агент моделиру-
ет действия других агентов (осуществляет рефлексию). Поэтому 
при определении исхода игры необходимо учитывать действия как 
реальных, так и фантомных агентов. 

Обозначим Σ+ – множество всевозможных конечных последо-
вательностей индексов из N, Σ – объединение Σ+ с пустой последо-
вательностью, |σ| – количество индексов в последовательности σ  
(для пустой последовательности |∅| принимается равным нулю). 

Если «обычная» игра в нормальной форме определяется как 
кортеж Г = {N, (Xi)i ∈ N , (fi(⋅))i ∈ N}, то рефлексивной игрой ГI называ-
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ется игра, задаваемая кортежем ГI = {N, (Xi)i ∈ N , (fi(⋅))i ∈ N, I, Ω}, где 
N – множество игроков (агентов), Xi – множество допустимых 
действий i-го игрока, fi(⋅): Ω × X' → ℜ 1 – его целевая функция, 
X' = ∏

∈Ni
iX , i ∈ N, I – структура информированности. Другими 

словами, отличие рефлексивной игры от игры в нормальной форме 
заключается в том, что в первой информированность игроков не 
является общим знанием49, а описывается некоторой информаци-
онной структурой. 

Равновесием Нэша игры Г в условиях общего знания называ-
ется такой вектор x* ∈ X действий игроков, одностороннее откло-
нение от которого не выгодно ни для одного из игроков, то есть: 
(1) ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi  fi(x) ≥ fi(yi, ix− ), 
где x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn) – обстановка игры для i-го игрока, 
x-i ∈ X-i = ∏

≠ij
jX , i ∈ N. 

Определим равновесие рефлексивной игры. Набор действий 
xτ

*, τ ∈ Σ+, называется информационным равновесием [78], если 
выполнены следующие условия: 

1. структура информированности I имеет конечную сложность 
ν, то есть, дерево I содержит конечный набор попарно различных 
поддеревьев; 

2. +Σ∈∀ µλ,  ∀ i ∈ N  Iλi = Iµi ⇒ xλi
* = xµi

*; 
3. ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ 

(2) ),...,,,,...,,(maxArg **
1,

*
1,

*
1

*
iniiiiiiiiXyi xxyxxfx

ii
σσσσσσ θ +−∈

∈ . 

Будем рассматривать регулярные структуры информирован-
ности [78], для задания которых введем вспомогательное понятие 
регулярного конечного дерева (РКД), которое определим рекур-
рентно. Пусть в игре участвуют n агентов. Если (в простейшем 
случае) все агенты одинаково информированы, то структура ин-
формированности имеет сложность n и единичную глубину. Будем 
представлять эту ситуацию в виде дерева, состоящего из корневой 
вершины, n ребер и n висячих вершин. Далее РКД может «расти» 

                                                      
49 Общим знанием называется факт, о котором известно всем агентам, 
а также всем агентам известно, что это всем известно и т.д. до беско-
нечности. 
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следующим образом: к каждой висячей вершине τi, τ ∈ Σ, присое-
диняется ровно (n – 1) ребро, при этом возникает (n – 1) висячая 
вершина τij, j = 1, …, i – 1, i + 1, …, n. Построенное РКД будем 
интерпретировать так: если имеется висячая вершина τi, τ ∈ Σ, то 
τi-агент одинаково информирован с τ-агентом (если τ – пустая 
последовательность, то τi-агент является реальным, и его субъек-
тивные представления совпадают с объективными). 

Напомним, что, во-первых, максимальная глубина ki РКД i-го 
реального агента в [78] названа рангом его рефлексии. Во-вторых, 
любая конечная регулярная информационная структура однознач-
но (с учетом аксиомы автоинформированности – ∀ i ∈ N 
∀ τ, σ ∈ Σ θτiiσ = θτiσ [78]) задается перечислением своих висячих 
вершин. 

Обозначим множество параметрических (параметр – вектор 
θ = (θ1, θ2, …, θn) ∈ Ωn) равновесий Нэша 
(3) EN(θ) = {{xi}i ∈ N ∈ X’ | ∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi 

fi(θi, x1, …, xn) ≥ fi(θi, x1, …, xi-1, yi, xi+1, …, xn)}. 
Предположим, что на нижнем уровне {θτij}j ∈ N конечной регу-

лярной структуры информированности имеет место субъективное 
общее знание [78] фантомных агентов. Тогда с точки зрения τi-
агента возможными являются равновесия их игры из множества 
EN((θτij)j ∈ N). Определим множество наилучших ответов i-го агента 
на выбор оппонентами действий из множества B ⊆ X-i при множе-
стве Ω  возможных состояний природы: 
(4) BRi(Ω, B) = ),,(maxArg

,
iii

Bx Xx
xxf

i
ii

−
Ω∈∈ ∈

−

θ
θ

U , i ∈ N, 

а также следующие величины и множества 
(5) EN = U

n
NE

Ω∈θ

θ )( , 

(6) 0
iX  = Proji EN, i ∈ N, 

(7) k
iX −  = ∏

≠ij

k
iX , i ∈ N, k = 0, 1, 2, …, 

где 
(8) k

iX  = BRi(Ω, 1−
−
k
iX ), k = 1, 2, … , i ∈ N. 

Отображение BRi(⋅, ⋅): Ω × X-i → Xi называется рефлексивным 
отображением i-го агента, i ∈ N [78]. В [78] доказано, что 
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k
iX  ⊆ 1+k

iX , k = 0, 1, … , i ∈ N, то есть с ростом ранга рефлексии 
множества (8) возможных наилучших ответов агентов не сужают-
ся. 

Если структура информированности имеет конечную слож-
ность, то можно построить граф рефлексивной игры, наглядно 
показывающий взаимосвязь между действиями агентов (как реаль-
ных, так и фантомных), участвующих в равновесии [78]. 

Вершинами этого ориентированного графа являются действия 
xτ, τ ∈ Σ+, отвечающие попарно нетождественным структурам 
информированности Iτ, или компоненты структуры информиро-
ванности θτ, или просто номер τ  реального или фантомного агента, 
τ ∈ Σ+. 

Между вершинами проведены дуги по следующему правилу: к 
каждой вершине xσi проведены дуги от (n – 1) вершин, отвечающих 
структурам Iσij, j ∈ N \ {i}. Если две вершины соединены двумя 
противоположно направленными дугами, будем изображать одно 
ребро с двумя стрелками. 

Подчеркнем, что граф рефлексивной игры соответствует сис-
теме уравнений (1) (то есть определению информационного равно-
весия), в то время как решения ее может и не существовать. 

Итак, граф GI рефлексивной игры ГI, структура информиро-
ванности которой имеет конечную сложность, определяется сле-
дующим образом: 

- вершины графа GI соответствуют реальным и фантомным 
агентам, участвующим в рефлексивной игре, то есть попарно 
нетождественным структурам информированности; 

- дуги графа GI отражают взаимную информированность аген-
тов: если от одного агента (реального или фантомного) существует 
путь к другому агенту, то второй адекватно информирован о пер-
вом [78]. 

Если в вершинах графа GI изображать представления соответ-
ствующего агента о состоянии природы, то рефлексивная игра ГI  с 
конечной структурой информированности I может быть задана 
кортежем ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Ω, GI}, где N – множество реаль-
ных агентов, Xi – множество допустимых действий i-го агента, 
fi(⋅): Ω × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, GI – граф рефлек-
сивной игры. 
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Отметим, что во многих случаях рефлексивную игру более 
удобно (и наглядно) описывать именно в терминах графа GI, а не 
дерева информационной структуры – см. многочисленные приме-
ры в [78] и Рис. 32, Рис. 33, Рис. 34 ниже. 

 
П.2. Стабильные информационные равновесия 

 
Одной из особенностей «классического» равновесия Нэша яв-

ляется его самоподдерживающийся характер – если игра повторя-
ется несколько раз, и все игроки кроме i-го выбирают одни и те же 
равновесные действия, то и i-му нет резона отклоняться от своего 
равновесного действия. Это обстоятельство очевидным образом 
связано с тем, что представления всех игроков о реальности адек-
ватны – значение состояния природы является общим знанием. 

В случае информационного равновесия ситуация, вообще го-
воря, может быть иной. Действительно, в результате однократного 
разыгрывания игры может оказаться, что какие-то из игроков (или 
даже все) наблюдают не тот результат, на который они рассчиты-
вали. Это может быть связано как с неверным представлением о 
состоянии природы, так и с неадекватной информированностью о 
представлениях оппонентов. В любом случае, самоподдерживаю-
щийся характер равновесия нарушается – если игра повторяется во 
второй раз, действия игроков могут измениться. 

Однако в некоторых случаях самоподдерживающийся харак-
тер равновесия может иметь место и при различных (и, вообще 
говоря, неверных) представлениях агентов. Говоря неформально, 
это происходит тогда, когда каждый агент (как реальный, так и 
фантомный) наблюдает тот результат игры, которого ожидает. Для 
формального изложения нам понадобится дополнить описание 
рефлексивной игры. 

Напомним, что рефлексивная игра задается кортежем 
{N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Ω, I}. Дополним эту конструкцию набором 
функций wi(⋅): Ω × X’ → Wi, i ∈ N, каждая из которых отображает 
вектор (θ, x) в элемент wi некоторого множества Wi. Этот элемент 
wi и есть то, что i-ый агент наблюдает в результате разыгрывания 
игры. 

Функцию wi(⋅) будем называть функцией наблюдения i-го аген-
та [77]. Будем считать, что функции наблюдения являются общим 
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знанием среди агентов, а также примем, что свое собственное 
действие агент всегда наблюдает. 

Если wi(θ, x) = (θ, x), т. е. Wi = Ω × X’, то i-ый агент наблюдает 
как состояние природы, так и действия всех агентов. Если, напро-
тив, множество Wi состоит из одного элемента, то i-ый агент ниче-
го не наблюдает.  

Пусть в рефлексивной игре существует информационное рав-
новесие xτ , τ ∈ Σ+ (напомним, что τ – произвольная непустая ко-
нечная последовательность индексов из N). Зафиксируем i ∈ N и 
рассмотрим i-го агента. Он ожидает в результате игры пронаблю-
дать величину 
(1) wi (θi, xi1, …, xi i-1, xi, xi i+1, …, xin). 

На самом же деле он наблюдает величину 
(2) wi (θ, x1, …, xi-1, xi, xi+1, …, xn). 

Поэтому требование стабильности для i-агента означает сов-
падение величин (1) и (2) (напомним, что эти величины являются 
элементами некоторого множества Wi). 

Пусть величины (1) и (2) равны, т.е. i-агент и после разыгры-
вания игры не сомневается в истинности своих представлений. 
Однако является ли это достаточным основанием для того, чтобы 
он и в следующий раз выбрал то же действие xi? Ясно, что ответ 
отрицательный, что продемонстрируем на следующем примере. 

Пример П.1. [77]. Пусть в рефлексивной биматричной игре, 
где Ω = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает 
строку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}), приведенными 
на Рис. 31, 
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Рис. 31. Матрицы выигрышей в примере П.1 
 

а граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 32. 
 

1 12 121 1 2 21 
 

 
Рис. 32. Граф рефлексивной игры в примере П.1 
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Пусть при этом θ = θ1 =1, θ2 = θ21 = 2, и каждый агент наблю-
дает свой выигрыш (т.е. функция наблюдения агента совпадает с 
его функцией выигрыша). Ясно, что информационным равновеси-
ем является набор x1 = x2 = x21 = 2, т. е. первый и второй агенты, а 
также 21-агент выбирают вторые действия. Однако реальное со-
стояние природы θ = 1 становится известным второму агенту после 
розыгрыша игры (и получения им выигрыша 0 вместо ожидаемого 
2). Поэтому в следующий раз второй агент выберет действие x2 = 1, 
что в случае повторяющейся игры побуждает и первого агента 
изменить свое действие (выбрать x1 = 1). • 

Таким образом, для стабильности равновесия необходимо 
чтобы и ij-агент, i, j ∈ N, наблюдал «нужную» величину. Он ожи-
дает в результате игры пронаблюдать 
(3) wj (θij, xij1, …, xij j-1, xij, xij j+1, …, xijn). 

На самом же деле (т. е. i-субъективно, ведь ij-агент существует 
в сознании i-агента) он наблюдает величину 
(4) wj (θi, xi1, …, xi j-1, xij, xi j+1, …, xin).  

Поэтому требование стабильности для ij-агента означает сов-
падение величин (3) и (4). 

В общем случае, т.е. для τi-агента, τi ∈ Σ+, условие стабильно-
сти определим следующим образом. 

Информационное равновесие xτi , τi ∈ Σ+, будем называть ста-
бильным при заданной структуре информированности I, если для 
любого τi ∈ Σ+ выполняется 
(5) wi (θτi, xτi1, …, xτi i-1, xτi, xτi i+1, …, xτin) = 

= wi (θτ, xτ1, …, xτ i-1, xτi, xτ i+1, …, xτn). 
Информационное равновесие, не являющееся стабильным, бу-

дем называть нестабильным. В частности, информационное рав-
новесие в примере П.1 является нестабильным. Следующее утвер-
ждение дает оценку сложности проверки стабильности 
информационного равновесия. 

Утверждение П.1. [77]. Пусть структура информированности I 
имеет сложность ν, и существует информационное равновесие xτi, 
τi ∈ Σ+. Тогда система соотношений (5) содержит не более чем ν 
попарно различных условий. 
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П.3. Истинные и ложные равновесия 
 
Стабильные информационные равновесия будем разделять на 

два класса – истинные и ложные равновесия. Определение предва-
рим примером. 

Пример П.2. Рассмотрим игру, в которой участвуют три агента 
с целевыми функциями 

,)(),,,( 321
321
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xxxxxxxxrf ++
−=  

где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}. Целевые функции являются общим 
знанием с точностью до типов агентов – параметров ri > 0. Вектор 
r = (r1, r2, …, rn) типов агентов может интерпретироваться как 
состояние природы. При этом здесь и далее подразумевается, что 
свой собственный тип известен каждому агенту достоверно. 

Граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 33, 
при этом r2 = r3 = r, r21 = r23 = r31 = r32 = c. Общим знанием является 
следующее: каждый игрок знает свой тип и наблюдает сумму 
действий оппонентов. 
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Рис. 33. Граф рефлексивной игры в примере П.2 

 
Нетрудно вычислить единственное информационное равнове-

сие этой игры: 
(1) x2 = x3 = (3 r – 2 с) / 4, 
      x21 = x23 = x31 = x32 = (2 c – r) / 4, 
      x1 = (2 r1 – 3 r + 2 с) / 4. 

Условия стабильности (см. выражение (5) предыдущего разде-
ла) в данном случае выглядят следующим образом: 
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(2) x21 + x23 = x1 + x3,  x31 + x32 = x1 + x2. 
Условия записаны для 2- и 3-агентов, поскольку для 1-, 21-, 

23-, 31-, 32-агентов они тривиальны. 
Подставляя (1) в (2), получаем, что необходимым и достаточ-

ным условием стабильности является равенство 
(3) 2 с = r1 + r. 

Пусть условие (3) выполнено. Тогда равновесные действия ре-
альных агентов таковы: 
(4) x2 = x3 = (3 r – r1) / 4,  x1 = (3 r1 – 2 r) / 4. 

Предположим теперь, что типы агентов стали общим знанием 
(см. Рис. 34). 
 

21

3

22

 
Рис. 34. Общее знание в примере П.2 

 
Нетрудно убедиться, что в случае общего знания единствен-

ным равновесием будет (4). 
Таким образом, при выполнении условия (3) имеет место не-

сколько парадоксальная ситуация. Представления второго и 
третьего агентов не соответствуют действительности (см. Рис. 33), 
однако их равновесные действия (4) в точности такие, как были бы 
в случае одинаковой информированности (см. Рис. 34). Такое 
стабильное информационное равновесие называется истинным. • 

Пусть набор действий xτi, τi ∈ Σ+, является стабильным инфор-
мационным равновесием. Будем называть его истинным равнове-
сием, если набор (x1, …, xn) является равновесием в условиях обще-
го знания о состоянии природы θ  (или о наборе (r1, …, rn) типов 
агентов). 

Из приведенного определения, в частности, следует, что в ус-
ловиях общего знания любое информационное равновесие являет-
ся истинным. Рассмотрим еще один случай, когда этот факт имеет 
место. 
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Утверждение П.2. [77]. Пусть целевые функции агентов имеют 
вид 

fi (ri, x1, …, xn) = ϕi (ri, xi, zi(x-i)), 
а функции наблюдения – вид wi(θ, x) = zi(x-i), i ∈ N. Содержательно 
это означает следующее: выигрыш каждого агента зависит от его 
типа, его действия и функции наблюдения, зависящей от действий 
остальных агентов (но не от их типов). 

Тогда любое стабильное равновесие является истинным. 
Стабильное информационное равновесие, не являющееся ис-

тинным, назовем ложным. 
Таким образом, ложное равновесие – это такое стабильное 

информационное равновесие, которое не является равновесием в 
случае одинаковой информированности агентов (в условиях обще-
го знания). 

Пример П.3. Пусть в рефлексивной биматричной игре, где 
Ω = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает 
строку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}), приведенными 
на Рис. 35. 
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Рис. 35. Матрицы выигрышей в примере П.3 
 
Пусть, далее, в реальности  θ = 2, однако оба агента считают 

общим знанием θ = 1. Каждый агент наблюдает пару (x1, x2), кото-
рая и является функцией наблюдения. 

Информационным равновесием является выбор каждым аген-
том действия 1. Если бы общим знанием было бы реальное состоя-
ние природы, равновесным был бы выбор каждым агентом дейст-
вия 2. Таким образом, выигрыши агентов в информационном 
равновесии оказываются бóльшими, чем если бы общим знанием 
было реальное состояние природы. • 

 
П.4. Случай наблюдаемых действий агентов 

 
В разделе П.1 приведено определение информационного рав-

новесия, которое может интерпретироваться как набор субъектив-
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ных равновесий – i-ый (реальный) агент, i ∈ N, обладающий струк-
турой информированности Ii, определяет набор действий 
( *

σix (Iiσ))σ ∈ Σ, который является равновесием с его субъективной 
точки зрения. В частности, он ожидает от j-го реального агента, 
j ∈ N, выбора действия *

ijx (Iij) (напомним, что фантомный ij-агент 
является образом j-го агента в представлениях i-го). 

В этом разделе мы рассмотрим случай, когда функцией на-
блюдения является вектор действий всех агентов (именно этот 
случай, наверное, наиболее близок к задачам моделирования ко-
манд): 

wi (θ, x1,…, xn) = (x1,…, xn). 
Тогда стабильным является информационное равновесие 

x* = ( *
ixσ )i ∈N, σ∈Σ, удовлетворяющее следующему соотношению: 

(1) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ  *
ixσ  = *

ix . 
Соотношение (1) означает, что действие любого реального 

агента совпадает с действием, ожидаемым от него любым другим 
(реальным или фантомным) агентом. 

Введем следующее предположение относительно целевых 
функций fi(⋅) и множеств Ω, Xi: 

П.1. ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ, для любых представлений θσi ∈ Ω и 
θ'σi ∈ Ω таких, что θσi ≠ θ'σi, и для любой обстановки игры 

*
, iix −σ  ∈ X-i = ∏

≠ij
jX  

(2) BRi(θσi, *
, iix −σ ) ∩ BRi(θ'σi, *

, iix −σ ) = ∅, 

где BRi(θσi, *
, iix −σ ) = ),...,,,,...,,(maxArg **

1,
*

1,
*

1 iniiiiiiiiXy
xxyxxf

ii
σσσσσθ +−∈

. 

Утверждение П.3. [77]. Пусть выполнено предположение П.1 и 
существует информационное равновесие x*. Тогда x* является 
стабильным информационным равновесием в том и только в том 
случае, если структура информированности игры такова, что 
(3) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ  θσi = θi. 

Следствие. Если выполнено предположение П.1, то стабиль-
ные информационные равновесия могут возникать только в рамках 
структур информированности, удовлетворяющих (3), то есть в 
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рамках структур информированности единичной глубины. При 
этом, в частности, невозможны ложные равновесия. 

Уместно отметить аналогию между условием П.1 и «условием 
равноправия функций предпочтения» в [10, с. 259]. 

При ослаблении требования (1) результат утверждения П.3 те-
ряет силу. Например, если считать «стабильным» информационное 
равновесие x*, удовлетворяющее свойству 
(4) ∀ i, j ∈ N  *

jix  = *
ix  

(действие любого реального агента совпадает с действием, ожи-
даемым от него любым другим реальным агентом), то в рамках 
предположения П.1 существуют структуры информированности, 
не удовлетворяющие (3), при которых соответствующие информа-
ционные равновесия «стабильны» в смысле (4). 

Утверждение П.3 важно как с точки зрения задач анализа, так 
и с точки зрения задач синтеза. Действительно, оно позволяет при 
исследовании свойств информационных равновесий для опреде-
ленного класса ситуаций (определяемых предположением П.1) 
выделять при помощью условия (3) множества информационных 
структур, при которых информационные равновесия могут быть 
стабильными. С точки зрения задачи информационного управле-
ния, утверждение П.3 накладывает ограничения на множество 
управляющих воздействий, приводящих к стабильному равнове-
сию игры управляемых субъектов. 

Пусть теперь каждый из n агентов характеризуется своим ти-
пом ri ≥ 0, i ∈ N, и каждый агент знает свой тип, но, вообще говоря, 
не знает тип остальных агентов. Будем считать, что целевая функ-
ция i-го агента имеет вид fi(ri, x), т. е. зависит от его собственного 
типа, но не от типов оппонентов. Относительно типов каждый из 
агентов имеет иерархию представлений, состоящую из следующих 
компонент: rij – представление i-го агента о типе j-го агента, rijk – 
представление i-го агента о представлениях j-го агента о типе k-го 
агента и т.д., i, j, k ∈ N. 

Содержательное различие между обсуждениями в терминах 
неопределенного параметра θ и в терминах вектора типов 
r = (r1, r2, …, rn) ∈ n

+ℜ  состоит в следующем. В первом случае 
иногда естественным является предположение о том, что значение 
θ наблюдается агентами, которые могут на основании этого кор-
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ректировать свои представления. Во втором случае предполагает-
ся, что вектор типов r = (r1, r2, …, rn) непосредственно не наблюда-
ем, поэтому агенты могут корректировать свои представления 
лишь на основании наблюдаемых действий оппонентов. При этом 
согласно утверждению П.2 все стабильные равновесия являются 
истинными. Поэтому сосредоточим внимание на исследовании 
стабильности. Условие (1) и здесь будет задавать стабильное ин-
формационное равновесие, а предположение П.1 и утвержде-
ние П.3 перепишем следующим образом. 

П.1r. ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ, для любых представлений rσi и r'σi та-
ких, что rσi ≠ r'σi, и для любой обстановки игры *

, iix −σ  ∈ X-i 

BRi(rσi, *
, iix −σ ) ∩ BRi(r'σi, *

, iix −σ ) = ∅, 

где BRi(rσi, *
, iix −σ ) = ),...,,,,...,,(maxArg **

1,
*

1,
*

1 iniiiiiiiiXy
xxyxxrf

ii
σσσσσ +−

∈
. 

Утверждение П.3r. [77]. Пусть выполнено предположение П.1r 
и существует информационное равновесие x*. Тогда x* является 
стабильным информационным равновесием в том и только в том 
случае, если структура информированности игры такова, что 

∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ  rσi = ri. 
Определим следующие множества: 
- множество Ψ пар (x, I), таких, что x ∈ X', I ∈ ℑ и вектор x яв-
ляется информационным равновесием при структуре инфор-
мированности I, где ℑ – множество всевозможных структур 
информированности (отметим, что ℑ зависит от вектора ти-
пов r). 

- множество ΨX(I) ⊆ X' векторов действий агентов, являющих-
ся информационными равновесиями в рамках структуры ин-
формированности I; 

- множество ΨI(x) ⊆ ℑ информационных структур, в рамках 
которых вектор x действий агентов является информацион-
ным равновесием (решение обратной задачи). 
Определим также подмножества этих множеств, выделяемые 

требованием стабильности информационного равновесия: 
- множество Ψs пар (x, I), таких, что x ∈ X', I ∈ ℑ и вектор x 
является стабильным информационным равновесием при 
структуре информированности I; 
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- множество ΨX
s(I) ⊆ X' векторов действий агентов, являю-

щихся стабильными информационными равновесиями в 
рамках структуры информированности I; 

- множество ΨI
s(x) ⊆ ℑ информационных структур, в рамках 

которых вектор x действий агентов является стабильным ин-
формационным равновесием. 
Обозначим: I0 – структуру информированности единичной 

глубины, которая соответствует тому, что вектор r истинных типов 
агентов является общим знанием. Заметим, что ΨX

s(I0) = ΨX(I0) – 
любое информационное равновесие, соответствующее общему 
знанию, является стабильным. 

В терминах введенных множеств истинное равновесие образу-
ет любая пара (x, I) ∈ Ψ s такая, что (x, I0) ∈ Ψ. Содержательно это 
означает, что вектор действий x останется (стабильным) информа-
ционным равновесием, если вектор типов станет общим знанием. 

Ложное равновесие образует любая пара (x, I) ∈ Ψs такая, что 
(x, I0) ∉ Ψ. Содержательно это означает, что вектор действий x 
перестанет быть информационным равновесием, если вектор типов 
станет общим знанием. 

Пусть x* = ( *
1x ,…, *

nx ) – стабильное равновесие. Определим для 
каждого i ∈ N следующие множества: 

Ri = {ri ∈ +ℜ | ),( **
iiii xrBRx −∈ }. 

Эти множества не зависят от структуры информированности. 
Поэтому они позволяют сформулировать два утверждения, прояс-
няющие связь между структурой информированности и стабильно-
стью равновесия. 

Утверждение П.4. [77]. Пусть x* – стабильное равновесие. Ес-
ли для любого i ∈ N множество Ri состоит ровно из одного элемен-
та, то вектор типов является общим знанием (и, соответственно, 
равновесие истинное). 

Утверждение П.5. [77].  Если равновесие x* является стабиль-
ным при некоторой структуре информированности, то для элемен-
тов этой структуры при любых i ∈ N и σ ∈ Σ  выполняется rσi ∈ Ri. 

Утверждение П.5 накладывает довольно жесткие требования 
на структуру информированности: если равновесие является ста-
бильным, то все типы реальных агентов, а также представления о 
типах принадлежат множествам Ri. 
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П.5. Динамика структур информированности 
 
Рассмотрим динамику поведения агентов – повторяющуюся 

рефлексивную игру (ПРИ)50, заключающуюся в многократном 
повторении рефлексирующими агентами актов выбора своих 
действий. Динамические эффекты могут возникнуть, если в про-
цессе игры агенты получают новую информацию, свидетельст-
вующую о необходимости коррекции своих представлений – изме-
нения значений компонентов структуры информированности. 
Таким образом, в ПРИ на каждом шаге выбор каждого агента 
состоит из двух этапов – коррекции компонентов структуры ин-
формированности и выбора действия, являющегося субъективным 
информационным равновесием в рамках новой структуры его 
информированности. 

Определим историю игры – совокупность выбранных к рас-
сматриваемому моменту времени действий агентов и реализовав-
шихся значений их целевых функций. Множество всевозможных 
историй игры, которые могут сложиться на очередном шаге, обо-
значим H. Каждый из агентов обладает в общем случае только 
частью информации об объективной истории игры – ему достовер-
но известны его собственные действия и значения его целевой 
функции, а также, быть может, действия и/или значения целевых 
функций некоторых оппонентов и/или какие-либо другие агреги-
рованные характеристики результатов деятельности всех или части 
агентов. Назовем эту информацию hi ∈ Hi ⊆ H субъективной исто-
рией игры i-го агента. 

На основании своей субъективной истории игры каждый агент 
оценивает правильность своих представлений, корректирует их 
тем или иным образом, и на следующем шаге выбирает действия 
на основании «новых» представлений. 

В силу гипотезы рационального поведения активных агентов 
при выборе действий каждый из них стремится, чтобы его дейст-
вие было наилучшим ответом на прогнозируемую обстановку в 
рамках имеющихся представлений о значении состояния природы. 
Поэтому равновесием повторяющейся рефлексивной игры можно 

                                                      
50 Отметим, что повторяющуюся рефлексивную игру не следует трак-
товать как игру в развернутой форме, так как в первой на каждом шаге 
все агенты выбирают свои действия одновременно и независимо. 
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считать такую совокупность структур информированности игры в 
целом и векторов действий реальных агентов, что каждое из дейст-
вий принадлежит соответствующему субъективному равновесию, 
определенному на основании данной структуры информированно-
сти. Такую совокупность представлений агентов и их действий 
будем называть согласованной – действия агентов совпадают с 
прогнозируемыми в рамках сложившейся структуры информиро-
ванности и наоборот: структура информированности принадлежит 
множеству решений обратной задачи информационного управле-
ния [77]. 

Формализуем приведенные выше качественные рассуждения о 
динамике поведения агентов. 

Выше были определены три множества: множество Ψ пар 
(x, I), таких, что x ∈ X', I ∈ ℑ и вектор x является информационным 
равновесием при структуре информированности I, где ℑ – множе-
ство всевозможных РКД; множество ΨX(I) ⊆ X' векторов действий 
агентов, являющихся информационными равновесиями в рамках 
структуры информированности I; множество ΨI(x) ⊆ ℑ информа-
ционных структур, в рамках которых вектор x действий агентов 
является информационным равновесием. 

В более общем случае, обозначив h(x) ⊆ H – множество все-
возможных историй игры, которые могут сложиться при векторе 
действий x ∈ X' на очередном шаге, X(h) – множество векторов 
действий агентов, приводящих к реализации истории игры h ∈ H, 
определим: 

- множество Ψh пар (h, I), таких, что h ∈ H, I ∈ ℑ, ∃ x ∈ X': 
h ∈ h(x) и вектор x является информационным равновесием 
при структуре информированности I; 

- множество Ψh(I) = U
)( Ix Ψ∈
h(x) ⊆ H историй игры, реализуемых 

векторами действий, являющихся информационными равно-
весиями при структуре информированности I; 

- множество Ψh(h) ⊆ ℑ информационных структур, в рамках 
которых существует вектор x действий агентов, являющийся 
информационным равновесием и приводящий к реализации 
данной истории, то есть h ∈ h(x). 
Определим модель динамики информационной структуры i-го 

агента, i ∈ N, как отображение Gi(Ii, Ψh(hi)): ℑ × 2ℑ → ℑ  текущей 
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информационной структуры i-го агента и множества 2ℑ информа-
ционных структур Ψh(hi), согласованных с наблюдаемой им на 
рассматриваемом шаге51 историей игры hi, во множество информа-
ционных структур. 

Содержательно модель динамики информационной структуры 
описывает, как агент изменяет иерархию своих представлений в 
зависимости от ее текущего значения и множества информацион-
ных структур, которые согласованы с субъективной истории игры. 

Формально последовательность информационных структур i-
го агента и последовательность его действий при заданной началь-
ной информационной структуре 0

iI  можно записать в следующем 
виде: 
(1) t

iI  ∈ Gi( 1−t
iI , Ψh( 1−t

ih )), i ∈ N, t = 1, 2, …, . 

(2) t
ix  ∈ ΨX( t

iI ), 
Равновесие ПРИ формально можно определить как множество 

векторов x с компонентами 
(3) xi ∈ ΨX(Ii), i ∈ N, 
и информационных структур 
(4) Ii ∈ Gi(Ii, Ψh(hi(xi))), i ∈ N. 

Как и в любых моделях динамики коллективного поведения 
[48, 62, 63, 80], при исследовании ПРИ возникают следующие 
задачи: 

- получение условий существования равновесия ПРИ и его 
единственности; 

- изучение устойчивости и скорости сходимости последова-
тельностей (1) и (2) в зависимости от модели G(⋅) динамики 
информационной структуры; 

- анализ областей притяжения различных равновесий и др. 
Качественно сложность теоретического анализа свойств ПРИ 

обусловлена тем, что в них изменяются информационные структу-
ры, и для одной и той же статической рефлексивной игры сущест-
вует множество динамических аналогов, порождаемых разнооб-

                                                      
51 Отметим, что в рамках рассматриваемой модели каждый агент 
изменяет свою структуру информированности на основании только 
наблюдаемых на текущем шаге результатов, а не на основании всей 
предшествующей траектории. 
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разными моделями динамики информационных структур. Кроме 
того, различные модели динамики информационных структур 
порождают различные определения равновесия ПРИ (см. выраже-
ние (3)) – одна и та же пара (x, I) может быть равновесием ПРИ с 
одной моделью динамики информационных структур и не быть 
равновесием ПРИ с другой такой моделью. 

Общие результаты исследования ПРИ на сегодняшний день 
отсутствуют, поэтому в [77, 105] и выше приведен анализ про-
стейших частных случаев. 
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